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La page d'entree de chapitre 

El le propose une introduction au cours, un 
rappel des prerequis et des objectifs, ainsi 
qu'un plan du chapitre. 




r '* '• iiiiiw,. 










Le cours 

Le cours aborde les notions du programme de 
fagon synthetique et structuree afin d'en faci- 
liter I'apprentissage. 

Des encarts detaillent etape par etape les me- 
thodes essentielles, et sont suivis d'exemples 
d'application. 




Pictogramme 

. Des commentaires pedagogiques vous ac- 
compagnent dans le cours et dans les corri- 
ges d'exercices. Ils sont identifies par ce pic- 
togramme : 


Mise en garde contre des erreurs frequentes. 


La synthese 

En fin de chapitre, el le vous propose un recapi- 
tulate des savoirs, des savoir-faire et des mots- 
cles. 
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Pour bien utiliser cet ouvrage 


Tester ses connaissances 

Quelques QCM et Vrai ou Faux? pour tester 
votre connaissance du cours. 

Exercices d'application 

Ms vous proposent d'utiliser vos connaissances 
du cours pour resoudre des problemes simples. 
Leur difficulty est indiquee sur une echelle de 
1 a 3. 



Les corriges des exercices 

Tous les tests de connaissances, les exercices 
d'application et d'approfondissement sont corri- 
ges. 

Les solutions sont regroupees en fin de chapitre 


© 



Exercices d'approfondissement 

Des enonces qui vous proposent de re- 
soudre des problemes demandant une re- 
flexion plus poussee, souvent extraits d'an- 
nales de concours. Leur difficulty est indiquee 
sur une echelle de 1 a 3. 



IX 




Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 




Nombres reels 

CHAPITRE ^ 


Plan 

1.1 Addition et symbole 


somme 1 

1.2 Multiplication 

et coefficients 
binomiaux 6 

1.3 Inegalites 12 

Synthese 1 5 

Tests et exercices 16 

Corriges des exercices 20 


Introduction 

Dans ce chapitre, nous rappelons les principales proprietes de calcul concernant 
les nombres reels (somme, produit, puissances, inegalites). Notamment, nous in- 
troduisons deux symboles extremement pratiques, l’un pour la somme de nombres 
reels, 1’ autre pour le produit, et en donnons les principales proprietes. 


Prerequis 

Aucun. 


Objectifs 

• Utiliser le symbole somme 

• Manipuler des coefficients binomiaux 

• Reconnaitre la formule du binome de Newton 

• Manipuler les inegalites entre nombres reels 


1.1 Addition et symbole somme 


1.1.1 Definition 

Definition - Symbole ^ 

n 

Soient n e N*. On note ^ Xk la somme des n nombres reels x\ , . . x„. C’est une t'acon 

k=l 

plus pratique d’ecrire x\ + X 2 + ■ ■ ■ + x n -\ + x„. Alors, 1 et n sont appeles les bornes de 
la somme. 

Remarques 

1. Si les nombres reels sont numerates ainsi : x p , x p+ \ , . . ., x„ (pour p entier, p < n), 

n 

alors on notera ^ Xk — x p + x p+ \ + ■ ■ • + x„_i + x n . 

© k ~P 
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COURS & METHODES 


Nombres reels 


n 

2. Dans l’expression la lettre k represente une variable muette, c’est-a-dire qu’elle 

k= 1 

n’a pas d’ existence pratique. Elle peut etre remplacee par toute autre lettre ne 
designant pas une variable ou une donnee du probleme traite : 


3. 

4. 


2** = Z* i = Z*'' = Z*' = "- 

i= 1 j= 1 J»=1 


d=l 


Par contre, le 1 et le » dans cette somme ne sont pas modifiables. 

n 

Dans P expression la lettre k designe une valeur qui parcourt tous les entiers de 


k= 1 


1 a n. 


II faut s’habituer a rencontrer des notations assez diverses utilisant le symbole Par 

n 

exemple la somme ^ a k peut aussi etre notee ^ a k ou ^ a k . Plus generalement, 

k—l &e|[l,«]| 1< k^n 

si (x; )i e i est une famille de nombres reels indexee par F ensemble fini I, on note ^ x,- 


la somme de tous les termes de la famille. 


iel 


5. Lorsque l’on souhaite separer dans une somme les termes d’indice pair et les termes 
d’ indice impair, on rencontre difFerentes notations, notamment : 


ak = ^aik + ^ ciik+\ ou ^ a k = ^\i k + ^ a k 

k = 0 0<2 k^n 0<2&+l<« k = 0 O^k^n 0 

k pair k impair 


6 . 


n 


Pour p < n, dans une somme 




y a n - p + 1 termes. 


Exemples 

n 

1. Si a e R est fixe, alors ^ a = a + a + ■■■+ a = (n+ \)a. 

n- 0+ 1 termes 


5 

k 2 = Yj k 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 = 50. 

ke P,5J 3<k<5 k = 3 



6 7 

3. Ona:3 + 5 + 7 + 9+ ll + 13 = ^ k = J](2p + 1) = ^(2 q - 1). En effet, 

3<£<13 p= 1 g =2 

k impair 

un nombre impair se note 2p + 1 (ou 2 q— 1, ou ...), et alors 3 < A: < 13 revient a 
3 < 2p + 1 < 13, done a 1 < p < 6, done la somme d’indice p a pour bornes 1 et 
6 . 

n n+ 1 

4. ^ cos(k) = cos(m) et ^ cos(k) = cos(n) + cos(n +1). 

k—n k—n 


Theoreme - Pour tout n e N’, on a : 




k=l 


n(n + 1) 
2 



n(n + 1)(2 n + 1) 
6 
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Remarque - La formule se re- 

n 

ecrit q n +' - 1 = (q - 1)^q k , 

k = o 

et sous cette forme, I'egalite 
reste vraie si q = 1. 


Demonstration 

Les trois formules se montrent par recurrence. Montrons par exemple F assertion P„ : 
2 n(n + I )(2n + I ) 


•Z*’- 


par recurrence sur n > 1 . 


k= 1 


Initialisation : Pour n - 1, ^ A: 2 - l 2 - 1 et 


1 x(l + l)x(2x 1 + 1) 


1 , done il y 


k= 1 


a bien egalite, et Pi est vraie. 

n 

• Heredite : Supposons F assertion P n vraie pour un entier n > 1, on a alors ^ k 2 


n(n + 1)(2 n + 1) 


k= 1 


. Puis, 


Y^k 2 = 2^ 2 + (n+l) 

*=1 k= 1 

n + 1 


, n(n + l)(2n + 1 ) , 

2 - 7 - + (n+ l) 2 


[n(2n + 1) + 6 (n + 1)] = (2 n 2 + In + 6) 

6 6 

_ (n + 1 )(« + 2)(2n + 3) _ (« + l)((n + 1) + l)(2(n + 1) + 1) 

“ 6 “ 6 

Done P„ + i est vraie. 

• Conclusion : L’ assertion P„ etant vraie pour n - 1 et hereditaire pour n > 1, on en 
deduit qu’elle est vraie pour tout entier n > 1, done la formule desiree est vraie pour tout 
entier n > 1 . ■ 


Exemples 


25 


l-E*=^ = 325 . 


12 

*=1 


k 1 = 


12 x 13x25 


= 650. 


On sait calculer la somme des termes consecutifs d’une suite geometrique de raison q : 


Theoreme? - Soit q e R \ { 1 j. Pour tout n e N on a : 


n 


z 


1 - q n+1 

i -q 


q n+1 - 1 
9-1 


Plus generalement, si n o e 


Z 

k=n 0 


alors pour tout n > no, on a : 
= 9' 


9* = 9”° 


1 _ ^n-Ho+l „n-«o+l _ 1 

9 _ „no 9 i 


1 


■9 


9- 


Demonstration 

La formule se montre par recurrence sur n. m 


3 
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Exemples 

10 10 


10 10 , _ , 2x8 

1. ^e 2k = Yj(e 2 ) k = e 6 ^ _ J (care 2 4 1). 


k = 3 k = 3 

25 1 I 1 - <74 5 14 - 1 


2 Y — = — 514 ^ 

£,5* 5 12 1 - i 


k=\2 


4 x 5 25 


1.1.2 Changemeirt d’indice 

On peut transformer l’indice d’une somme en reindexant les nombres que l’on somme. 


Proposition - So it s = ^ x/ ; . II y a deux types de changements d’indices : 

k= P 

n+q 

• poser i = k + cj civec q e N quelconque, et alors s = ^ x;_ 9 , 

i=p+q 

q-p 

• poser i = —k + q civec q e N quelconque, et alors s = ^ x q -i. 


i-q—n 


Methode 1 Bornes d'une somme apres changement d'indice 

Pour ne pas se tromper sur les bornes, lors d’un changement d’indice, il vaut mieux ecrire ce que 
donne le changement d’indice sur les inegalites p < k < n : 

• si i = k + q, p < k < n devient p + q < k + q < n + q, done p + q^i^n + q (d’ou les bornes pour 
la somme sur P indice i), 

• si i — -k + q, p < k < n devient —p > —k > —n, done q-p > -k + q > q - n, done q-n^i^q-p. 



Un changement d'indice du style / = 2k est interdit (car 2k ne parcourt que des entiers pairs, alors qu'un indice 
de somme / prend toutes les valeurs d'entiers entre les bornes de la somme, y compris les impairs). 


Exemples d'application 

1. Si on pose j — i + 1, on a ^ ln(i + 1) = ^ ln(y), car 3 < i < 54 donne 4 < i + 1 < 55, done 

i=3 y=4 

4 < j < 55. 

n 

2. Pour n > 1, soit S n = ^ k. Posons j = n - k dans cette somme. Comme on a 0 < k < n, on en 


54 


55 


k = 0 


n n 


deduit 0 < n - A: < n, done S n = - j) = ^ n - ^ j = n(n + 1) - S n . Done 2 S n = n(n + 1) 

7=0 7=0 7=0 

. „ n(n + 1) 

et on retrouve bien S n — . 


4 
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1.1.3 


Cette formule semble au pre- 
mier abord analogue a la for- 
mule de Chasles pour les in- 
tegrates. II y a une difference 
fondamentale : la borne infe- 
rieure de la deuxieme somme 
vaut 1 de plus que la borne 
superieure de la premiere 
somme. 


Pour transformer I'addition de 
deux sommes en une seule, 
on verifie avant tout que 
les sommes ont les memes 
bornes. 

1.1.4 


Remarque - Par abus de notation, il peut arriver dans ce livre que l’on note 

54 55 

Z ln(/+ 1 ) = ) ln(j) pour indiquer que l’ on a fait le changement de variable j = t+1. 

;=i+ 1 


i=3 


j = 4 


Decoupage 

On a l’egalite x\ + • • • + x n = (x\ + • • • + x p ) + ( x p +\ + • • • + x„) si p < n. Cela se reecrit : 


n p n 

Proposition - Pour 1 ^ p < n, on a I Xk = Yj Xk + Yj Xk ‘ 

k-l k= 1 k=p + 1 


Exemples 


n + 1 


n + 1 


k-l 


1 V 1 1 V 1 V 1 1 1 

1 . > 7 => 7 +> 7 — ) 7-1 et done > 7 = > 

Z—t k 4_j k Z-J k Z—i k n + 1 Z-* k Z—i k n + 1 

k= 1 k—l k—n+l k—l k—l 

2 . 2 = £ + J Vo + J = 2 VI. 

k = 0 k= 0 k= 1 

20 20 9 

3 - E* 3 = E* 3 -E* 3 = [ 2 


k= 1 


k-l 


k= 10 k= 1 


k= 1 


20 x 21 \ 2 /9xl0' 2 


= 210- - 45- = 42075. 


Remarque - Plus generalement, si /1 et h sont deux ensembles disjoints, et bien sur 


finis, alors ^ x, - ^ x-, + ^ 


IeI 1 U /2 V i<=h ) \i€/2 / 

Exemple 

v f-n* v (-i)< v (-D 1 v 1- D* ^1 ^ -1 , , 

—= h —=2, p+L 7- (puisque 

A: pair A: impair k pair k impair 

(- 1 f = 1 si k est pair et (-1/ = -1 si A: est impair). On continuerala transformation 
de cette somme dans l’exercice 1.35. 


Proprietes de linearite 


Proposition - Soient n un entier non nul, A, x\, . . ., x n et y . . ., y n des reels , alors 
on a : 

n n n n n 

2 Ax, = A Xi et + iji) = ^ x k + ^ ijj 

i—l i— 1 i=l A:=l j= 1 


Demonstration 

La premiere propriete traduit la distributivite : (Ax\ + ■ ■ • + Ax n ) = A(x\ + ■ ■ ■ + x n ), et la 
deuxieme traduit l’associativite : 
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Y. xk+ Yj ij > = 


^=1 


j = i 


U'l + • • • + X n ) 

+ 

(y 1 H + J/n) 


= Oh +(/!) + •■• + (x„ + y n ) = ^O; + !/,•) 


/=i 


Exemples 


1. + 3) = 2 ^ A: + ^ 3 = 2 ^—— — - + 3 n = n 2 + 4 n. 


k= 1 


k= 1 £=1 


2 . Y^k{k+\ )=Yjtf+k)=Y^ie + Y j k-- 

k= 1 /t=l fc=l fc=l 

3. En utilisant toutes les regies vues precedemment, on a : 


n(n + 1)(2 n + 1) n{n + 1) 


Zi 


k=p 


1 1 


k k+ 1 


" | « i 

Z^ 

k-p k—p 

n n + 1 n 

Y--Y- 

j=k+l U k j^ j 

1 v 1 

n + Zj k 


P , ^ 

^ £=p+l 


n + 1 ■*— 1 1 , j , 

j=p + 1 J A 


« i 

z 


11^11 

= -+ >0 = - 

p n + 1 , 1 . p n + 1 


fc=p+i 

Ces sommes de differences de termes consecutifs sont dites telescopiques ; cette 
technique est souvent demandee aux concours. 


1.2 Multiplication et coefficients binomiaux 

1.2.1 Definition 

Definition - Symbole ]~ 

n 

Soient n e N*. On note J” [ Xk le produit des n nombres xi, . . ., x n , au lieu de x\ x X 2 x 

k= 1 

• • • X x„ i x x„ . La encore, 1 et n sont appeles les bornes du produit. 

Remarques 

1 Les memes remarques que pour la somme restent vraies, notamment sur le nom de 
1’ indice, les notations alternatives, le nombre de facteurs. 

2 Le changement d’indice et le decoupage se font de la meme facon que pour une 
somme. 
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COURS & METHODES 


1 


Exemples 

n 

1. On definit pour n eW, la factorielle de n par : n! = ]” [ k — 1 X 2 X • • • X n. Par 

k= 1 

convention, 0! = 1 . 

2. Une consequence de la regie du decoupage est la formule suivante : 

Pour tout entier naturel n, (n+l)! = (n+l)xn! 

qui s’utilise de maniere tres frequente. Elle s’adapte sous differentes formes (par 

n 1 

exemple, si n > 1, (n + 1)! = (n + 1) x n x ( n - 1)!, ou bien — = ). 

n\ ( n - 1)! 


Puissances 

Definition - Puissance entiere 

n 

Soient n e N* et x e R, on note x" = J - [ x - x x x x • • ■ • x x x x , et pour x non nul, 

n facteurs 

On pose par convention x° = 1 pour tout reel x. 

Definition - Puissance reelle 

Soient x un reel strictement positif et a un reel quelconque. On definit le nombre appele 
« x puissance a », note x", par 

x a — 



Remarques 

1. La regie du decoupage donne alors pour t 6 Ret (n, p ) e N 2 verifiant n > p, que 

n 

X = x"- p+l . 

k=p 

2. Les proprietes de l’exponentielle et du logarithme font que ces deux definitions coin- 
cident si a est entier. 

3. Le domaine de definition de la formule x" est : 


a entier positif 

a entier strictement negatif 

a reel 

X G R 

x e R* 

x e r; 


4. Si a > 0, P application x e R+ x° e R peut se prolonger par continuite en 0, en 
posant 0“ = 0 pour a > 0, et 0° = 1 . Si a > 1, le prolongement est derivable en 0. 

5. Pour x > 0, jd = Vx et c’est l’unique solution positive de P equation y 1 — x, d’incon- 
nue y. 

6. Soit n e N*, on peut definir x» pour x e R+ ou x e R par une autre approche (voir 
chapitre 2 paragraphe 4.3). 

Rappelons que Ton a alors les regies sur les puissances (a savoir manipuler) : 
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1.2.3 Propr ietes du prod u it 

Proposition - Soientn un entier naturel non nul, A un entier naturel, xi x„ ety\, 

. . y n des reels, alors on a : 

n n V* n ( n \ f fl 

(4) = y\ x ‘ et n Xk x i> 

i=l i=l / i=l \k= 1 j=\ , 

Remarques 

1. Dans la proposition precedente, on peut supposer A e Z, a condition que les x, soient 
tous non nuls (pour ne pas diviser par 0). 

2. On peut supposer aussi A e R, a condition de supposer tous les x t strictement positifs. 
On peut faire un lien entre produit et somme, grace a la fonction In ou exp : 

Proposition - Soientn e N*, x\, . . x n des reels strictements positifs, et y\, . . y n des 
reels quelconques, alors : 

n n \ n n ' 

ln(.rO = In ]~[ x k et ]~ [ exp(^) = exp y k 
k= 1 \k= 1 / k= 1 \k= 1 / 


1.2.4 Coefficients binomiaux 


Definition - Coefficient binomial 

n ! 7 

On appelle coefficient binomial tout nombre pour (n, /?) e N avec 0 < p < n. 

p\(n - p)\ 

_ , (n\ n\ 

On note alors = , et on le lit « p parmi n ». 

\P) pKn-pV- 


Exemple 




n(n - 1) 
2 
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1 


Remarque - La formule du decoupage permet de reecrire 

(n\ n x (ft — 1) x • • • x (« — (p — 1)) 


Proposition - Formule de symetrie 

Pour tous entiers ( n , p) avec p < n, on a 


Proposition - Formule de Pascal 

(n\ ( n \ (n+ 1 

Pour tous entiers n et p tels que p + 1 < n, on a + = 

\P) \P + >/ \P + 1 


Demonstration 

1 k + 1 

Pour k e N, on a k\ x (k + 1) = (A: + 1)! done — = , d’ou : 

k\ (k + 1)! 


n \ I n \ n\ n\ 

P/ + \P + 1/ P'-(n - p)\ + (p + 1 )!(« - p - 1)! 

(p + 1) x n\ (n — p) x n\ 

(P + !)!(« -p)\ + (p + l)!(n - p)\ 

= — TTTi o + ^ + (n ~ P)] 

(P + 1 )\{n-p)\ 

(n+ 1)! 


(P + !)!((« + 1) - (p + 1))! 
In + 1\ 


Remarques 

1. Cette formule reste vraie pour p = n (ou p > n ) si l’on prend comme convention que 
(n\ 

I I = 0 pour k > n. 

2. De cette formule, on deduit par recurrence un resultat non evident a priori : un coef- 
ficient binomial est un entier naturel. 

Cette formule permet de realiser le triangle de Pascal, dont la n + 1-ieme ligne donne les 


n + I valeurs de lorsque p parcourt JO, « J dans l’ordre croissant : 
\P) 

p = 0 1 2 3 4 5 

n - 0 1 


n — 1 1 


3 3 1 


n = 4 1 4 6 4 1 

n — 5 1 5 10 10 5 1 


Ce triangle (facile a reconstruire, chaque terme se calculant en faisant la somme du terme 
immediatement au dessus et du terme au dessus a gauche) est surtout utile pour de petites 
valeurs de n. 
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Exemple 

La sixieme ligne de ce triangle est 1, 5. 10, 10, 5, 1, done on peut affirmer les egalites 



Le resultat suivant est tres utile dans certains calculs de sommes intervenant dans les 
exercices de probability : 


Proposition - Soit alors 



n In — 1 \ 

Tap - 1 /' 



On fera bien attention a I'hy- 
pothese faite ici, a savoir p > 
1. Pour p = 0, I'egalite n'a 

pas de sens, puisque 
n'existe pas ! 



1.2.5 


Demonstration 

n hi — 1 \ n x (n — 1)! 


P\P - 1 / px(p~ !)!((» - !) — (/?— 1 ))! 


n! 

p'-(n - p)'- 



Identites remarejuables 


Theoremt - Formule du binome de Newton 

Pour tous reels x et y, pour tout entier nature! «, on a 


(x + y) n = ^ 


k= 0 


x k y n ~ k 



Demonstration 

Fixons ( x , y) e IF' 2 . Montrons la formule du binome par recurrence sur n e 


Initialisation : si n = 0, ( x + y)° - 1 et y 


fe-0 


IxY - * 


|A° - 1 


(car 0! = 1), done la formule est bien vraie au rang 0. 

• Heredite : Soit n e N. Supposons I’egalite vraie pour (x + y f . Alors, 

C x+y) n+1 = (x + yTix + y) 

= ^fy?iT p (x + y) 


p = o 

n 

y 

u\p 

n + 1 


I x p+l y n - p 


■z 

P = 0 


I x p y n+1 ~ p 


k-p+l 


— SC. 


I x p y n+1 ~ p 


Or 

n+1 


ft + 1 
0 
n 


= 1 et 


n 

(n + 1) - 1 


i:, 

k= 1 x 


xV +1 -*- 


= 1, done 

=2(^K'-‘ + 


k= 1 


(77+ 1)- 1 


*" + V 


1 «+!—(«+!) 




_ji+1 


10 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Nombres reels 


COURS & METHODES 


rentde 


Kr rl ~ p= op +i - o+ 2; 

p = 0 ' ' p - 1 


rP n+l-p 


= / +1 + 


rP, , n+l ~P 


+ hv +1 - p + / +1 . 


Ainsi, (x + i/)" +1 = i/ ,+1 + g ” 1 j + jj 

Enfin, il suffit d’utiliser la formule de Pascal : 


( x + ,r +i = (" + y^ 1 - 0 + g (" + i y y ' i+1 - p + (” + jjx" + v +i_&,+i) 

Done la formule est vraie au rang n + 1 . 

• Conclusion : La formule etant vraie au rang 0, et hereditaire pour tout entier naturel n, 
elle est vraie pour tout entier n, par recurrence. ■ 

Exemples 


Pour des reels (xU et (yU quel- 
conques, on n'a aucune for- 
mule pour la somme d'un pro- 

n 

duit : ^ XkYk est a priori diffe- 


1. (1 + 1)” = 2" = J] (”) et (1 - !)" = 0 = 2 ( n )(- ! ) P 


2. Plus generalement, pour tous reel x et entier n, (1 + x) n = ^ 

Voici une generalisation de l’identite remarquable a 2 - b 2 — (a - b){a + b) : 
Proposition - Pour tous reels a et b et pour tout entier naturel n, on a : 

n— 1 

a n - b" = ( a-b ) J] a k b n ~ l ~ k = (a- b)(a n + a n ~ 2 b + ■ ■ • + ab ”~ 2 + b"- 1 ) 


Demonstration 


(i a - b) ^ a k b n 1 


= Yj a ~ b)a k b n - ] ~ k = J] (a k+ 'b n -'- k - a k b n ~ k ) 
k= 0 k= 0 

= 'j^a k+l b n -'- k -’Y j a k b n ~ k 

k = 0 k = 0 

n n— 1 

= V a p b n - p - Y a k b n ~ k 

p=k + 1 ^ ^ 

1 . i ; — a 


= a n b"- n + Y j a P b n ~ p - ^ **&""* + a ° b ’ l ~° 

P = 1 \&=1 > 

= a" - /?" 

Remarque - Une autre demonstration aurait ete possible : on part de la somme des 
termes consecutifs d’une suite geometrique de raison q, ecrite sous la forme q" - 1 = 

n— 1 

(q - 1) y q k , on pose q = - si b + 0 (si b = 0, le resultat est direct), puis on multiplie 
z_ i b 

k = o 

par b". 
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1.3 Inegalites 


1.3.1 Inegalites et additions 

Des inegalites dans le meme sens peuvent s’additionner : 


Remarque - Majorer une 
somme est une activite tres 
frequente en mathematique. 


I a < b 

Proposition - Soient a, b, c, d des reels , alors si les deux inegalites < sont 

I c < c/ 

vraies, on a aussi : a + c < b + d. 


Core a ire - Soient n un entier naturel non nul, x\, . . x„ et j/i, . . y n des reels, alors 
on a : 

n n 

si pour tout i e [[ 1, «]], Xj < y, alors Yj Xi< Yi y ‘ 

1=1 !=1 


Methods 2 Encadrer une somme 


Pour encadrer une somme ^ Xk, la premiere idee a avoir est de considerer que 1 < k < n (vu les 


k= 1 


bornes de la somme) et d’en deduire un encadrement de xu- 
Puis on somme ces encadrements grace a la proposition precedente. 


Exemple d'application 


A sfi 

Soit n* la suite definie par u„ - ) pour tout entier n. Determinons la limite de (u n ) n e n* 

x—l 1 n + k 


a l’aide d’un encadrement : 


jt=i 


Solution 


Pour tout k e [fl, nj, on a 1 < k < n, done n + l ^ n + k ^ n + n - 2 n, puis > > — (car 


\fn \fn s/n 

la fonction inverse est decroissante sur R* ), done > > 


n + 1 n + k 2 n 

1 


n + 1 n + k 2 n 2 sfn 


Sommons alors ces inegalites pour 1 < k < n : 


fir— n I — n 1 

ti n+l ti n + k 

Z " sjn \fn(n —1 + 1) n \fn sfn 1 n \fn 

= = = et > = = , d ou 1 encadrement 

n+ 1 n + 1 n+ 1 I + - J~[2 sfn 2 yfn 2 


k= t 

sfn ~ Jn 


\fn -dii 

Puis, comme lim — - = +oo (et lim = +oo), le theoreme de comparaison donne 

n —>+ oo 2 n—>+oo ] _|_ 


lim u n — +oo. 

n —>+ oo 
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1 


1 . 3.2 


Remarque - Si on sait juste x < 
0 < y, on ne peut pas compa- 
rer x 2 ety 2 . 


1 . 3.3 


Inegalites et prod uits 

Rappelons que multiplier une inegalite par un nombre positif ne change pas le sens de 
1’ inegalite : 


Proposition - Si 0 < x et a < b, alors ax < bx. 


En revanche, multiplier par un nombre negatif renverse le sens des inegalites : 


Proposition - Si x < 0 et a < b, alors ax > bx. Et mime, a < b <=> —b < —a. 


De plus, des inegalites dans le meme sens de nombres positifs peuvent aussi se multi- 
plier : 


Proposition - Soient a, b, c, d des reels, si les deux inegalites 
vraies, alors on a : 0 < ac < bd. 


0 < a < b 
0 < c < r/ 


sont 


Corollaire - Soient n un entier naturel non nul, x \, .. ., x„ et y\, . . ., ij n des reels, alors 
on a : 

n n 

si pour tout i e 0,«H, 0 < x, < y,- alors 0 < n^<n« 

i— 1 i— 1 


Rappelons aussi (c’est tellement fondamental) le comportement de certaines fonctions 
puissances vis a vis des inegalites (ce qui revient a utiliser la definition de « croissant » 
ou « decroissant ») : 

La fonction ih - est strictement decroissante sur R* et R* , done : 


Proposition - 0<r<r/»0<-<-etx<i/<0o-<-<0 

y x y x 

11 1 

Mais, x < 0 < y o — <0< — (done ih — n 'est pas decroissante sur R ). 
x y x 


La fonction x hh x 2 est strictement croissante sur R+ et strictement decroissante sur R_, 
done : 


Proposition - 0<x<t/^>0<x 2 <i/ 2 et.r<{/<0^0<i/ 2 <x 2 


Valeur absolue 

Definition - Valeur absolue 

Soit x un reel. On definit la valeur absolue de x, notee Ixl, par : Ixl = | X S ' X ^ ^ 

-x si x < 0 
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Exemple 

|2| = 2 et | — 5| = 5. 


Proposition - Soient a e R+ et xel, alors : 

|x| < a <=> —a < x < a |x| > a <=> x > a ou x < — a 

<=> x € [—a, a] <=> x e] — oo, -fl] U [fl, +oo[ 


Remarque - La proposition precedente admet une version avec inegalites strictes et 
intervalles ouverts. 


Proposition - Soient x et y deux reels, alors x 2 - y 1 <==• |x| = \y\ 

«=> x = ±y 


Remarques 

1. En particulier, pour tout reel x, Vx 2 = |x| (et non pas x). 

2. La version avec inegalite est : xr < y 2 o |x| < \y\. 

Proposition - Inegalite triangulaire 

Soient x et y deux reels, alors |x + y\ < |x| + \y\ et \x - y\ < |x| + \y\. 


Remarque - Le resultat de ce 
corollaire est tres utile en pra- 
tique, car on cherche souvent 
a majorer la valeur absolue 
d'une somme. 


Corollaire - Plus generalement, soient n un entier naturel non nul, xi, . . x„ des reels. 

alors on a : 

n 

n 



< ^ 1^*1 


k= 1 

k= 1 


1.3.4 Inegalites et fonctions 


Methode 3 Etudier le signe d'une expression 

Pour determiner le signe d’une expression /(x), on peut : 

. factoriser /(x), puis faire un tableau de signe, 

. utiliser les variations de x i-» /(x), 

. resoudre deux des trois (in)equations suivantes : /(x) > 0, /(x) = 0, f(x) < 0. 

Exemple d'application 

Donnons le signe de /(x) = 4e x - x 2 e x en fonction du reel x. 

Solution 
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1 


X 

-2 2 

2 - x 

+ 

+ ( 

) 

2 + x 

( 

) + 

+ 

e* 

+ 

+ 

+ 

m 

( 

) + ( 

) 


Done f(x) > 0 si et seulement si x e [-2, 2], 


Methode 4 Montrer g(x) < f(x) pour tout x 

Pour montrer que g(x) < f(x) pour x e I (avec I intervalle), une possibilite est d’etudier le signe de 
la fonction f(x) - g(x) e IS. en faisant 1’ etude de ses variations et en cherchant le signe de 

ses maximums et/ou minimums. 

Exemple d'application 

Montrons que sin(x) < x pour tout x > 0. 

Solution 

Posons done h : x e R + i-> x - sin(x). Alors, pour tout reel x, h'(x ) — 1 - cos(x) > 0, done h est 
croissante sur R+. Done x - 0 est un minimum de h sur R+, autrement dit h(x) Js /;(()) pour x > 0, et 
comme h( 0) = 0, on a bien x - sinlA) > 0. 

Remarque - Rappelons qu’une fonction croissante est une fonction qui preserve les inegalites, une 
fonction decroissante est une fonction qui renverse les inegalites. L’ etude de cette propriete (notam- 
ment le lien avec la derivee, le cas echeant) sera faite plus en detail au chapitre 16. 


Synthese 


Savoirs 

. Les formules des sommes usuelles 
. Les resultats sur les coefficients binomiaux 

. Les formules sur les puissances 
. La formule du binome de Newton 

Savoir-faire 


. Manipuler le symbole 2 (et le symbole fj) 

. Manipuler des inegalites 

Mots-cles 


. Formule du binome de Newton 

. Puissances 


© 
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Tests de connaissances 


1.1 Vraioufaux? 

n n 

D !> = !>• 

(fc=l *=0 

n « 

2) Z« t = Z« t - 

&=1 £=0 

3) Si a < b et * < y, alors a - x < b - y. 

50 it 100 n 

4) y = y — 

’ Zj (2k\ 13 Zj „ 13 - 


7\ 17 


\V \5 1 

n n 

6) []Ux k ) = A[\Ax k . 

k= 1 it=l 

n n \ 2 

7) ^4= • 

*=1 \lc=l J 

n n 

8) ^(/l + x k ) = A + y x*. 

t=l i-1 

1.2 Donner un contre-exemple a chacune des propositions 
suivantes (elles sont toutes fausses) : 

1) Si x < y alors 2x < 4 y. 

2) Yj Xk x y *) = [Mz4 


3) + ijk) = P| x t Mn yX 


k= i / vr=i 


1.3 Simplifier les ecritures suivantes : 


£ln(15) 


£ ln(A) 


^ j ~«+i 

1.4 A quelle condition a-t-on } q k = ? 

4— i 1 — c/ 

r=o y 

n 

1.5 Simplifier y|(— \) k cf. 

k = o 

1.6 Effectuer le changement d’indice j = 15 - k dans la 


1.8 Soit a et b deux reels non nuls tels que a + b t 0. A-t-on 

/ 1 \ /1\ /1\„ 


= exp - exp - 


1.9 Soient a et b deux reels non nuls. Simplifier les deux 


a 4 b 2 a 3 I a 2 


expressions : , et — 

(ab-)~ z \ b 1 


1.10 Pour n 6 


donner une expression simplifiee de 


='» n 


1.11 Pour n, k, i entiers naturels avec i + k < «, montrer que 
ln\ln-k\ (n-i\(n\ 


1.12 Simplifier ( j + ( a F aide de la formule de Pascal. 


1.13 A Faide du triangle de Pascal, determiner 


1.14 Soit n > 1. Donner la valeur de 




1.15 A Faide de la formule du binome de Newton, develop- 
per (2 + jc) 6 . 

1.16 Factoriser A = 2 3 - x 6 et S = 1 + if. 

1.17 QCM 

Soit l<a<3et0<fc<l. A-t-on : 

a) l<n-£>< 2 ? 

b) 0 < a - b < 3 ? 

c) 1 < n - b < 3 ? 

1.18 Trouver les reels x tels que 


(x 2 - 3* + 2) 2 - (x 2 + 5x - 2) 2 < 0 


1.19 Montrer que pour tout (a, b) e R 2 , on a 


cos(15 - k) 


Z cos^ro 

~k + 


1.7 QCM 

Parmi les formules suivantes (pour a > 0, b > 1), les- 
quelles sont vraies ? 

a) ln(fl) - In (b) = 

Mb) 

b) ln(u + b) = ln(a) + ln(b) 


> Mf) _ ln [f | 

Mb) \b) 


1.20 Trouver les reels x tels que |jt — 4| <2. 

V2? 

1.21 Que vaut lim — — — ? 

x 

1.22 Trouver les reels x > 0 verifiant F equation 

|1 + ln(x)| + 3 ln(.r) - ln 2 (x) = 0 


16 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Nombres reels 


TESTS & EXERCICES 


Exercicee d’application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 19. 

■ Sommes et produits 
1.23 

Ecrire sans le symbole y les expressions suivantes : 


1.28 

Calculer les sommes suivantes : 

A„ = 1 + 2 2 + 2 4 + 2 6 + • • • + 2 2 " ; 
B„ = 5 3 - 5 4 + ■ ■ ■ + 5 257 - 5 258 . 


2 n 30 


Z* 2 ; Z i; Z (2! '- 1); Z ,?2 - 

k= 1 i=n i=10 n =— 2 

Dans chaque cas, determiner le nombre de termes dans la 
somme, puis la calculer. 

1.24 © 

Ecrire les sommes suivantes avec le symbole ^ : 

5 = ln(2) + ln(3) + ln(4) + • ■ • + ln(368); 

T = 1 - a + a 2 - a 3 + a' 9 + a 20 ; 

U = 2 + 4 + 6 + 8 + -- - + 22; 

V=l-2+3-4+ 96 + 97; 

W = 1000 + 1010 + 1020 + 1030 + • • • + 1 150. 

Dans chaque cas, calculer la somme. 

1.25 

Ecrire les sommes suivantes avec le symbole ^ : 

524 


1 2 3 

A - H H H + 


1+2 2+3 3+4 

r , 1 2 3 

" 2 _ 3 + 4 + ' 


524 + 525 ’ 


236 237 

237 + 238 ' 


1.26 

Ecrire les nombres suivants en faisant un changement d’ in- 
dice de sorte que la premiere valeur de l’indice de la nouvelle 
somme soit 0 : 

20 50 k 45 

1=10 k=- 4 n=2 

1.27 

Simplifier au maximum l’ecriture des nombres suivants : 

20 t 21 , 100 
A = Zy-Z^ ; S = Z( 7 3 J -2; + 4) ; 

/=1 k= 3 y=l 

20 100 k \ 

c = Z (10 ' + 4) ; D = Z Z 2 T 


1.29 

Calculer les sommes suivantes : 


A " = Z^ ;fi " = Z(y) ;C - = Z 3+t 

j=0 p=2 ' > i=-l 

1.30 

Calculer les sommes suivantes : 


\ P+I „ yy 5x2' 


-1 


An = Yj 2i ’ B » = Z (/+1) - 


1.31 


Calculer en fonction de n chacune des quantites suivantes : 

n n n / 1 \ 


k=l k=l k=2 


1.32 


Soit x G R et n e N. Rappeler la valeur de ^ jf. En deduire 

k = 0 

z^- 1 - 

k= 1 

1.33 Sommes telescopiques 

1) En utilisant que = - - , calculer S = 

k(k +1) k k + 1 

n 1 n i 

Z^FTD etr = Z— ' 

2 11 

2) En utilisant que — — - = — calculer U = 

k l — 1 A: — 1 a:+1 

« i 

n 

3) En utilisant que k = (k + 1) — 1, calculer V = ^ k.k\ et 

k= 1 

^ = Z 


^(1-+D. 


10 . 

4) Calculer X = ^ In — - j. 
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1.34 ® 


Notons U„ = J~ [ cos(2*x) pour x e R\ j kn, k s Z), et n e N*. 

k = o 

Calculer sin(x)f/„, puis en deduire une expression de U„ en 
fonction de x et n. 


1.35 D’apres EML 2007 S 


Notons S „ 


n + n 2n+l 

: Z V- ' T " = Z <2k + l) 2 et Un = Z 


1) En decomposant la somme de S 2 „+i suivant les indices 
pairs et impairs, exprimer T„ en fonction de S^+i et S 

2) En decomposant la somme de U n suivant les indices pairs 
et impairs, exprimer U„ en fonction de S „ et T„, puis de S 2 „ + i 
et S „. 

■ Inegalites et signe 


Soit p 6 N*, on definit pour n 6 N*, 


" 1 " 1 
S --I W . + lX t + 2K.,< t + W '§T^ 


Prouver par recurrence sur n que : 


1/1 n\ 

pour tout entier naturel non nul n, S „ = — 

p\p\ ( n + p)\ 


En utilisant la relation p( | = nf ) (valable pour 1) 

\P) \P ~ 1/ 

ou la formule de Pascal, calculer les sommes suivantes : 


zn+i ^ 

Soit v„ = > — pour n 6 N*. Encadrer u„, puis donner 

T~i V/i 2 + k 

la limite de la suite (v n ) ne ^*. 


k=0 x ' k= 1 


M-ZC -Em 


1.43 ® 


Soit5„ = V ke A ~ (cos(VI) + sin(/r + l))pour/i 6 N.Mon- \H/ *./«\ . 

^ ' ’ Calculer S „ = y ( — 1) fcl I ou n entier, n > 2. 

trer que |5„| < n(n + 1). A=1 


Soit a, b, c des reels avec a t- -b, -2 < a < 1, -1 < b < 3 et 

1 , 

-3 < c < 2. Donner un encadrement de a-b, -, c (a- b). 

a + b 


Calculer les sommes suivantes pour n > 1 : 


"■-z ; z 


2k + 1 ’ 


1) Montrer : pour tout reel x > -1, ln(l + x) < x. 

2) En deduire que pour tout entier k > 1, on a < 

k + 1 

In (k + 1) - ln(fc) < 

k 

3) En deduire que pour tout entier n > 1, on a ln(n + 1) < 

Z T Z ln W + L 


utilisant S „ = ^ I J et T„ = ^T(-1) A (qui se ca l cu l ent 


facilementj. 


1.45 ® 

j n\ n k 

Demontrer que pour 1 < k < n,\ I > — . 

\k k k 


i Factoriels et coefficients binomiaux 


1.40 © 

n n 

Calculer u n = J [ (2/r) et v„ = ] [ + 1) en fonction de n\, 

k= 1 k=0 

2" et (2/i + 1)! (pour n 6 N*). 


1.46 ® 

1) Pour tout entier naturel non nul n, rappeler la valeur de 

n n 

S o(n) = z k, puis montrer que S i(n) = ^ k{k + 1) vaut 

k=i k= 1 

0 , n(n + l)(n + 2) 
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Nombres reels 


TESTS & EXERCICES 


2) Soit p > 0. Conjecturer une formule generate pour S p (ri) = 4) E crire sous la forme V " . en deduire 

vn,. . . , , (p + D! U\-r 

Zj I \(k + o, puis la montrer par recurrence sur n. une deuxifeme fa?on de calculer en montrant que 

k ~ l „ s _ (p + n + 1 \ 

3) A l’aide de 5 2 (n), retrouver la valeur de (p + 1)! \ p + 2 / 


Indications 


1.24 Pour calculer V, ajouter et enlever les termes pairs qui 
manquent pour reconnaitre une somme du cours. 

1.34 Calculer sin(jf)[/i, sin(A')f/ 2 , eventuellement sin(A')f/ 3 , 
a l'aide de formules trigonometriques, et conjecturer une for- 
niule pour sin( jr) t/„ , a prouver par recurrence sur n. 

1.40 Calculer u„v„ ou multiplier et diviser v n par tous les 
nombres pairs qu’il manque pour reconnaitre au numerateur 
(2 n + 1)!. 

1.43 On procede comme dans Pexercice precedent. Mais 
pour reconnaitre une formule du binome de Newton, il fau- 
dra rajouter/enlever un terme a la somme ... 


1.45 Etablir que 

i G ([0, k - 1 1| . 


n n — i . n — i n 

~r pms > k pour 


1.46 Pour la question 2, montrer par recurrence sur n que 

P + 1 

S p (n) = Ff(n + i). 

P + 2 i=0 

Pour la derniere question, une fois obtenue l’ecriture sous 
forme de somme, obtenir l’expression desiree par une recur- 
rence sur n. 
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CORRIGES 


Nombres reels 


1) Vrai : la seule difference entre ces deux sommes est le terme 
donne par k = 0, qui est nul. 

2) Faux : la difference entre ces deux sommes est le terme 
donne par k = 0, qui vaut 1. 

3) Faux (considerer par exemple a = 0, b = 1, x = 0, y = 2). 
On retiendra qu'on ne peut pas soustraire terme a terme des 
inegalites. 

4 ) Faux. L'erreur serait de faire un changement d’indice p = 2k, 
qui n’est pas valide. Ici, la deuxieme somrne comporte beau- 
coup plus de termes que la premiere, et notamment tous les 
termes de la premiere, plus d'autres (tous strictement positifs). 

5) Vrai. 

n n 

6) Faux si n > 2. On a n (Ax k ) = A" ]~[ Ax k . 

k=l k=\ 

7) Faux pour n > 2. Par exemple pour n = 2, on est en train 
d'ecrire l’egalite entre a 2 + b 2 et ( a + b) 2 ... 

n n 

8) Faux si n > 2. On a ^(,1 + x k ) = nA + ^ x k . 


1) Si on a 0 < x < y. comme 0 < 2 < 4, on peut effectivement 
multiplier les inegalites, et done obtenir 2x < Ay. 

3 

Mais si on prend x = -1, y = — — , alors x < y et 2x = -2 > 
-3 = Ay. 

3 

2) Si (par exemple) x k = y k = 1 pour tout k, alors ^(.r*x y k ) = 



II faut et il suffit que q t 1 . 

n n 

Comme ^(-1)V = J/-# 


k = 0 k = 0 

n + 1 


* ^(-1 ) k q k = ^ — — — si -q ± 1 (done q t -1), 


+ q 


★ \ ) k q k = n + 1 si —q = 1 (done q = -1). 


3 < k < 7 <=> — 3 > — k > — 7 
« 12 > \5-k>\ 


v-i cos(15 — k) v3 cos (/) 
Par consequent, ^ = ^ ■ 


17 -> 



Aucune ! 


Si l'egalite est vraie, elle le reste en composant 

avec la fonction in, done on obtiendrait in ( exp [ 

\ v \a + b 

in |exp j exp j j. En utilisant les deux formules ln(x x y) = 

ln(.v) + In (y) et ln(exp(x)) = x, on obtiendrait - = — f — , 


ce qui est faux. Done, la reponse est : non. 
a~ 4 b 3 a 3 


a + b a b 


3 et 


Z x * z 


.yk 


= 3x3 = 9. 



(ab 2 ) 


2\~ 4 / 


ab 1 e. t| — ] x I — ] = ab 6 . 

b' 


3) Si (par exemple) x k = y k = 1 pour tout k, alors J J + y k ) = 


2 x 2 x 2 = 8 alors que 


nw + fi> 


k=l 

= 1 + 1 = 2 . 


• Pour la premiere expression, on somrne une constante, il suf- 
fit done de la multiplier par le nombre de termes : 


Y ln( 15) = (38 - 7 + 1) x ln(15) = 


= Z ln (^) 


2k 
4- j n + 1 


t£ ; 


n + - k - 1 
2 n(n + 1) 


/; + 1 
= [7T| 


32 ln( 15) 


» Calcul de la seconde expression : 

25 25 4 

Y = Z ln ® _ Z 


k= 1 k= 1 

r 25 \ 


In 


n* 


- Inf 1 x 2 x 3 x 4) 


ln(25!) - ln(24) 


n\(n — k 


( n - k)\ 


k)\ i j k\(n — k)\ i\((n-k) — i)\ k\i\(n-k-i)\ 

n\ 


(n — i ) ! n\ 


n — i\l?i 

k /\;/ kl((n - i) - k)l i\(n — t)\ k\(n — i — k)\i\ 


Il y a done bien egalite. 


1.12 
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Nombres reels 


CORRIGES 


On lit sur la huitieme ligne du triangle de Pascal, 
le cinquieme coefficient : = 35. 

En effet, les lignes 6, 7 et 8 du triangle sont : 

1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 1 

La formule du binome de Newton donne : 

n - 1 




-sn‘K“ 


(1 - l)”” 1 = [o] si n > 2, [7] si n = 1. 


(2 + „. = g(^ 

= 2 6 + 6 x 2 5 jt + 15 x 2V 

+20 x 2 3 x 3 + 15 x 2 2 .r 4 + 6 x 2.* 5 + x 6 

On lit les coefficients binomiaux sur la septieme ligne du tri- 
angle de Pascal, par exemple (sinon on peut les calculer direc- 
ternent a partir des factorielles). 

A = 2 3 - x 6 = (V2) 6 - x 6 , done la formule de 
factorisation donnee dans le cours donne : 

A = ( V 2- x)(2 i + 4x + 2? x 2 + 2x 3 + 2?x 4 + x 5 ) 

On aurait aussi pu ecrire : 

2 3 - x 6 = 2 3 - (x 2 ) 3 

= (2 - ,r 2 )(4 + 2x 2 + x 4 ) 

= ( V2 - x)( V2 + *)(4 + 2x 2 + x 4 ) 


B = \ + if = 1- (-z/) 5 , done la formule de factorisation donnee 
dans le cours donne : 

B = (1 - (-jj))(l + (-?/) + (-y) 2 + (- y ? + (-y) 4 ) 

= (1 + «/)( 1 -y + y 2 -y 3 + y 4 ) 

On reconnait la sornme des termes consecutifs d’une suite geo- 
metrique de raison —y. 

Comme 0 < b < 1, en multipliant par -1, on a 
-1 < —b < 0. Comme des inegalites peuvent s'additionner, on 
obtient l-l<a-7><3 + 0, done 0 < a - b < 3. Done b) est 
vraie. 

Les deux autres sont fausses, si on considere par exemple 
a = b = 1. 


L'identite remarquable a 2 -b 2 = ( a-b)(a+b ) donne : 

(x 2 - 3x + 2) 2 - (x 2 + 5.r - 2) 2 
= (~8x + 4)(2x 2 + 2x) 

= 2(-8x + 4)(x + l)x 

On fait done un tableau de signe : 



-1 - 0 + 4 + 

-8x + 4 

+ + + 6 - 

x + 1 

- 0 + + + 

2(-8x + 4)(x + l)x 

+ 0 - 0 + 0 - 


Done l’ensemble cherche est ] - 1, 0[U 


— , +00 
2 


Comme |a| 2 = a 2 et |£>| 2 = b 2 , on a 
a 2 + b 2 , ,, \a\ 2 + \b\ 2 - 2\a\.\i 




2 

(M - l^l ) 2 


>0 


Done l’inegalite desiree est vraie. 


\x—4\ < 2 -2 < jr— 4 < 2, done en additionnant 

4 de chaque cote, on a \x - 4\ < 2 « 2 < x < 6. L’ensemble 


cherche est le segment [2, 6] 


x/2x 2 = V2Vj? = V2|x|, done 


V2j? 


V2 — . 


x x 

Si x < 0 (ce qui est notamment le cas lorsque x tend vers - 00 ), 

V2.r 2 r V2x 2 /— 

alors |.r| = —x, done = - y2. Done lint = - y2. 


II faut supprimer la valeur absolue, pour cela il faut 
restreindre le domaine de recherche pour la solution : 

Pour x tel que 1 + ln(jr) < 0 e’est-a-dire x e]0, e _1 ], l’equa- 
tion devient : -1 - ln(x) + 3 ln(x) - \n 2 (x) = 0 (car |1 + ln(x)| = 
-(1 + ln(x))), soit en posant X = ln(x), - 1 + 2X - X 2 = 0. Seul 
X = 1 est solution, done ln(jc) = 1, done x = e, qui est a reje- 
ter a priori, car ne faisant pas partie du domaine oil l’on s’est 
place. Done, il n’y a pas de solution sur ]0, c -1 ]. 

Pour x tel que 1 + ln(.r) > 0 e’est-a-dire x > e _1 , l'equation 
devient : I +ln(x)+3 \n(x)-\n 2 (x) = 0 (car ]l+ln(.r)| = l+ln(x)), 
soit en posant X = ln(x), 1 + 4X - X 2 = 0. Ce qui revient a 
X = 2 — V5 ou X — 2 + V5, et les solutions de 1 equation 

initiale sont 


„2- 75 


et 


2+ V5 


car elles sont bien dans 


[e ',+«>[, done a garder. 

En effet, 2 - V5 > — 1 <=> 3 > V5, et comme comparer deux 
nombres positifs revient a comparer leurs carres, 2 - V5 > 
-1 9 > 5, ce qui est vrai. Done 2+V5>2-V5> -1, 

done par stride croissance de la fonction exponentielle, on a 
bien e 2+ ^ > e 2 ~ ^ > e _1 . 
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CORRIGES 


Nombres reels 


Pour le nombre de termes : dans une somme 


x- 


il y a b - a + 1 termes. 


^ k 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 , la somme a 5 termes. 


k=l 

5 


X* 2 = 


2 _ 5 x (5 + 1) x (2 x 5 + 1) 


*=1 
2 n 


6 


55 


-> £ i = w+(n+l)+- • - + (2n— 2)+(2 h— 1) + 2/j, et cette somme 

i=n 

a2n-n + l= n + l termes. Pour la calculer, deux possibility 
s'offrent a nous : soit on fait un changement d’indice, soit on 
« ajoute et enleve » les termes qui manquent pour se ramener a 
la somme du cours. 

Methode 1 : posons j = i — n, alors 

2 n n 

X* = Yj j + n) 

i=n 7=0 

n n 

= X 2 + X n 

j = 0 J=0 

n(n + 1) 

= — + n(n -0+1) 


-n(n + 1) 


Methode 2 : Ajoutons puis enlevons les termes pour i variant 
de 0 a n - 1 : 


£ ,,= £ i -Z i 


(2n)(2n + 1) (n - l)(n - 1 + 1) 

2 2 
n(4n + 2- (n - 1)) 


= ^n(n + 1) 


Yj2i - 1) = 19 + 21 + • • • + 57 + 59 


et cette somme a 


/=io 

30 - 10 + 1 = 21 termes. 




7=0 

20 


= 2 Z; +19 Z J 


819 


^ n 2 = (-2 f + (-1) 2 + 0 2 + l 2 + • • • + 19 2 + 20 2 


et cette 


somme a 20 - (-2) + 1 = 23 termes. 


X" 2 = X n2+ X' 


n=—2 n = 1 

\2 . /_ r \2 , n 2 


= (- 2) i + (-l)- + 0‘ 

20 x (20 + 1) x (2 x 20 + 1) 


2875 


S = ^ ln(fc) = In k 


k = 2 
20 


ln(368!) 


V k=2 / 

20 


t = X(-i> v = X (_a)A ’ = 


k = 0 

a = -1, T = 21. 


i - (~«r 

1 + Cl 


si a t- -1. Si 


11 x 12 


132 


U = Y j 2k = 2^ j k = 

k= 1 k=\ 

97 

V = ^T(-l) t+1 fc. Pour la calculer, remarquons que V est la 

k= 1 

somme des nombres impairs moins la somme des nombres 
pairs, done si on ajoute et retranche les nombres pairs, on aura 
la somme de tous les nombres, moins deux fois la somme 
des nombres pairs (formellement, e’est une egalite du type 
a - b = (a + b)— 2b) : 

V = 1 + 2 + • • • + 97 - 2(2 + 4 + • • • + 96) 

97 48 

= Z*- 2 Z2* 

k= 1 k= 1 

97 x 98 48 x 49 

= — t 4 — - — 


49 


Remarque - On a aussi 

V = (1 - 2) + (3 - 4) + • • • + (95 - 96) + 97 
= (-1) + (-1) h + (-1) +97 


48 termes 

= -48 + 97 = 49. 


W = £(1000+ lot) 

k=0 

15 15 

= iooo ^ i + io 


= 1000 x 16+ 10 x ■ 


15 x 16 


17200 


Remarque - On aurait aussi pu partir de W = £ 1 0k. 


^-ZrTTfcrn-Z 


*=1 
237 

B = X (_1 > 

i=l 


k + (k+ 1) 2k + 1 


k+ 1 
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Nombres reels 


CORRIGES 


On pose j = i - 10, alors A = y (7 + 1 0) J 


B n = £(-1) m 5* = -£(-5)* 


On pose j = k + 4, alors B = > . 

>o j _ 3 

43 

On pose 7 = n — 2, on a C = y e 3 . 


1 1 V 1 1 fv 1 1 1 

+ 1 _ _L - 

+ 2 “ 2l ~ 42 

100 100 100 


= £ 73 ; -I- 2 HJH +4X100 
j=o 2 

73 101 - 1 

= — — - 1 - 10100 + 400 


73 101 - 698473 
_ 72 

C = (10 x (-2) + 4) + (10 X (-1) + 4) 

20 


+ 2/101 + 4 ) 

= -16-6+ lO^Liii +4x21 

2 

= | 2162 

^ ' jk+l _ 1 

V 2' = = 2* +1 - 1, done 

4-A 2- 1 

1=0 

100 

D = £(2 i+1 -l) 

k= 1 
99 

j.?-, H( 2i “-‘) 

7=0 

99 99 

= 4 £ 2 '-£ i 
7=0 7=0 

2 100 - 1 

= 4 9 _ 1 - (99 - 0 + 1) x 1 
= 2 102 - 104 


= 2>" = I- 


A-0 A-0 

4" +1 — 1 4" +1 — 1 

4- 1 ~ 3 


-5 

- 1 

3 256 - 1 



3 ^\ 3 / 

3 2-1 


1 vWl 


3 ^\3j 


/ , \n-z+I 

V<i) ii 

3 9 1-1 


18 1 (3) 


- - isf 


3 \3 


= - l-(-) 

2 3 


2 y (ir ( - i)+i -i 


*♦ Faisons le changement de variable j = —i : 
on a —n < i < -1 <=> 1 < —i < n , et done 

n 

A„ = y 2 (-/) = | -n(n + 1) . 

7=1 

-> Faisons le changement de variable j = i + n 


B n = 2/7 - « + 1) 


n n 

J = R j~| k = n\ . 

*=1 k = 1 

113 F M¥ 


1 x 2 x ■ ■ • x (n - 2) x (« - 1) 

2 x 3 x 4 x • • • x (n - 1) x n 













CORRIGES 


Nombres reels 


" yi+i _ i 

Si x t 1, } y* = . Comme c’est une ega- 

k=o x ~ l 

lite de fonctions, on peut deriver, et on obtient alors en derivant 
chaque membre de l’egalite : 

V 1 , *-i (» + lKU-l)-(/ + 1 -l) 

nY" +1 - in + l)x" + 1 


Si y = 1, on a Lv* 1 = ^ k = 


n(n + 1) 


1) En utilisant l'indication, on reconnait des sommes telesco- 
piques : 


n . n + 1 1 

= y--y- 

i=k+l ttk 

= i + vI_vI-_L 

k i n + 1 


= 1- 


1 1 1 1 1 

Puis — = — 

k 3 - k k k 2 - 1 k(k - 1) k(k + 1) 
raisonnement analogue au precedent : 


done, avec un 


Y / 1 1 

" ^ 1 k(k - 1) k(k + 1) 


1 1 

2 n(n +1) 

2) La encore, l’indication permet de transformer la somme : 

n — 1 1 n + 1 , 

= y—y 1 

i=k- 1 l 1 

i= 1 y=3 J 

j=k+ 1 

1 + 1 + y 1 y 1 1 1 

1 2 i j n n + 1 

,=3 j= 3 J 

3 _ 1 1_ 

2 n n + 1 

3 I ~ 

Done U = . 

4 2n 2n + 2 

3) Grace a l’indication, on peut ecrire : 

k.k\ = (k + 1)! - k\ et = , 

(k + 1) ! k\ (k + 1)! 


done on reconnait une somme telescopique : 

n 

V = £((k+l)!-k!) 

k= 1 

= (n + 1)! - 1! = |(n+l)!-T 
De me me. 


w= V-- — 
tiW + 


1 1 i 

IT “ (n + 1)1 " “(ITT)! 


4) On a In ( ) = ln(f) - ln(; + 1), done on reconnait 

V / + 1 / 

somme telescopique : 

10 

X = J j (\n(i)-\n(i+])) 

i=l 

= ln(l) — ln(ll) =|-ln(ll) 


Utilisons la formule sin(2a) = 2 sin(a) cos(a), re- 
1 

ecrite en sin(a) cos(a) = — sin(2a) : 


sin(jtr) C/]^ = sin(.r) cos(y) = — sin(2Y), 
sin(x )(/2 = sin(jc) cos(y) cos(2y) 

= — sin(2Y) cos(2y) 

1 

= — sin(4,v) 


Notons P„ : « s'm(x)U„ 


recurrence sur n. 


■ sin(2"v) », et montrons P„ par 


• Initialisation : la formule est vraie pour n = 1 d’apres les 
calculs precedents. 

• Heredite : Supposons P„ vraie pour un entier n > 1. Alors, 
comme U n+ 1 = U„ x cos(2"y), on a : 

sin(v)(/„ + i = sin(Y)[/„ cos(2"y) 

= isin(2"Y)cos(2»x) 

1 1 

= — x - sin(2 x 2"x) 

= in(2" +1 x) 

done P „ + 1 est vraie. 

• Conclusion : Par recurrence, on en deduit que P„ est vraie 
pour tout entier n > 1 . 

Comme x £ kn pour tout k 6 Z, on a sin(Y) t 0, done 
rr sin(2 y) 
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CORRIGES 


Or, 


1) On a : 

_ v 1 _ v 1 V 1 

J2n+\ - K2 2-J k 2 + 2_. j Ic 2 

k = 1 l<Jfc<2n+l l<*<2n+l 

k impair k pair 

k pair s'ecrit k = 2 p avec p entier, et si on veut 1 < k < 2n + 1, 

alors 1 < 2» < 2n + 1, done - < p < n H — . Mais comme p est 
2 2 

entier, on ne garde que 1 < p < n. 

k impair s’ecrit k = 2p + 1 avec p entier, et si on veut 
1 < 2p + 1 < 2;t + 1, alors 0 < p < n. Done 


= I 


1 


y — 

(2 n) 


l<2p+l<2n ( 2P + 1^2 „ ^ 

" 1 " i 

_ 5 (2p + l) 2 + ^ V 
= r„ + 


done 


T„ - S 2/i+i - -5 „ 


2) On a deja vu le debut de ce calcul en exemple dans le cours : 
(- 1 / 


t/„= y 

= z 


fc 2 

(- 1 / 


Kt<2n+1 
& pair 


k 2 


z 


l<fc<2n+l 
k impair 


(-if 

k 2 


- z 


K 2 ,«„ + ,^> 2 1 <2 ^ 2 „ +1 ^ +1 ) 2 


z 


= y — - y - 

U^ 1 u^-p +i y- 


-s n - T n 


Done U n — S n S 2 n+i + A S n 
4 4 


1 


~S n S 2n+l 


On a 1 < k < 2n + 1, done 

/7“ + 1 ^ //“ + k ^ n~ + 2 n + 1 (// + 1)~, 

et comme la fonction racine earree est croissante sur R + , on en 
deduit que 

V/7 2 + 1 < V/7 2 + k < V(n + l) 2 = |n + 1| = n + 1. 

Puis, la fonction inverse est decroissante sur R* done < 

n + 1 

— < — . Sommons alors ces inegalites (qui sont 

V// 2 + k ^In 2 + 1 

valables pour 1 < k < 2n + 1) : 


2n+l , 2n+\ , 2«+l , 

vPrr “• 4 S V^TI 


z 


1 

n + 1 


2/7+1 

/7 + 1 


n 1 

i 2+ :) 

n\ 



2+ ± 

« / 

] -(- 1 n— »+oo 


2n+l 1 Oil 

1 2n + 1 

Vn 2 + 1 V/7 2 + 1 

"( 2+ £) 


VZ 

n (2 

l 1 + ?) 

xfn 2 A 
2 + 

\l l + £ 

1 

Il ^ 


V 1 + ^ 


done l’encadrement de r„ est 

2+ i 


2+2 


1 + 2 


< w„ < 


V 1 + ^ 

et le theoreme d’encadrement donne 


lim //„ = 2 

n— >+oo 


L'inegalite triangulaire donne 

n 

|S„| < y lie - * 2 (cos(V*) + sin(£ 2 + 1))| 

k = o 

Comme des inegalites s’additionnent, il suffit de majorer 
| ke~ k " (cos( yfk) + sin(£ 2 + 1))| = ke ~ k 2 |cos( yfk) + sin(£ 2 + 1)|. 

Comme des inegalites de reels positifs se multiplient, il suffit 
de majorer chacun des termes du produit. 

Or, l'inegalite triangulaire donne 

|cos( yfk) + sin(fc 2 + 1)| < |cos( Vfc)| + [sinl^ 2 + 1)| . 

Or, pour tout reel x, | cos(x)| < 1 et | sin(v)| < 1 (car 

cos 2 + sin 2 = 1), done |cos( Vk) + sin(/f + 1)[ < 2. 

Puis, -k 2 < 0, done e~ k2 < 1. 

On a done ke~ k ~ |cos( Vk) + sin(fc 2 + 1)| < 2k. 


En 


regroupant, on obtient |5„| < y 2k = n(n + 1). 
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-> On a -3 < -b < 1, done comme des inegalites peuvent 
s’additionner. 


-5 < a - b < 2 


-* De meme, -3 < a + b < 4. Mais comme la fonction inverse 
n'est decroissante que sur R* ou R* , il faut savoir le signe de 

a + b. Si a + b > 0, alors > -.Si a + b < 0, alors 

a + b 4 

1 1 

T ^ — ' 
a + b 3 


Done 


1 1 1 
> - ou 

a + b 4 a + b 


< 


-3 < c < 2 donne soit 0 < c < 2, et alors c 2 < 4, soit 
-3 < c < 0, done c 2 < 9. Dans les deux cas, on a 0 < c 2 < 9 (et 
on ne peut avoir mieux, puisque c = 0 et c = -3 sont possibles). 

Multiplier une inegalite par un nombre positif ne change pas le 
sens des inegalites, done 

-5c 2 < c 2 (a - b) < 2c 2 . 


Sommons P inegalite (2) pour k variant de 1 an- 1, on a: 

n— 1 i n— 1 

V 7 7 < V. (ln(A- + 1) - \n(k)) = In ((n - 1) + 1) - ln( 1) 

U k+i h 

Faisons le changement d'indice j = k + 1, on a alors 

y — < ln(n). II ne reste qu’a rajouter le terme pour j = 1 
j= 2 J 

" 1 

de la somme, qui fait 1, et done on obtient ^ — < ln(/t) + 1. 

i= i 1 

En regroupant, on a bien : 

" 1 

ln(/z + 1) < y — < ln(t7) + 1 

Remarque - Pour travailler sur une inegalite du type a < b < 
c, il est parfois plus simple de travailler sur a < b et b < c 
separement. 


Or c 2 < 9, done 2c 2 < 18 et - 5c 2 > -45. 
Done -45 < c 2 (a - b) <, 18 


1 ) Posons / : x e] - 1 , +< x >[ h -> x - ln(l + x) 6 R, alors / est de- 
rivable sur ] — 1 , +<x>[ et pour tout x > — 1 , f'(x) =1 = 

done f est negatif sur ] - 1,0] et positif sur [0, +oo[. 


x + 1 


done / admet un minimum global en 0. Comme /( 0) = 0, on 
en deduit que pour tout x > -1, fix) > 0, done x > ln(l + x). 

2) In (k + 1) - In ft) = In ( 1 H — )< - d’apres la premiere ques- 
\ k/ k 

tion, car - > 0, done est bien strictement plus grand que -1. 
k 


Puis, lnft+ 1 ) - lnft) = — In 1 


k+ 1 


toujours d’apres la premiere question, car 


-1 


k+ 1 


k+lj k+l 
> - 1 . 


3) L’idee est de sommer les inegalites. Mais surtout. on a en 
fait deux inegalites, et on va les traiter differement. En effet, 

< lnft + 1) - lnft) < - est equivalent a 

k+l k 

(1) : lnft + 1) - lnft) < - et (2) : — — < lnft + 1) - lnft). 
k k+l 

Sommons l’inegalite (1) pour k variant de 1 a n , on a : 

n n i 

y lnft + 1) - lnft) < y -, or la premiere somme est une 

fei k 

" 1 

telescopique, ce qui donne lnft + 1) - lnft) < } et 

h k 

n 1 

comme ln(l) = 0, on a lnft + 1) < ^ — . 


k= 1 
somme 


Remarque -t/„ = 2x4x6x---x (2n - 2) x (2n) est le produit 
des entiers pairs compris entre 1 et 2 n (ou 2 n + 1). 

v„ = Ix3x5x---x (In - 1 ) x (2 n + 1) est le produit des entiers 
impairs compris entre 1 et 2n + 1. 

Done u„ x v„ = (2 n + 1)!. 


Puis, u„ = 


H 2 x n* 


2 '';?! 


u„ = Ix3x5x---x (2 n - 1) x (2n + 1) 
U,j X v n 


1 x 2 x 3 x • • • x (In) x (2/7 + 1) 
2 x 4 x • • • x (2/7 - 2) x (2 n) 
(2n + 1)! | (2n + 1)! 

2 "n\ 


Notons P„ 1’ assertion « S„ 


1 / 1 


et montrons la par recurrence sur n > 1. 

-. Puis, 


p\p\ (n + p)\ 


Initialisation : Pour // = 1, on a 
1 1 


5l 1 x 2 x • ■ • x (// + 1) (p +1)! 

1/1 1 ! 


p\p\ (1 +p)\ 


= Il 

( p + 1 

1 

p' 

\(P+ ftp! 

(P+l)! 

= Il 

i p+l 

_ 1 V 

p' 

ftp+1)! 

(P+l)!/ 

= Il 

1 P \ 

1 

p' 

((P+l)!/ 

” (P+D! 


1 / 1 

Done on a bien Si = — — - — 


1! 


p\p\ (1 +p)\ 


l’assertion Pi est 
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• Heredite : Supposons P n vraie pour un entier n > 1, done 
n\ 


s,- I i 


p\p\ ( n + p)\ 

S n + 1 ~ ^ n + 


. Alors : 


1 


(n + 1) x (n + 2) x • • • x (n + 1 + p) 


= S n + ■ 


(n + 1 + p)! 

1/1 n! 


p\p\ ( n + p)\ ) (n+1+p)! 

1 / 1 n ! pXn\ 


p\p\ (n + p ) ! (n+l+py.) 

1/1 (it + p + 1) x n\ pxn\ 


p \p\ (n + p + 1)! (n + 1 + p)! 

1/1 (n + 1) X «! ' 
pip! (n + p + l)!j 
1/1 (n + 1)! 
pip! (n + p+1)!) 

done P „ + 1 est vraie. 

• Conclusion : On a done bien par recurrence sur n que P„ est 
vraie des que n > 1. 


obtenons (en supposant n > 1) : 


s 

II 

"s”" 

n - 1\ 

w \ 

n > 1) : 

n 

k- 1/ 

(\ 

II 

'n\ 

II 

I'M 5 

i i 

n- 1 

= nV 
=*-1 

7=0 

rr: 


pour n > k > 1, nous 


= n(l + I)'- 1 = 


nT 


en reconnaissant la formule du binome de Newton pour (1 + 
l)" -1 . L’egalite reste vraie pour n = 0 (e’est juste 0 = 0). 

-> Supposons n > 1. Faisons le changement de variable 
i = k - 1, puis utilisons le resultat precedent, on a : 

k= 1 ' ' i=0 ' 

" 1 III — 1\ v -1 /« - 1 


-s<vj + sn 

= (n - 1)2"- 2 + 2"-‘ 


(n + 1)2" 


n + 1 

Pour ft > 1 > 0 on a (n + 1)1 I = (fc + 1)1 I, done 

W \Ar + 1 / 

1 / n 


k + 1 \At/ n + 


1 In + 1\ v-i 1 / ft\ 

— . Si A = > , on a alors : 

1 \k + 1 / 4-i k + 1 \kl 


s = Y— (" + 1 

^,t + ih+i 

n + 1 / 1 

/« + 1 


— y 

«+ 

I 


n + 1 


w + 1\ In + 1 



(1 + l)' 1 = 2". Puis, U„ est la meme somme que S sauf que 
l’on a garde que les indices pairs, et pour V„ que les indices 
impairs. Done U n + V„ = S„. 

La formule du binome de Newton donne T„ = ( 1 — 1)" = 0 pour 
n > 1. 

Si on ne prend que les termes d" indices pairs dans la somme de 

£<-„*(”)= Z<- <)=E(;) = 


0<2 p^n 


0^2 p^n 


k pair 

U n car (-l) 2p = 1. 

De meme, si on ne prend que les termes d’indices im- 
pairs dans la somme de T,„ on obtient ^ (— lW 

k impair 


+ 1 


y (-i) 2p - 

0^2/7+ l<n 
(_l)2p+l = _! 


n 

2p+ 1 


0^2 /?<« 


y - " 

„Zj \2p + 1 


-V n car 


Done U„ -V„ = T n . 

. . Un + V n = 2" 

D out , puis 

Un ~ V n = 0 


Un = V, = 2" 


n\ 1 
■ x 


k) (n-k)\ k\ 

n(n - 1) . . . (n - k + 1) 

= k\ 

n(n - 1) . . . (n - k + 1) 

~ k (k - 1) ... 1 
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z \ k-i 

ln\ i — r n — i 

Done = • Or pour 0 < i < k - 1 , on ; 

W io 1 k - 1 

n — i n 

; >—<:=> (77 — i)k > n(k — i ) 

k-i k 

<=> ( n — k)i > 0 

ce qui est vrai car i > 0 et n > k par hypothese. Comme 

(n\ 

des inegalites positives se multiplient, on a I I 


k - 1 

n\ i — r n — i 


n(n + 1) 


l)S 0 (n)= Yk = 

k= 1 Z 

n 

S ] in) = Yjk(k+ 1) 

k= 1 

n n 

= IX+Z* 


k = 1 7=1 

77(77 + l)(2/7 + 1) 77(77 + 1) 


77 (77 + 1) 


[(277 + 1) + 3] 


77(77 + I )(77 + 2) 

“ 3 

2) Fixons p > 0. Montrons par recurrence sur n > 1 F asser- 
tion P„ : 


« 5 p(n)= 


77(77 + !)• • -(77 + p + 1) 


p+ 1 

Z 2 r> + /) 


n+2 1 

+ 7=0 


p + 2 

• Initialisation : Pour 77 = 1, 

p 2 p \ p * 1 

s„(i)=rf(i + o=- -r no + 0 = — t no + 0. 
U p + 2 U ^ + 2 u 

done P 1 est vraie. 

• Heredite : Supposons P n vraie pour un entier 77 > 1, alors 

p 

S p (n + 1 ) = S p in) + U (n+]+i) 

i = 0 

j P + 1 P 

— - ] J (77 + 0 + 1 | (n + 1 + 7) 


P + 2 U 

p 


1 ' 

= — — J~ [ in + 1 + j) + |(« + 1 + i) 

” j=-i 


7=0 

p 


p + 2 


[ | (.77 + I + ./) + ]~ [(77 + 1 + 0 


7=0 


+ 1 


[”[(77 + 1 + j) 


7=0 


p + 2 

1 '' 1 

— (77 + p + 2 ) J J (77 + I+ 7 ) 


p + 2 


j p+i 

- I ri ( " +i+2) 


p +2 


7=0 


en faisant le changement de variable j = i — 1 a la troiseme 
egalite (et en utilisant l’hyothese de recurrence a la deuxieme 
egalite). Done P„ + 1 est vraie. 

• Conclusion : On a done P„ vraie pour tout entier n > 1 . 

3) Comme + l)(k + 2) = k 3 + 3k 2 + 2k, on a 

n n n n 

I>Z kik + l)ik + 2) - 3 Z*- 2 Z* 


£=1 fc=l 


^( 77 ) - 3 £ it 2 -2^ 

k = 1 7=1 

77(77 + 1 ) (72 + 2)(n + 3) 


^ 77(77 + 1)(277 + 1) 9 77(77 + 1) 


77(77 + 1) 
■ 12 


(3 (77 + 2)(t7 + 3 ) — 6(.2t7 + 1)— 12) 


77 (77 + l) /0 2 i , ^ 72 2 (77 + l) 2 


12 


-(377 + 377) = 


4) 


5 p (77) 

(p+1)! 


z 

*=1 

n 

z 


P(£ + 1)- • •(£ + p) 
(P+D! 
jk + pY 

pk-mp+iy- 


y(p + k' 


Montrons alors par recurrence sur n I' assertion Q„ : 
Spin) 


(P+ 1 )! 


p + 77 + 1 

p + 2 


Initialisation : Pour 77 = 1, on a : 

s P m 


no + i) / j. o’ 

_ M) _ j _ /P + 2 

(P+D! (P+D! Ip + 2, 


done est vraie. 

• Heredite : Supposons Q„ vraie pour un entier 77 > 1 . Alors 
^ n \ done par la formule de Pascal on a : 


I 


i\P+ 1/ \ P + 2 


Z(!If) = Z 


*=1 u 


done 2„+i est vraie. 


fp + k\ Ip + n + 1 

t= -f\p + i/ + \ p+i 

i p + 77 + 1 \ ip + 77 + 1 

p + 2 j + \ p + 1 

p + in + 1) + 1 

p + 2 


• Conclusion : On a bien par recurrence sur n que Q„ est vraie 
pour tout entier 77 > 1 . 


Ainsi : S p ln) = 


7=0 


(p+1)! 


p + 77 + 1 

p + 2 
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Introduction 

Ce chapitre introduit les notions fondamentales utilisees en Mathematiques : la 
notion (et le formalisme associe) d’assertion mathematique, les modes de raison- 
nement usuels, les ensembles (et operations associees) et les applications. 

Ces notions jouent un peu le role de la grammaire et du vocabulaire en fran^ais : 
ce sont les « briques elementaires » a partir desquelles on construit « 1’ edifice des 
Mathematiques ». 


Prerequis 

Aucun. 


Objectifs 

• Savoir nier une assertion. 

• Savoir manipuler les intersections, unions, complementaires d’ensembles. 

• Savoir demontrer qu’une application est injective, surjective, bijective. 


2.1 Logigue 

2.1.1 Proposition 

Definition - Assertion 

Une assertion (ou bien proposition) en mathematiques est une phrase qui est soit vraie, 
soit fausse. Tout ce que Ton cherche a savoir c’est laquelle de ces deux possibility est 
realisee. 

Quand on ecrit une assertion mathematique, c’est que Ton afhrme qu’elle est vraie. 

Exemples 

1. « Cette phrase est fausse » (la phrase fait reference a elle-meme) n’est pas une 
assertion mathematique, car elle ne peut etre ni vraie, ni fausse. 

2. « L’entier 2 est plus grand que l’entier 1 » est une assertion mathematique vraie. 


29 
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Remarque - (non (non P)) = P. 


Ecrire P =» 0, c'est ecrire « si 
P est vraie, alors 0 est vraie », 
et done ce n'est pas la meme 
chose qu'ecrire « P est vraie, 
done 0 est vraie ». En particu- 
lar, on n'a pas demontre que 
0 est vraie ! 

II vaut mieux privi legier une 
redaction avec des mots fran- 
gais du style « done », plutot 
qu'employer le symbole « => » 
a tort I 

Remarque - La negation d'un 
« ou » est un « et », et la nega- 
tion d'un « et » est un « ou ». 

En particulier, comme une im- 
plication est un « ou » deguise, 
la negation d'une implication 
n'est pas une implication mais 
un « et ». 


Definition - Negation 

Soit P et Q deux assertions. On definit la negation de P, notee (non P), comme etant 
l’assertion qui est vraie si et seulement si P est fausse. 

Exemple 

La negation de P : « Pierre a eu 15 a son examen » est (non P) : « Pierre n’a pas eu 
15 a son examen ». 

Remarques 

1. En mathematiques, le « et » a le meme sens que dans le langage courant : « P et Q » 
est vraie si et seulement si P est vraie et Q est vraie. 

2. Dans le langage courant, il y a deux « ou » : 

• le « ou » exclusif, illustre par exemple par « vous prendrez fromage ou dessert ? » 
au restaurant (on peut avoir l’un ou l’autre, mais pas les deux), 

• et le « ou » inclusif, que Ton retrouve dans « il vous faut reussir un concours de la 
banque Ecricome ou de la banque BCE » (vous avez le droit de reussir dans les deux 
banques d’epreuves). 

Le « ou » mathematique est le « ou » inclusif : « P ou Q » est vraie si et seulement si 
au moins une des deux propositions P et Q est vraie. 

3. Le « et » se retrouve parfois de maniere deguisee. Par exemple, l’assertion a < b < c 
n’est rien d’autre que (a < b etb < c ). 

Definition - L’implication 

On definit P assertion P => Q comme etant 1’ assertion « (non P ) ou Q ». 

Remarques 

1. Lorsque P => Q est vraie, on dit que P implique Q. 

2. En pratique, on n’utilise jamais cette definition, mais plutot ce qu’elle signifie, e’est- 
a-dire « si P est vraie, alors Q est vraie ». 

3. Il faut penser qu’une implication est comme un theoreme : P represente les hypo- 
theses, Q la conclusion, et dire que P implication est vraie, c’est dire que si les hypo- 
theses sont verifiees, alors la conclusion est vraie. 


Proposition - Soit P et Q deux assertions, alors 

1. (non(P et Q)) = [(non P) ou (non 0] 

2. (non (P ou Q)) = [(non P) et (non 0] 

3. (non(P => 0) = | P et (non 0], 

Exemples 

1. non(« x > 3 et x < 5 »)=« x < 3 ou x > 5 ». 

2. non(« Le premier tirage donne Pile ou le deuxieme Face »)=« Le premier tirage 
n’a pas donne Pile et le deuxieme tirage n’a pas donne Face ». 
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Quand on ecrit P e 0, il y a 
done a priori deux arguments 
a verifier, un pour chaque sens 
de I'implication. II faut done 
faire attention a ce que I'equi- 
valence soit vraie avant de 
I'ecrire I 

Quand on ecrit le symbole 
<=> dans une demonstration, il 
faut aussi se demander si on 
a vraiment besoin de ('equi- 
valence, ou bien si seulement 
une implication suffit. 


2.1.2 


Definition - Equivalence 

On definit l’assertion P <=> Q comme etant l’assertion « (P => Q) et (Q => P) ». 

Remarque - P <=> Q est vraie si et seulement si P et Q sont soit toutes les deux vraies, 
soit toutes les deux fausses. Le cas echeant, on dit que P et Q sont equivalentes. 

Remarques 

1. Si P => Q est vraie, on dit que 

. P est une condition suffisante de Q. 

• Q est une condition necessaire de P. 

En particulier, si P <=> Q est vraie, alors P est une condition necessaire et suffisante de 
< 2 - 

2. Q => P s’appelie la reciproque d eP => Q , et l’une peut etre vraie sans que l’autre 
le soit. Une erreur frequente est de demontrer Q => P en pensant que Ton demontre 
P =$ Q \ II faut bien faire attention a ce que Ton suppose. 


Quantificateurs 

Une assertion peut dependre d’une ou de plusieurs variables. II est important de preciser 

le role de la variable (est-ce une existence, est-ce qu’elle peut varier, si oui dans quoi ...), 

et cela se fait a l’aide des quantificateurs. 

Definition - Quantificateur existentiel 

Soit R(x) une assertion dependant d’une variable x. On ecrit « 3x \ K(x) » pour exprimer 

qu’il existe au moins un x rendant vraie l’assertion R(x). 

Remarques 

1. Souvent une telle assertion est presentee sous la forme 3x e E \ R(x) pour dire qu’il 
existe au moins un element x de l’ensemble E rendant vraie l’assertion R(x). 

2. Pour demontrer une assertion du type « J \ | R(x) », il suffit soit de donner un exemple 
explicite, soit de justifier qu’il en existe un. Cependant, prouver seulement P existence 
d’un x verifiant R(x) est souvent beaucoup plus facile que de le determiner. 

Par exemple, l’existence d’un reel x verifiant e x - x 2 = 1 est assure par le theoreme 
des valeurs intermediaires. En donner une valeur exacte (et non pas approchee) parait 
nettement plus difficile. 

3. 3x e /-’ | R(x) assure seulement l’existence d’un x de E qui rend vraie R(x), mais il 
peut y en avoir plusieurs. On note 3\x e E\ R(x) pour dire qu’il existe un unique x 
dans E rendant R(x) vraie. 

Exemples 

1 1. (3.V g R | x > 0) est vraie (on prend x — 1 par exemple). 

2. (3.V gNIxcO) est fausse. 

Definition - Quantificateur universel 

Soit R(x) une assertion dependant d’une variable x. On ecrit « Vx, R(x) » pour exprimer 
que tous les x rendent vraie F assertion R(x). 
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Quand on introduit une nou- 
velle variable, il est indispen- 
sable de preciser a I'aide d'un 
quantificateur dans quel en- 
semble el le vit. 


II faut faire attention a I'ordre 
des quantificateurs. Toute va- 
riable introduite par « 3 » a le 
droit de dependre de toutes 
les variables citees precedem- 
ment dans I’assertion. 


Remarque - Souvent une telle assertion est presentee sous la forme Vx e E. R(x) pour 
dire que tout element x de E rend vraie l’assertion R(x). 

Proposition - Soit R{x) une assertion dependant d’ une variable x, alors 

• (non (Vx e E, R(x))) = 3x e E | (non R(x)). 

• (non (3x e E \ R(x))) = Vx e E, (non R(x)). 


Remarque - Demontrer qu’une assertion « Vx e E. R(x) » est fausse revient a demon- 
trer que « 3x e E | (non R(x)) » est vraie, c’est-a-dire qu’il suffit de donner un contre- 

exemple. 

Exemple 

« Vx e R, x > 0 » est fausse : sa negation est « 3x e R | x < 0 », qui est vraie car 
x = 0 convient (x = 0 est done un contre-exemple). 

Exemple 

« On a /(x) = 0 » ne veut rien dire si on ne sait pas qui est x. Cela peut vouloir dire : 
. 3x e R | /(x) = 0, 

. 3x e [0, 1] | f{x) = 0, 

• Vx e R+, fix) = 0, 

. Vx e [-1,2], fix) = 0 ... 

Des qu’on introduit une variable (x, k, ...), il faut preciser les conditions qui vont 
avec. 

Exemple 

L’assertion « 3 M e R | Vn e N, u n < M » affirme que M est le meme pour tout n. 
Mais F assertion « in e N, 3 M e R | u n < M » est toujours vraie, car le M propose a 
le droit de dependre de n, et done on peut tout a fait choisir M = u„. 


2.2 M odes de raisonnement 

2.2.1 Raisonnement « direct » (Modus ponens) 

• C’est le plus courant, que l’on a deja vu. 11 permet d’appliquerles theoremes : 
Proposition - Si P est vraie et si P => Q est vraie, alors Q est vraie. 

Exemple 

On sait que si / : R — > R est derivable de derivee strictement positive sur R, alors 
/ est strictement croissante sur R. Or, la derivee de la fonction exponentielle exp est 
elle-meme, done strictement positive sur R, done exp est une fonction strictement 
croissante sur R. 


32 




Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Ensembles et applications 


COURS & METHODES 


2 



II ne faut pas ecrire des suites 
d'implications du style 
P => 0 => ft, car cela n'a pas 
de sens : on peut I'interpreter 
comme 

(P =* 0) => R, ou bien 
• P => (0 => R) ou bien 
. (P => 0) et (0 => R), 

et ces trois interpretations ne 
sont pas equivalentes I 

2.2.2 


• On peut « enchainer » des implications (c’est-a-dire des theoremes), mais attention a la 
redaction : 


Proposition - Si P => Q est vraie et si Q => R est vraie alors P => R est vraie. 


Raisonnement par contraposition ( Modus tol\ene) 


Proposition - L’assertion « P => Q » est equivalente a Vassertion (dite contraposee) 
« (non Q ) => (non P) ». 


Methode 1 Contraposition 

On peut demontrer une affirmation du type « si P est vraie, alors Q est vraie » en demontrant sa 
contraposee, c’est-a-dire « si Q est fausse, alors P est fausse ». 



On fera attention que « si P est fausse, alors 0 est fausse » n'est pas la contraposee, mais la reciproque, de « si P 
est vraie, alors Q est vraie ». 


Exemple d'application 

Soit n e N, demontrons que si ir est pair, alors n est pair par contraposition : si n est impair, alors 
n — 2k + 1 avec k G N, et done n 2 = 4(k 2 + k) + 1 est impair, ce qui conclut. 


,2.3 Raisonnement par Pabsurde 

C’est une consequence des raisonnements precedents : si on desire demontrer qu’une 
assertion P est vraie, et que Ton demontre « (non P) => F » avec F une assertion qui 
est clairement fausse (par exemple si F est « 0 = 1 »), alors par contraposition, on a 
« (non F) => P » qui est vraie, avec (non F) vraie, done P est bien vraie. 


Methode 2 Raisonnement par I'absurde 

Pour demontrer une assertion P, on suppose que sa negation est vraie, et on en deduit une contradic- 
tion (c’est-a-dire une assertion fausse). On peut alors affirmer la veracite de P. 


Remarque - Si en voulant faire un raisonnement par I’absurde, on demontre « (non P) => P », alors 
on a bien demontre que P est vraie. En effet, par definition de l’implication, « (non P) => P » est 
l’assertion « (non(non P)) ou P », c’est-a-dire «PouP », done P. 


Exemple d'application 

Demontrons que la suite ( cos(n)) ngN ne converge pas, a l’aide d’un raisonnement par I’absurde. 
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Solution 


Supposons done qu’il existe C e R avec lim cos(n) = C, alors lim cos(n + 2) - et done 

n— >4-oo n— >4- oo 

lim cos(« + 2) - cos (n) = 0. 

n— >+oo 

Les formules trigonometriques donnent cos (n + 2) - cos (n) = -2 sin(n +1) sin(l). Comme sin(l ) 4 0, 
on en deduit que lim sin(« + 1) = 0. Et done, par changement d’indice, on a lim sin(n + 2) — 

n— >4-oo n— >4-oo 

lim sin(/r) = 0, et done lim sin(/r + 2) - sin(/i) = 0. 

n— >4-oo n— >4-oo 

Les formules trigonometriques donnent sin(n + 2)-sin(n) = 2 cos(« +1) sin(l), done 0= lim sin(«+2) 

n— >4-oo 

- sin(n) = lim 2 cos (n + 1) sin(l) = 2 1 sin(l). Comme sin(l) 4 0, on a done ( — 0. 

n— >4-oo 

D’ou lim sin (ft) = lim cos (ft) = 0, ce qui donne alors la contradiction desiree : 0 = lim cos 2 {n) + 


sin 2 (>z) = lim 1 = 1. Done la suite ( cos(ft)) N n’a pas de limite reelle (on ferait de meme pour la 

n— >4-oo 

suite ( sin(n)) B6N ). 


2.2.4 Rais onnement par disjemetion dee cas 


Proposition - 

Si P\ => Q et Pi => Q sont vraies, alors {P\ ou Pi) => Q est vraie. 


Coro aire - Si (P => Q) et ((non P ) ^ Q ) sont vraies, alors Q est vraie. 


Remarque - Cela revient a distinguer deux cas : P est vraie ou (non P) est vraie. Cela 
se generalise bien sur a plusieurs cas, et meme a une infinite de cas. 

Exemples 

1. Soit a, /;, c trois reels. Notons max(«, b) le maximum entre les deux reels a et b. 
Montrons que si a < c et b < c alors max(a, b) < c a l’aide d’un raisonnement par 
disjonction des cas : 

Si max(fl, b) = a, alors on a bien max(«, b) = a < c, et si max(«, b) - b, alors 
on a bien max(«, b) — b < c. Comme seuls ces deux cas sont possibles, on a bien 
toujours que si a < c et b < c, alors max(a, h) < c. 

2. Soit (u „) n€ n une suite majoree par M et minoree par m, demontrons que pour tout 
reel a, la suite (au n ) n€ n est aussi majoree et minoree. 

On sait done que pour tout entier n, m < u n < M. On veut multiplier par a ... il 
nous faut savoir le signe de a. 

• Si a > 0, alors V/i e N, am < au n < aM, done (au n ) ne n est majoree par aM et 
minoree par am. 

• Si a < 0, alors V« e N, am > au n > aM , done (au „)„ e n est majoree par am et 
minoree par aM. 

Dans les deux cas, on a bien la conclusion voulue. 


2.2.5 Raisonnemeirt par recurrence 
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Soit hq e N (le plus sou vent no = 0 ou 1). Pour tout entier n > no, on a une assertion /’,,, 
et on desire demontrer que toutes ces assertions sont vraies. 
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Methode 3 Recurrence simple 

Demontrer 

. 1’ initialisation, c’est-a-dire que P„ 0 est vraie, 

. et l’heredite, c’est-a-dire que si pour n > no, n quelconque, savoir que P n est vraie (ce que Ton 
appelle « hypothese de recurrence ») permet d’en deduire que P „+ 1 est vraie, 
est un moyen de justifier que pour tout entier n > no, P n est vraie. 



Lors de I'heredite, on ne demontre pas que P„ +1 est vraie, mais que si P n est vraie, alors P n+1 est vraie, ce qui est 
tres different. 

La proposition P n ne contient jamais « Vn », puisqu'elle depend de n. 


On peut se representer par une image le principe de recurrence : imaginons une infinite de dominos, 
alignes, et Ton sait que : 

. le premier domino tombe, 

. les dominos sont espaces de telle sorte que si le numero n tombe, alors le numero n + 1 aussi. 
Alors tous les dominos tombent ! 

Remarques 


1. L’ initialisation est une etape indispensable : il faut amorcer la recurrence (faire tomber le premier 
domino). II y a des propositions qui verifient I’heredite, mais ne sont jamais initialisees (done sont 
toujours fausses). Par exemple, P„ =« 9 divise Tender 10" + 1 »et Q„ =« 9 divise Fender 10" - 1 » 
sont toutes les deux hereditaires, mais P„ est toujours fausse, alors que Q„ est toujours vraie. 

2. Pour pouvoir faire une recurrence, il faut savoir a l’avance ce que Ton cherche a demontrer. Si on 
ne le sait pas, il faut « conjecturer » P n a partir de P no , P„ 0+ \ , P n „~2 ... 

3. Il est fortement conseille de ne faire une recurrence qu’une fois avoir clairement defini et ecrit ce 
qu’est l’assertion P„. 

4. Si lors de I’heredite, on n’utilise pas l’hypothese de recurrence, e’est que la bonne demarche est 
une preuve directe et non une recurrence. 


Exemple d'application 

{ MO — 1 

Vn 6 N, u n + 1 = ln(l + u n ) 
n F assertion P n :« u n existe et u„ > 0 ». 

Solution 


. Demontrons par recurrence sur Fender 


Initialisation : uq existe par definition, et uq = 1 > 0, done Pq est vraie. 

Heredite : Supposons que pour un entier n > 0, P n est vraie. Alors u„ existe et u n > 0. Done 
1 + u n > 1, en particular, 1 + u„ est dans l’ensemble de definition de la fonction In (a savoir R*), 
done ln(l + n„) (c’est-a-dire u n + 1 ) existe bien. De plus, comme In est strictement croissant sur R* , de 
1 + u„ > 1, on deduit que ln(l + u „ ) > ln(l) = 0. Done u„ + \ > 0. Done P n+ \ est vraie. 

Conclusion : Pq est vraie, et pour tout entier n, si P„ est vraie, P n+ \ aussi, done par recurrence, on a 
bien que pour tout entier n, P n est vraie. 

Remarque - Parfois, il faut faire une recurrence descendante au lieu de la recurrence classique. 
Cela se voit lors de F initialisation : si l’on veut demontrer que les assertions P n sont vraies pour 
0 < n < r et que l’on sait P, vraie, alors F initialisation se fera en disant que P, est vraie, et I’heredite 
en demontrant que si l’on suppose P„ vraie pour un entier 1 < n < r, alors P n \ est vraie. On pourra 
alors conclure, par recurrence descendante, que les assertions P n sont vraies pour 0 < n < r. 


35 


2 


COURS & METHODES 


Ensembles et applications 


Methode 4 Recurrence double 

Demontrer 

. 1’ initialisation, c’est-a-dire que P„ 0 et P„ 0+ i sont vraies, 

. et l’heredite, c’est-a-dire que si pour n > no quelconque, savoir que P n et P n+ \ sont vraies (ce que 
Ton appelle « hypothese de recurrence ») permet d’en deduire que P„+ 1 est vraie, 

est un moyen de justifier que pour tout entier n > no, P„ est vraie. 

Remarques 

1. C’est le type de recurrence a utiliser quand par exemple le terme general d’une suite est defini en 
fonction des deux precedents. 

2. On definirait de meme une recurrence triple, quadruple ... 

Exemple d'application 

( «0 = 1, Ml = 0 

. 

V« e N, u„+ 2 = 5m, !+ i + 3 u n 

Demontrons l’assertion P„ :« u n > 0 » par recurrence double sur l’entier n : 

Solution 

Initialisation : uq = 1 et u\ =0 sont des nombres positifs, done Pq et P\ sont vraies. 

Heredite : Supposons que pour un entier n > 0, P„ et P„+ \ sont vraies. Alors u„ > 0 et u„+ 1 > 0. 
Done, par multiplication puis addition de nombres positifs, 5u„+i + 3u n > 0, done u n+ 2 > 0, et P „+ 2 
est vraie. 

Conclusion : Pq et P 1 sont vraies, et pour tout entier n, si P n et P„+\ sont vraies, alors P n+ 2 aussi. 
Done par recurrence double, on a bien P n vraie pour tout entier n. 


Methode 5 Recurrence forte 

Demontrer 

. 1’ initialisation, c’est-a-dire que P„ 0 est vraie, 

. et l’heredite, c’est-a-dire que si pour n > no quelconque, savoir que P n „ , P „ 0 +\, . . ., P„ sont vraies 
(ce que Ton appelle « hypothese de recurrence ») permet d’en deduire que P n+ \ est vraie, 

est un moyen de justifier que pour tout entier n > no, P„ est vraie. 


Remarque - C’est le type de recurrence a utiliser quand par exemple le terme general d’une suite 
est defini en fonction de tous les termes precedents. 

Exemple d'application 


Soit (m„)„ € n la suite definie par < 


wo = 1 

n 

Vrc € N, u n+ 1 = u k 


k=0 


Demontrons alors 1’ assertion P n :« u n = 2 n 1 » par recurrence forte sur n, pour n> 1. 
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Solution 


o 

Initialisation : u\ = ^ Uk = uq = 1 = 2° = 2 1_1 , done Pi est vraie. 

k = o 

Heredite : Supposons que pour un entier n, on ait P/ ; vraie pour tout k e |l,n]]. Alors pour 1 < k < n, 
on a Uk = 2 k 1 . Done 


n n 

U n +i = ^ ^ Ufo = Uq + ^ ^ Uk 
k = 0 A:=l 


1 + 


k= 1 


^-1 


M-l 


1 + 


n— 1 




On reconnait la somme des termes consecutifs d’une suite geometrique de raison 2 (raison differente 

ryn— 1+1 1 

de 1), done ^ 2 7 = — = 2" - 1, et done u n + 1 = 1+2” -1=2"= 2" +1_1 . Done P„+i est 

M 2_1 

vraie. 

Conclusion : Pi est vraie, et si pour un entier n, on a Pi, . . ., P„ vraies, alors P„+i est vraie aussi. 
Done, par recurrence forte sur n, on a bien que P„ est vraie pour n > 1. 

Par contre, Pq est faux, e’est pour cela que l’on a initialise a n = 1. 


2.2.6 Raisormement par analyse-synthese 


Methode 6 Analyse-Synthese 

Pour prouver un enonce d’existence et unicite d’un objet mathematique, on peut proceder en deux 
e tapes : 

1. Supposer rexistence de l’objet voulu, et en deduire qu’une seule expression peut alors convenir 
(e’est 1’ analyse), 

2. Reprendre alors l’expression trouvee et demontrer qu’elle convient (e’est la synthese). 


Exemple d'application 

Demontrons qu’il existe un unique couple de fonctions (/, g) definies sur R verifiant : / est paire, g 
est impaire et V.r e R, e x = fix) + g(x), a l’aide d’un raisonnement par analyse-synthese. 


Solution 


Analyse : Supposons que / et g existent. Alors V.r e R, on a e x = f(-x') + g(—x) = fix) - g(x) (car 
/ est paire et g impaire). D’ou le systeme, Vx e R : 


je x = fix) + g(x) 
\e~ x = fix) - g(x) 

uniques. 


done 


fix) = ] -(e x + e x ) 
gix) - kjie x - e~ x ) 


. Ceci demontre que si / et g existent, elles sont 


Synthese : Posons / : R — >Retgr:R-+R definies par V.r e R, | 
Alors Vx e R, fix) + g{x) = -(e A + e~ x ) + -(e x - e~ x ) = e x . 


fix) = \ ie x + e x ) 
gix)=\(e x -e~ x ) 
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Puis, Vx e R, f(-x) = — (e * + e ( x) ) = — (e A + <? x ) = /(x), done / est paire. 

Enfin, Vx e R, gr(-x) = -(e _x - e _(_x) ) = -(e _x - e x ) = —g(x), done g est impaire. 
Done f el g ainsi definies verifient bien les proprietes voulues. 


2.3 Ensembles 

2.3.1 Appartenance 

Dans ce cours, on travaille avec une notion intuitive d’ensemble, d’elements et d’appar- 
tenance. On note x e E pour dire que P element x appartient a l’ensemble E. 

Definition - Description d’un ensemble 

Un ensemble est caracterise par ses elements. On a alors deux t'acons de decrire un 
ensemble E : 

• soit en listant tous ses elements, entre accolades, 

. soit en donnant une propriete P(x) qui caracterise les elements de P ensemble. On note 
alors E = (x | / J (x)} (qui se lit « E est 1’ ensemble des elements x tels que P(x) est 
vraie »). 

Deux ensembles sont egaux s’ils ont memes elements. 

Exemples 

1 On note 0 P ensemble vide, e’est le seul ensemble qui n’a aucun element. 

2 Les ensembles usuels sont les ensembles de nombres N (les entiers naturels), Z 
(les entiers relatifs), Q (les rationnels, quotient de deux entiers relatifs), R (les 
reels) et C (les complexes). 

3. R+ = {x | x e R et x > 0) et R_ = {x | x e R et x < 0). 

4. Z* = {x | x e Z et x + 0), R* = {x | x e R et x + 0). 

5 Les deux definitions suivantes de E sont equivalentes : E = [x \ x e R et x 2 = 1 ) et 
E — {-1, 1) ; E est alors l’ensemble forme des deux elements reels -1 et 1. 

6 Quand on definit un ensemble a partir de la liste de ses elements, l’ordre d’appa- 
rition des elements n’a aucune importance. Ainsi {0, 2, 7) et {7, 0, 2) designent le 
meme ensemble. 

Remarque - On note souvent {x e R | P(x)) au lieu de {x | x e R et P(x)}. Ainsi, R+ = 
{x e R|x > 0). 

Definition - Inclusion 

Soient E et F deux ensembles. On dit que F est une partie (ou un sous-ensemble) de E, 
ou que F est inclus dans E, et on note E c E, si tout element de F est egalement element 
de E. Dans le cas contraire, on note F <t E. 
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Exemple 

F = {0, 2, 7) est inclus dans E = {7, 2, 5, -1, -4, 0). 
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Une egalite d'ensemble est 
done une double inclusion, 
done repose a priori sur deux 
raisonnements distincts. Par- 
fois on peut raisonner par 
equivalence et traiter les deux 
en une seule redaction. On 
fera attention a toujours ve- 
rifier que I'on a demontre les 
deux inclusions. 


2.3.2 


Remarques 

1. Si F = {x | P(x)\ et G = [x \ Q(x)}, alors « F c G » est la meme affirmation que 
« Vx, P(x ) => Q(x ) » 

2. Souvent, F et G sont definis comme des sous-ensembles d’un autre ensemble E, par 
F - {x e E\ P(x)\ et G = {xe E Q(x )\ ; alors « F c G » est la meme affirmation que 
« Vx e E, P(x) => Q(x) ». 

3. De maniere generate, « F c G » est la proposition « Vx, si x e F alors x e G », que 
Ton peut encore noter « Vx, x e F ^ x e G ». C’est en pratique ce qu’il faudra faire 
pour demontrer F c G. 

Exemple 

Soit F = {x e R| 1 < x < 2} et E = {x e R| x 2 < 5). Pour demontrer F c E, on 
doit demontrer que Vx e R, si 1 < x < 2, alors x 2 < 5. Comme la fonction tnx 2 
est croissante sur R+, et que si x verifie 1 < x < 2, alors x est dans R + (1 et 2 aussi, 
bien sur !), on a l 2 < x 2 < 2 2 , done 1 < x 2 < 4, en particular x 2 < 5. Done on a bien 
F <z E. 


Proposition - Deux ensembles E et F sont egaux (note E — F ) si et seulement si E c F 
et F c E. 


Remarque - En pratique, on demontrera tres souvent une egalite de deux ensembles par 
cette double inclusion. 

Definition -'P(E) 

Soit E un ensemble, on note P(E) l’ensemble de toutes les parties de E. 

Remarques 

1. Ainsi 0 e P{E) et E e P(E). 

2. Plus generalement F c E se reecrit F e P(E). On prendra garde a ne pas confondre 
les notions d’appartenance et d’ inclusion. 

c <=> A e P(E) et 

ensemble ensemble 

^_x_^ e ^_E_^ o {x} c ^_E_^ o {x} e P(E) 

element ensemble ensemble ensemble 

I Exemple 

Soit E = {2, 3), alors P(E) = {0, {2}, {3}, E). 


Operations sur les parties d’un ensemble 

Definition - Complementaire 

Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle complementaire de A dans E et 
on note A, ou E\A, ou encore C^A, l’ensemble A = {x e £|x £ A). 
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Proposition - Si A = {x e E | P(.r)}, alors A = {x e E | (non P(.x))}. 

Remarques 

1. Si A est une partie a la fois de E et de F, ses complementaires respectivement dans E 
et F ne sont pas a priori egaux. 

2. Cette definition se generalise a deux ensembles quelconques par : B - A, qui se lit B 
moins A (ou B\A qui se lit B prive de A), qui est 1’ ensemble {x e B\x t A). 

I Exemple 

Si A = [-1, l]etP = [0, 2], alors B - A =]1, 2], 

Proposition - Salt E un ensemble, les regies elementaires sur les complementaires 
dans E sont : 

• Q) = EetE = %, 

• pour toute partie A de E, A — A, 

• pour toutes parties A et B de E, A c B <=> B c A. 


Definition - Intersection/Union 

Soient E un ensemble et A et B deux parties de E. 

1. On appelle intersection de A et B l’ensemble A n B — { x e E | (jc e A) et (x e B) }. 

2, On appelle reunion de A et B l’ensemble A U B = { x e E | (x e A) ou (x e B ) }. 
AetB sont dits disjoints si A n It = 0. 

Plus generalement, si I est un ensemble d’ indices, (A,) /e/ une famille de parties de E, 
nous pouvons definir : 

1. la reunion des (A,), e/ : A; = j x e /s’| .1/ e I tel que x e A; 

iel ' 

2, 1’ intersection des (A,), g/ : Qa,= xeE|Vie/,xeA ; 

iel ' 
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En particulier, pour des ensembles definis par des proprietes caracterisant les elements, 

l’union se traduit par un « ou », et l’intersection par un « et » : 



Remarque - Lorsque / = 11, on note souvent (J A, pour |J A,. Cela s’adapte aussi pour 

n = 0 i'e/ 

/ = N* ... 



Exemples 

1. Soit A une partie de E, alors AHA = 0 et A U A = E. 

+oo 

2 . U («1 = N. 

n= 0 

3. U [n,n+ 1[= [l,+oo[. 

neN* 

+oo [ 1 1 ] 

4. (J i , — =]0, 1] : demontrons le par double inclusion. 


1=1 \i + 1 i 


+oof i j 


r i i 


★ Demontrons (J - — — c]0, 1 ] : soit x e (J - — — , alors il existe i e 


i + 1 i 


i + 1 i 


tel que x e , — , done 0 < < x < — < 1, done x e]0, 1]. 


+oo r i i 


i + l i 


★ Demontrons ]0, 1] c (J , - : soit x e]0, 1], et posons u, = - pour i e N*. 

,= i | i + 1 i J i 

Alors x < u\ = 1, et lim «,■ = 0, x > 0, done il existe j tel que uj < x. Comme 

/— »+o o 

(ui)ieN’ est decroissante, il existera i tel que m;+i < + < soit x e [m,+i , «,] = 


i+l i 


, — . En particulier, x e U t 


+oo 1 [ 


=i i+l i 


5. P| 0, 1 + — = [0, 1] : demontrons le par double inclusion. 


★ [0, 1] c p 0, 1 + — car [0, 1] c 0, 1 + — pour tout entier i > 1. 


★ Demontrons p 0, 1 + — c [0, 1] : soit rep 0, 1 + — , alors pour tout entier 
1=1 i i=i i 

i> 1 , on a 0 < x < 1 + — , et done si on fait tendre i vers +oo, 0 < x < lim 1+- = 1 , 

i i—t+oo i 

done x e [0,1]. 
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Remarques 

1. L’ordre d’ apparition des parties n’apas d’importance : AC\B = BP\A et A U B = Bu A. 

2. Pour tous A et B, (A n B) c A et A c (A U B). 

3. An0 = 0etAU0=A. 

4. Si C est egalement une partie de E, on a : A n {B n C) — (A n B) n C — (A n C) n B. 
On note plus simplement : A n B n C. De meme pour la reunion. 


Remarque - II n'y a pas de 
regie de priorite entre u et 
n : dans une expression faisant 
intervenir ces deux symboles, 
les parentheses sont indispen- 
sables pour savoir quel ordre 
on adopte. 


Proposition - Pour toutes parties A, B et C d’un ensemble E, on a : 

1. A C\ B — AUBetAUB-AC\B( lois de Morgan ), 

2. A fi (B U C) = (A n B) U (A fi C) ( distributive de V intersection par rapport a la 
reunion ), 

3. AU(BfiC) = (AU fi)fi(AUC) (distributive de la reunion par rapport a V intersection). 


Exemple 

Soit E un ensemble, A et B deux parties de E avec B c A. Alors (AuA)nB - EC\B - 
B et A U (A fi B) — A U 0 = A, done il n’y a pas egalite des que A + B. 


2.3.3 Produit carte eien 

Definition - Produit cartesien de deux ensembles 

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartesien de E et F, et on note ExF, 
P ensemble des couples (x, y) ou x e E et y € F. 

Lorsque E — F, note E 2 — E x E. 

Remarques 

1. L’ordre compte dans un couple : les couples (x, y) et (y, x) sont distincts, sauf si x = y. 
Ainsi, il ne faudra pas confondre les ensembles E x F et F x E (sauf si E - F ). 

2. La definition se generalise aux n-uplets : E\,...,E n etant n ensembles, on note E\ x 
• • • x E„ P ensemble des n-uplets (xi, . . . , x„) oil, pour tout i e {1, . . . , «}, x, e E, . 


2.4 Applications 

2.4.1 Definition 

Definition - Application 

On definit une application (souvent appelee fonction) / en donnant un ensemble E dit 
de depart, un ensemble F dit d’arrivee et, pour tout x element de E, un unique element de 
F note f(x) et appele image de x par /. x est alors appele un antecedent par / de fix). 
L’ ensemble des applications de E dans F est note F E ou 'F(E, F). 
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Remarque - Ceci introduit une 
troisieme fagon de definir un 
ensemble. 


II ne faut pas confondre une 
application f avec (lorsque 
cela existe) la formule don- 
nant f(x) en fonction de x 

Remarque - II y a beaucoup 
plus d'applications d'un sous- 
ensemble de R a valeurs dans 
R que de formules que I'on 
peut construire a partir des 
fonctions usuelles. II ne faut 
done pas croire qu'une ap- 
plication est necessairement 
donnee par une formule. 


Remarques 


1. Plus formellement, une application est un triplet (E, F, /’) ou E et F sont deux en- 
sembles et ou / est une partie de Ex E (appelee graphe de /) telle que, pour tout 
x e E, il existe un et un seul y e E verifiant (x, y) e E . Cet unique y est alors 
note fix). 


2. Pour indiquer que / est une application de E dans F, on ecrit : / 
/ : x e E i-> f(x ) eFou encore E — > F. 


E -> F 
x i t f(x ) 


ou 


3. Soit / une application de E dans F. Tout element de E a une unique image ; en re- 
vanche un element de F peut avoir zero, un ou plusieurs antecedents par /. 


4. La courbe E est le graphe d’une application d’une partie de R dans R si et seulement 
si toute droite parallele a l’axe des ordonnees coupe la courbe en au plus un point. 


Definition - Image d’une partie par une application 

Soit f : E —* F une application, A une partie de E. On definit /(A) comme etant l’en- 
semble des valeurs prises par fia) lorsque a parcourt A. On a done 

/(A) = [y e F \ 3a e A avec y = fia)}. 


Plus souvent, on note tout simplement /(A) = [fia), a € A). 

Exemple 

On peut definir l’ensemble des entiers impairs par { 2k + 1, k e N} (e’est, par exemple, 
l’image de N par l’application / : R — > R definie par Vx e R, fix') — 2x + 1). 


Definition - L’application identite 

Soit E un ensemble, on definit T application identite Id/, de E par Id/.- 
une application qui jouera un role central dans les cours a venir. 


E -> E 

X l-» X 


C’est 


Definition - Fonction indicatrice d’une partie d’un ensemble 

Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice (ou caracte- 

{ 1 SI X £ 

. 

0 sinon 

Proposition - Soit A, B deux parties d’un ensemble E, alors A a =1{«A = 5. 


Exemple 

fix) = Vhi(.r) n’est pas une application, mais une formule ! On peut considerer alors 
T application 

1 1, +oo[ — > R 

x i-» sfWx) ’ 

mais on pourrait aussi considerer 

f ] 1 , +oo[ — > R+ f [2, +oo[ — > R + 

\ JC M VTn(J) ’ 0U blen \ JC VTiibo 
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2.4.2 


Pour que go f soit definie, 
il est indispensable de bien 
verifier que les valeurs que 
peut prendre f sont dans I'en- 
semble de depart de g ! 


Exemple 

Les mathematicians reveraient de connaitre une formule pour F application qui a ren- 
tier n de N* associe le n-ieme nombre premier, mais cela n’existe pas ... 


Operations sur les applications 

Definition - Restriction/Prolongement 

Soient Ei,E2,F des ensembles tels que E\ c E2, g : E\ — > F et / : E2 —■ ► F deux 
applications. On suppose que, pour tout x e E\, fix) = gix). On dit alors que g est la 
restriction de / a E\, que l’on note g = //, , et / un prolongement de g a Ei. 

Exemple 

sin(x) 

Soit g : R* — » R definie par gix) — pour x + 0. Alors un prolongement 

x 

sin(x) 

/ : R — » R de g est une application qui verifie Vx + 0, fix) - , et f( 0) est un 

x 

reel quelconque. Si l’on veut en plus que / soit continue en 0, il faudra imposer que 

/(0) - 1 ... 


Definition - Composee de deux applications 

Soient E, F, G des ensembles, F 1 une partie de F, f : E — > F et g : F\ — > G des 
applications. Si / ne prend que des valeurs dans F 1 , c’est-a-dire i x e E, fix) e F \ , on 
definit la composee de / et de g (ou de / par g), notee g o /, comme etant Fapplication 
(E -» G 
90 1 ' \ x» g[f(x)] 


Exemple 

Si/: 

definir g o /, et on a g o / : 


/ x et g : 

x t-> exp(x) | x 


xfx 


, comme fix) > 0 pour tout reel x, on peut 


yjexpix) 


: et g : R \ { 1 1 — » R definies par fix) = x 2 - 8 et gix) = 


Exemple 

Soit / : R ■ 

Alors / ogr:R\{l}— » R verifie / o gix) = 
g o f n’est pas definie, mais en revanche g < 


x + 1 


- 8 pour tout reel x different de 1 . 


1 - 3 , 3 ) 


l’est. En effet, 


fix) = 1 <=> x 2 - 8 = 1 
<=> x 2 = 9 
o x = 3 ou -3 

Done fix) est dans l’ensemble de definition de g si et seulement si x e R \ {-3, 3). Et 

\ {-3,3} — > R 


alors, g o /e\{-3.3)(x) 


x 2 - 8 + 1 
x 2 - 8 - 1 


■, done g o f m{ _ 3 3) : 


x 2 - 9 
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Proposition - Soient E, F des ensembles et f : E — » F une application. Alors 
Id /r o f — f et f o Idjr — /. 

Autrement dit, l’identite joue un role similaire pour la composition a celui du nombre 1 
pour la multiplication (pour les nombres reels). 

Proposition - La composition est associative : soient E, F, G, II des ensembles et 
f : E — » F, g : F — » G, h : G — » H des applications, alors 

(h og)of = ho(gof). 

(que Von note alors plus simplement ho g o f). 

Les operations sur les sous-ensembles de E peuvent se traduire de maniere simple en 
operations sur les fonctions indicatrices : 

Proposition - Soient E un ensemble, et A et B deux parties de E, alors : 

1 J = 1 - 1 A, H-ADB = H-A-lfl, 1 AUB = 1 a + — H-A-lfl- 

oil 1 designe l’ application qui a x dans E associe 1, c’est-a-dire In. 

2.4.3 Injectivite. 5urjectivite. dijectivite 

Definition - Application injective 

On dit qu’une application f : E — » F est injective si tout y e F a au plus un antecedent 
par / dans E, autrement dit si : 

pour tout y e F, 1’ equation y = fix) a au plus une solution x e E, 
ce qui revient a 

pour tout (x\ , xf) e E 2 , (f(x\ ) = fix f) ^ x\ = xf), 
ou en contraposant : 

pour tout ix\,xf) e E 2 , (xi + X 2 fix i) + fix 2 )). 

Remarque - Soit r le graphe d’une application / : R — > R, alors / est injective si et 
seulement si toute droite parallele a l’axe des abscisses coupe / en au plus un point. 
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Aucune des definitions prece- 
dentes (injective ou surjective) 
ne debute par « toute image 
possede », ni par « tout f(x) 
possede ». Un bon debut de 
redaction peut etre « Soit y e 
F, resolvons I'equationy = f(x) 
d'inconnue x e E ». 


Exemples 

1. / : R — > R definie par fix) = x 2 pour tout t€l n’est pas injective, car /( 1) = 
/(- 1) mais 1 ± -1. 



- 1 0 1 


2. / : R+ — » R definie par f(x ) = x 2 pour x e R + est injective. 

3. / : R_ — > R definie par f{x) = x 2 pour x e R_ est injective. 

4. Une application constante definie sur un intervalle (non reduit a un point) de R 
n’est pas injective. 

Definition - Application surjective 

On dit qu’une application / : E — > F est surjective si tout ye F a an moins un 
antecedent par / dans E, autrement dit si : 

pour tout y 6 F, il existe x e E tel que y = fix). 

En terme d’ equation, cela revient a : 

pour tout y e F, l’equation y = f(x) a au moins une solution x e E. 

Remarque - Soit r le graphe d’une application / : R — » R, alors / est surjective si et 
seulement si toute droite parallele a l’axe des abscisses coupe / en au moins un point. 

Exemples 

1. / : R — > R definie par f(x) - x 2 pour x e R n’est pas surjective, car f(x) = -1 
n’a pas de solution dans R. 

2. / : R — > R+ definie par f(x) = x 2 pour x e R+ est surjective (si y est positif, on a 

y = /( Vi/))- 

Remarque - Les exemples cites pour les applications qui sont/ne sont pas injec- 
tives/surjectives sont tous construits a partir de la meme formule, mais en changeant 
l’ensemble de depart et/ou celui d’arrivee. Si on change l’ensemble de depart ou d’arri- 
vee, on change d’ application, d’ou l’importance de bien les preciser. 

Definition - Application bijective 

On dit qu’une application / : E —> F e st bijective si elle est a la fois injective et 
surjective, autrement dit si pour tout y e F, y admet un et un seul antecedent par / : 

pour tout y e F, il existe un unique x e E tel que y = fix). 
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Remarque - Pour les appli- 
cations definies et continues 
sur un intervalle de R, a va- 
leurs dans R, le « theoreme 
de la bijection » (cf. chapitre 
15) s'avere tres utile pour de- 
terminer le caractere injec- 
tif/surjectif d'une telle appli- 
cation. 


Remarque - Le moyen le plus 
simple de justifier que les 
exemples 2, 3, 5 et 6 ci-contre 
sont bien des bijections est 
d'appliquer le « theoreme de 
la bijection » (cf. chapitre 15). 


En terme d’ equation, cela revient a : 

pour tout y e F, Fequation ij = fix) a exactement une et une settle solution x e E. 

Definition - Application reciproque d’une bijection 

Soit f : E —> F une application bijective. On appelle application reciproque de /, et 
on note / -1 , F application de F dans E qui ay e F associe l’unique antecedent par / de 
y par /, c’est-a-dire Funique solution x e E de Fequation y = fix). 

Ainsi, pour x e E et y e F, on a y = fix) o / -l (y) — x. 

Exemples 

1 Soit E un ensemble, alors Fapplication identite de E, Id/.-, est bijective, et son 
application reciproque est elle-meme. 


2 . 

3. 

4. 


est une bijection, de bijection reciproque 


est une bijection, de bijection reciproque 


X 


-> \[x ' 

R 

lnr ' 


1 est une bijection, de bijection reciproque elle-meme. 

x 


5. Si n est un entier naturel impair, f„ : 


est une bijection, et si on note f n 1 


x i-» x" 

sa bijection reciproque (definie de R dans R), on definit x« = ff 1 (x) (qui coin- 
cide avec la definition donnee au chapitre 1 lorsque x > 0). x» est done Funique 
solution reelle de Fequation f = x d’inconnue re R. 

Cela merite d’etre signale, car il est rare que l’on puisse definir une puissance non 
entiere d’un nombre negatif. 



6. Si n est un entier naturel pair non nul, /„ 


est une bijection, sa 


x i-» x" 

bijection reciproque ff 1 : R+ — > R + est donnee par ff 1 (x) = si > 0 (c’est- 
a-dire que X" est Funique solution reelle positive de Fequation f = x d’inconnue 
t e R) et f n 1 ( 0 ) = 0 (ce que l’on notera encore 0 " = 0 ). Le cas n - 2 est l’exemple 
2, et redonne l’egalite yfx = x* si x > 0 . 
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Theoreme - Une application / : E — > F est bijective si et settlement s’il existe une 
application g : F — > E telle que : 

f og = Id/.- et go f = Id £ 

Le cas echeant, l’application g est unique, c’est g = f 1 . 

En particulier / _1 est elle-meme bijective, d’application reciproque (/" 1 ) 1 = /. 

Remarque - Si / : E — » F et g : L — > G sont deux applications telles que g ° f = He 
alors / et g ne sont pas forcement bijectives. 

Par exemple, / : K.+ — » R definie par f(x) = \fx pour x > 0 et g : R — > R+ definie par 
g(x) = x 2 pour itl verifient g o / = Mr + , mais / n’est pas surjective, et g n’est pas 
injective. 


Corollaire - Soient / : E — » F, g : F — > G des applications bijectives. Alors g o / est 
bijective et son application reciproque est (g o fy l = / _1 o g~ l . 


Demonstration 

On a (g o /) o (f ” 1 o o _1 ) = g o (/ o f _1 ) o = g o Id/T o = g o g -1 = Id G et 
(/■' = t X °(g~' °g)°f = / _1 o Id f O / = /-' o / = ld £ . Done g o / est 

bijective de reciproque f'oj -1 . ■ 

Remarque - Soit / une bijection. On appelle alors souvent « bijection reciproque de / » 
l’application reciproque de /, puisqu’elle est aussi bijective. 


Synthese 

Savoirs 


La definition de la bijection reciproque 

. Le theoreme caracterisant une bijection a l’aide 
de son application reciproque et d’ applications 
identites. 

Savoir-faire 


. Traduire un « et » en une intersection et un « ou » en 
une union (tres utile en probabilite) 

Demontrer une equivalence par double implication 
. Nier une assertion, notamment une implication 

. Contraposition 

Demontrer une egalite d’ ensembles par double inclu- 
sion 

Mots-cles 

. L’application identite d’un ensemble 
. Antecedent 

. Restriction/prolongement 

. Composee 

. Injection, Surjection, Bijection et bijection 
reciproque 
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Tests de connaissances 


2.1 


2.2 


2.3 


2.4 

2.5 


2.6 

2.7 

2.8 

2.9 

2.10 


Donner la negation de 

1) 3x e R | P(x) 

2) Vx e R, P(x) 

La redaction suivante est-elle correcte ? 


« x > 0 => exp(x) >1=>1 + exp(x) > 2 » 


Est-il possible de demontrer par recurrence les asser- 
tions P x : « e x > x », pour tout x 6 R+ ? 

Soit (x, ;/) 6 R 2 . On note max(x, y) le plus grand des 
deux nombres x et y et min(x, y ) le plus petit. 

Montrer que max(x, y) + min(x, y) = x + y. 

Soit E et F deux ensembles. Caracteriser 1’ assertion 

1) E est inclus dans F. 

2) E est egal a F. 

Que vaut [0, 2]U] 1, 3] ? [0, 2]n]l, 3] ? 

Citer les lois de Morgan. Si (A„) neN est une famille de 
parties d’un ensemble E, que vaut fj A„ ? et IJ A„ ? 

ne N ne M 

Est-ce que /(x) = x 2 exp(x) ou x h-> x 2 exp(x) sont des 
applications ? 

Donner la definition de l’application identite d’un en- 
semble E. 

Soit 


/: 


-\ {- 1 } - 
x i 


1 et g : 


■ exp(x) 


x + 1 

Peux-t-on ecrire fogTgofTSi oui, decrire ces appli- 
cations. 


2.11 Soit / : E — > F une application. Donner la definition de 
« / injective », puis « / surjective », puis « / bijective », 
puis leurs negations. 

2.12 Soit f : E —> F une application bijective. Donner la 
definition de 1’ application reciproque de /. 

2.13 Vrai ou faux ? 

1) La negation de « tous les eleves de la classe ont leur 
permis de conduire » est « personne dans la classe n’a 
son permis de conduire ». 

2) Vx 6 R, x < 3 => x 2 < 9. 

3) 4 appartient a E = {x £ R| 2x < 9 et x > -1). 

4) Si E = ja, b, c}, alors ja) 6 E. 

5) | a,b,c) = { b,c,a}. 

6) (a, b, c) = ( b , c, a). 

7) Le complementaire dans R du sous-ensemble 
[1, +°o[ est le sous-ensemble ] - oo, 1[. 

8) Soit 1 A la fonction indicatrice du sous-ensemble A 
de R defini par A = {x 6 R | x 2 < 5). Alors 1 A {n) = 0. 

9) Une application non nulle est une application qui ne 
s’annule pas. 

10) Soit / : R* — > R definie par /(x) = , alors / a 

x 

un unique prolongement comme application de R dans 
R. 

11) / : R+ — » [L+°°[ definie par /(x) = exp(x) est 
bijective. 

12) Soit / : R — >R. Si / o / o / = Idj ; , alors / est 
bijective. 


r Bxercicee d 5 application 

Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 

2) Soit x e R. Pour qu’il existe t e R tel que t 2 = x, il ... que 

sont donnees page 52. 

x soit positif ou nul. 

■ Assertions 

3) Soit («„)„>! une suite de reels verifiant l’inegalite \u n \ < rr 2 

2.14 

pour tout n > 1. Pour que u„ < 1CT 2 , il ... que n > 10. 

Completer chaque phrase avec « il faut », « il suffit » ou « il 

4) Soit / : R — » R une application derivable. Pour que 

faut et il suffit ». 

/ soit strictement croissante, il ... que /'(x) > 0 pour tout 

1) Soit n e Z. Pour qu’il existe m 6 Z tel que m 2 = n, il ... 

X 6 R. 

que n soit positif ou nul. 

k 


© 
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2.15 ® 

On considere l’assertion : (0) Si les hirondelles se ras- 
semblent, alors elles commencent leur migration. 

Parmi les assertions suivantes, precisez lesquelles sont equi- 
valentes a (0), lesquelles sont sa reciproque, sa negation : 

1) Si les hirondelles ne commencent pas leur migration, alors 
elles ne se rassemblent pas. 

2) II suffit que les hirondelles se rassemblent pour qu’elles 
commencent leur migration. 

3) Les hirondelles commencent leur migration si elles se ras- 
semblent. 

4) Les hirondelles se rassemblent et elles ne commencent pas 
leur migration. 

5) II suffit que les hirondelles commencent leur migration 
pour qu’elles se rassemblent. 

6) II est necessaire que les hirondelles se rassemblent pour 
qu" elles commencent leur migration. 

7) Si les hirondelles ne se rassemblent pas, alors elles ne com- 
mencent pas leur migration. 

8) Les hirondelles ne se rassemblent pas ou elles commencent 
leur migration. 

9) II faut que les hirondelles se rassemblent pour qu’elles 
commencent leur migration. 

2.16 

Ecrire la negation de 1’ assertion « il existe un groupe de TD 
dans lequel tous les eleves ont le permis de conduire ». 

2.17 

D designe l’ensemble des droites du plan, D\ et D 2 sont deux 
elements de D tels que D\\\D 2 (D i et D 2 sont paralleles). Tra- 
duire les assertions suivantes en langage courant et dire si 
elles sont vraies ou fausses. 

1) Vi 6 1 1,2), VD 6 D, D\\D,. 

2) 3i e {l,2)| 3D e 0\ D||D,, 

3) 3i £ { 1 , 2} | VD e £>, D||D,. 

4) Vi £ {1,2}, 3D e D\ D||D,. 

5) VDeD, 3/e {1,2)| D||D ; . 

6) 3D e D\ Vie {1,2}, D||D ; . 

2.18 ® 

Soit / : R — > R une application. Quelle difference de sens ont 
les deux assertions proposees : 

1) V.v 6l,3j6 R|i/ = fix) 

3 y 6 R|Vx 6 R , i/ = fix) 

2) Vi/ 6 R, 3x 6 R|i/ = fix) 

3x e R|V^ 6 R, y = fix) 


3) Vjc € R, 3 M 6 R|/(x) < M 

3 M 6 R|V^: 6 R, fix) < M 

2.19 

Soit I un intervalle de R et / : / — » R une application definie 
sur / a valeurs reelles. Exprimer a l’aide de quantificateurs les 
assertions suivantes : 

1) « l’application / s’annule » 

2) « l’application / est 1’ application nulle » 

3) « / n'est pas une application constante » 

4) « / ne prend jamais deux fois la meme valeur » 

5) « / prend des valeurs arbitrairement grandes » 

6) « / ne peut s’annuler qu’au plus une seule fois ». 

■ Recurrence 


2.20 

Soit a un reel positif. On considere une suite (u„)„ £ u telle que 
Vn > 0, u „ + 1 < au„. Demontrer par recurrence sur n que 
V» > 0, u„ < a"uo. 


2.21 

Demontrer que Vn e N, 3" > n. 

2.22 ® 

Demontrer que si « > -1, alors 

Vn e N, (1 + u) n > 1 + nu 

(inegalite de Bernoulli). Demontrer de plus que l’inegalite est 
stride si l’on suppose n>2etut 0. 


2.23 ® 

Demontrer par recurrence que V« 6 N, 



> 2 ". 


2.24 ® 


Partant de u l = 1, calculer u 2 , u 3 , « 4 , puis conjecturer une 
formule pour u„ et la demontrer par recurrence, dans les cas 
suivants : 


1 ) — 

2 ) Mn+l ~ 

3 ) Un+\ ~ 


U,i 

li n + 1 
Un 

V“n + 1 

U n 

u n + 2 


2.25 ® 

Demontrer par recurrence que 
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Soit (u n )„en la suite reelle definie par uo = U\ = 1 et Vn 6 N, 
u n+ 2 = u n+ 1 + u „. Demontrer par recurrence que V/7 € N, 


Soit ( u n ) n tm la suite reelle definie par uq = 2, u\ = 3 et 
in 6 N, u„+ 2 = 3u n +\ -2u„. Demontrer par recurrence double 
sur n que in s N, u„ = 1+2". 

2.28 ® 

Soit (« n )„e n la su i te definie par u 0 = 1 et in e N, m„ + i = 

1 + 2 . 

u n 

1 ) Demontrer par recurrence sur n 1 ’ assertion P n : « u„ existe 
et u„ > 0 ». 


2) Demontrer que in 6 N, u„ i 3. 
■ Ensembles 


Soit E = {a,b}. A quels ensembles appartiennent (a, b), {a}, 
(a,m, ({«},{£}), {{a}, {£}},(«,£)? 


2.32 ® 

Soit E un ensemble, et A et B deux parties de E. Demontrer 
que 

A = (A n B) U (A n B) 

et que 

A = (A U B) fi (A U B). 

2.33 

Soit E un ensemble et A c E. Caracteriser X c E dans cha- 
cun des cas suivants : 

1) A U X = E 

2) A n X = A 

3) A U X = A 

4) A n X = 0 

■ Applications 


Ecrire toutes les applications de £ = {1,2} dans F = {a, b] 
(avec a i b) et, pour chacune, indiquer si elle est injective, 
surjective, bijective. 


2.35 ® 

1) Soit g : I 


I definie par 


Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Exprimer a 1’ aide 
de quantificateurs Tassertion 

« A est inclus dans B », 

puis sa negation. Exprimer enfin sous forme quantifiee l’as- 
sertion 

« A est inclus dans B ». 


— si n est pair 
g(n) = ] 2 

I n si n est impair 

g est-elle injective ? surjective ? bijective ? 

2) Soit / : n e N h+ 2n 6 N. Est ce que f,g°f,f°g sont 
injectives, surjectives, bijectives ? 


Que pensez-vous de l'enonce et de la demonstration sui- 
vante : « Soit f V application de R + dans le plan qui au reel 

1 -t 

positif t associe le point de coordonnees x(t) = - — - et 

2 Vr 

ij(t) = dans un repere orthonorme d’origine O. L’image 

de f est le cercle de centre O et de rayon 1. 

Demonstration : soit M un point de 1" image de /. II existe 
t 6 1* tel que (x(t), yit)) soient les coordonnees de M. On 
calcule 


x(tf + ij(tf = 


1-2 t + t 2 

(1 + 0 2 , 

1+2 t + t- 


Nous avons demontre que 1" image de / est bien le cercle 
d’ equation x 2 + y 2 = 1. » 


2.36 ® 

Dire si les applications suivantes sont injectives, surjectives, 
bijectives (auquel cas determiner la bijection reciproque) : 

1) /:16Nh21+16 N*. 

2) t/:x 6R\{3}/-+ — — - s R \ {— 1). 

3 - x 

3) (imeRh six 2 + x + 1 6 R. 

e x - 1 

4) k ! x £ R i — / £ R. 

e x + 1 

5) l : (x, i/)tR 2 H(j+ 3/ /, x + y) 6 R 2 . 


4) k : x 6 ! 


6 R \ {— 1 }. 


2.37 ® 

Soit E 1' ensemble des applications de R dans R derivables, 
dont la derivee est continue, F = R r l’ensembles des appli- 
cations de R dans R, et D : E — > F V application qui a / e £ 
associe f'eF (la derivee de /). 

D est-elle injective ? surjective ? 
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TESTS & EXERCICES 


2.38 ® 

Soit E = R. r 1' ensemble des applications de R dans R, a e R 
et T a : E — > E 1' application qui hfeE associe 1’ application 
T a {f) : R — » R definie par : Vx 6 R, T a (f)(x) = f(x + a). 
Demontrer que T a est une bijection, de bijection reci- 
proque T_ a . 

2.39 ® 

Soit / : E — > F et g : F — * G deux applications. Demontrer 
que 


1) si / et g sont injectives, alors go f aussi. 

2) si / et g sont surjectives, alors go f aussi. 

3) Si g o f est injective, alors / aussi. 

4) Si g o f est surjective, alors g aussi. 

5) Si / est bijective, alors g est injective si et seulement si 
go f Test. 

6 ) Si / est bijective, alors g est surjective si et seulement si 
gof l’est. 


Indications 


2.15 Notons P l’assertion « les hirondelles se rassemblent » 
et Q 1" assertion « les hirondelles commencent leur migra- 
tion ». Alors (0) est F assertion P => Q. II faut traduire les 
autres assertions proposees de maniere similaire, a l’aide de 
P et Q, pour ensuite reconnaitre la negation de (0), sa contra- 
posee, ou bien une forme equivalente. 

2.18 II faut faire attention a l’ordre des quantificateurs. 
Quand on ecrit « Vx, 3 y », le y a le droit de dependre de x. 
Quand on ecrit « 3y | Vx », le y ne depend pas de x, il ne de- 
pend de rien (c'est une constante par rapport a x). 


2.22 Pour Finegalite stride, il faut separer le cas u = -1 du 
cas u> — 1 (et u V 0). 


2.23 Si on note u n 
de u n . 



j, exprimer i/„ + i en fonction 


2.24 Pour la troisieme suite, on demontre par recurrence 

1 

que Un = 

2.25 L’une des difficultes ici, c’est le fait qu’il y a deux in- 
dices pour la formule : n et p. Il faut en fixer un pour faire 
une recurrence sur 1" autre indice. Le plus simple est de fixer 
p, puis de faire une recurrence sur n pour n > p. 

2.28 Pour la deuxieme question, il faut le faire par l’ab- 
surde : on supposera done qu’il existe un entier n 0 tel 
que u„ 0 = 3, et on demontre par recurrence descendante 
que u n = 3 pour n < n 0 . La contradiction viendra alors 
de uq. 

2.32 Que vaut K U K '! F.t .4 n E ? 


2.35 On pourra calculer (par exemple) g( 1), g( 2) et essayer 
de resoudre l’equation f(n) = 1. 

2.36 1) En resolvant f(x) = y, bien penser au fait que x doit 
etre dans le domaine de definition de / ... 

2) Resoudre g(x) = y pour y 6 R \ { — 1 }, avec x dans R \ (3). 

3) Discuter suivant les valeurs de y 6 R pour resoudre l’equa- 
tion h(x) = y. 

4) Resoudre F equation k(x) = y pour y el. Faire attention 
que pour prendre le logarithme d’un element, il faut que cet 
element soit strictement positif (d’ou une etude de signe a 
faire a un moment). 

5) Resoudre F equation (ou plutot le systeme) £(x,y) = (a, b), 
et regarder le nombre de solutions obtenues. 

2.37 Pour l’injectivite, penser aux applications constantes. 
Pour la surjectivite, penser a une application qui n'est pas 
continue sur R. 

2.38 II suffit de verifier que T a o T_ a = Id £ puis que 
T- a o T a = Id/. ... 

2.39 Pour les deux premieres questions, ecrire les defini- 
tions des hypotheses faites sur / et g. 

Pour les questions 3 et 4, ecrire la definition de la condition 
donnee sur gof , ecrire la definition de ce que l’on veut de- 
montrer, et voir le lien entre les deux. 

Pour les deux dernieres questions, on peut utiliser les pre- 
mieres questions de l’exercice, et aussi le fait que si / _1 
est l'application reciproque de /, alors / o = Id f (et 
r i o/ = id £ ). 
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Ensembles et applications 


CORRIGES 


2.1 


1) Vx £ R, (non P(x)) 

2) 3x G R | (non P(x)) 

Non. Pour etre rigoureux, il faut ecrire x > 0 => 
exp(x) > 1 et exp(x) > 1 => 1 + exp(x) > 2, done x > 0 => 
1 + exp(x) > 2. 

On peut cependant utiliser la redaction suivante : « si x > 0, 
alors exp(x) > 1, done 1 + exp(x) > 2 ». 

Une ecriture en symboles mathematiques est souvent plus 
contraignante au niveau de la rigueur qu’une ecriture avec des 
mots fran§ais. 


2.2 


Non, car pour faire une recurrence, il faut des 
assertions qui dependent d'un entier naturel (souvent note n 
d’ailleurs), or ici, on a des assertions qui dependent d'un reel 
(positif) x. 



Faisons un raisonnement par disjonction des cas. 


* Premier cas : si x < y, alors max(x, y) = y et min(x, y) = x, 
done max(x, y) + min(x, y) = y + x= x+y. 


* Deuxieme cas : si x > y (ou x > y), alors max(x, y) = x et 
min(x, y) = y , done max(x, y) + min(x, y) = x + y. 


Dans les deux cas, on a bien max(x, y) + min(x, y) = x + y. 
Cornme l'un des deux cas est necessairement vrai, on a bien 
l’egalite qui est toujours vraie. 


2.5 


1) E est inclus dans F signifie « Vx s E, x e F », e’est-a-dire 
« tout element de E est aussi element de F ». 

2) E est egal a F signifie « E est inclus dans F et F est inclus 
dans E » (double inclusion), e’est a dire « (Vx e E, x e F) et 
(Vx 6 F, x 6 E) ». 


[0, 2]U] 1, 3] = [0,3] et [0,2]n]l,3] =]1,2], 


[0, 2]U] 1, 

Lois de Morgan : si A et B sont des sous-ensembles 
de E (et que l’on note le complementaire dans E par une barre 
au dessus du nom de l’ensemble) alors AU B = A C\ B e t 
An B =AuI 

En generalisant, cela donne : 


n A„ = U A n et U A„ = n A„. 

ne N neN neN ne N 


Non. f(x ) = x 2 exp(x) est une egalite, pas une ap- 
plication. Quant a x x 2 exp(x), une formule seule ne peut 
definir une application : il manque l’ensemble de depart et l'en- 
semble d’arrivee ! 


Par contre, 

(R-+ R 
I x h r exp(x) 

est une application (mais on pourrait tout a fait restreindre l’en- 
semble de definition a n’importe quel intervalle de R, et meme 
celui d’arrivee a R + , puisque pour tout reel x, /(x) > 0). 

Remarqu - Dans ce livre, on s’autorisera neammoins la pre- 
sentation x i-> /(x) pour designer une fonction definie par une 
formule /(x) construite a partir des fonctions usuelles. Il sera 
toujours sous-entendu que e’est une fonction / : D —* R ou D 
est le domaine de definition de la formule. 



C’est l’application Id £ : 


E 

x 


On peut ecrire g° f, car l’ensemble de depart de g 
est P ensemble d’arrivee de /. On a alors 


( R \ j-1) — > R 

g° f '■{ 

x i-» exp 

Cornme l'ensemble d’arrivee de g est R et que l’ensemble de 
definition de / est R \ { — 1 }, pour savoir si l’on peut composer / 
et g en / o g, il faut regarder si g ne prend que des valeurs dans 
l’ensemble de definition de / ou non. 

Cornme Vx G R, g(x) > 0, g ne prend que des valeurs dans 
R \ [-1). Done / o cj a du sens. On a alors 

R 

1 

exp(x) + 1 



x + 1 


2.11 


/ est injective si 

V(x, xf) e E 2 , (/(x) = fix') => x = x'). 


/ est surjective si 


Vi/ 6 F, 3x e E \f(x) = y. 

f est bijective si / est injective et surjective a la fois, ce qui 
Vy e F, 3\x e E | /(x) = y 


revient a dire 


(bien faire attention au point d' exclamation qui est la pour dire 
que le x est unique). 


/ n’est pas injective si 

3(x, x') e E 2 | (fix) = fix') et x t x') 

(autrement dit, il existe deux elements differents de E qui 
prennent la meme valeur par /). 


/ n’est pas surjective si 

3y G F | Vx G E, f(x) V y 


(autrement dit, il existe y G / tel que l’equation y = F(x) d’in- 
connue x 6 E n’a pas de solution). 

/ n’est pas bijective si if n’est pas injective ou / n’est pas 
surjective). 
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Ensembles et applications 


C'est l'application definie de F dans E qui a un 
element y de F associe l’unique solution x dans E de l’equa- 
tion fix) = y. Cela se traduit par T equivalence 

V* 6 E, Vy 6 F, (y - f{x) «■ r\y) = x) 

(en notant f~ l l'application reciproque de /). 


2.13 


1) Faux. C'est « il y a (au moins) un eleve de la classe qui n'a 
pas son perrnis de conduire ». 

2) Faux. La negation de 1’ assertion proposee est 3x e R| ((jf < 

3) et (x 2 > 9)), done pour la demontrer il suffit de donner une 
valeur de x qui convienne. x = -4 convient. 

3) Vrai. En effet, 2 x 4 = 8 < 9, et on a bien 4 > -1. 

4) Faux. |fl) 6 P{E), ce qui est equivalent a dire {«) c E, c’est 
a dire a e E. 

5) Vrai. 

6) Faux. Comme dans un triplet l’ordre est important, il y a 
egalite si et seulement si a = b = c. 

7) Vrai. 

8) Vrai. n n’appartient pas a A puisque n > 3 et done 
tt 2 > 9 > 5. 

9) Faux. Une application non nulle est une application qui 
prend au moins une valeur non nulle. Par exemple, sin : R — » R 
est une application non nulle, mais s’annule (entre autres) en 0. 

10) Faux. Un prolongement de / consiste juste a donner une va- 
leur en 0, qui peut etre quelconque I Par contre, il n’y a qu’un 
seul prolongement qui soit continu (il faut poser /( 0) = 1). 

11) Faux. Elle est injective (restriction d'une application injec- 
tive), mais exp(x) = 1 <=> x = 0, done fix) = 1 n’a pas de 
solution dans R* , done / n'est pas surjective. Par contre, / in- 
duit une bijection de R* sur ]1, +oo[ (en utilisant le theoreme 
de la bijection, vu au chapitre 15) 

12) Vrai. On a / o (/ o /) = (/ o /) o / = Id R , done / est 
bien bijective (on utilise un theoreme du cours fort utile, qui 
malheureusement ne porte pas de nom), et de plus sa bijection 
reciproque est = / o /. 


2.14 


1) « il faut », car un carre est toujours positif, mais il ne suffit 
pas, car 2 est un entier positif, mais il n'existe pas d 'entier m 
verifiant m 2 = 2 ... 

2) « il faut et il suffit », car un carre est toujours positif (d’ou « il 
faut »), et si x > 0, alors il existe V x 6 R+ qui verifie xfx 2 = x 
(d'oil « il suffit »). 

3) « il suffit », car si on a n > 10, on peut ecrire u„ < \u n \ < 

— < — - = 10~ 2 . Mais ce n’est pas necessaire : par exemple, 
n 1 10 - 

si u„ = 0 pour tout entier n, alors n = 0 convient ! 


4) « il suffit » (c’est un theoreme du cours). Ce n’est pas ne- 
cessaire, comme l’illustre l’application x 6 R x 3 6 R, qui 
est strictement croissante sur R, mais dont la derivee, ieRh 
3x 2 6 R, s’annule en 0. 


Notons P 1" assertion « les hirondelles se ras- 
semblent » et Q 1’ assertion « les hirondelles commencent leur 
migration ». Alors (0) est 1’ assertion P => Q. 

1) C’est l’assertion 


(non Q) => (non P), 


c’est done la contraposee de (0), et done elle lui est equivalente. 

2) C’est l’assertion P => Q, done (0). 

3) C’est l’assertion P => Q, done (0) (on remarquera le nombre 
de fa§ons d' ecrire en langage courant la meme assertion ma- 
thematique). 

4) C’est l’assertion 

P et (non Q ), 

c’est done la negation de P => Q, done la negation de (0), qui 
n’est pas equivalente a (0). 

5) C’est l’assertion Q => P, c’est done la reciproque de (0), et 

elle ne lui est pas equivalente ! 

6 ) C’est l’assertion Q => P. 

7) C’est l’assertion (non P) => (non Q), qui est la contraposee 
de Q =s> P, et done est la reciproque de (0), qui ne lui est pas 
equivalente. 

8) C’est l'assertion (non P) ou Q, e’est-a-dire par definition 
d'une implication, l’assertion (0) elle-meme. 

9) C’est l’assertion <2 => P- 



Tout groupe de TD contient au moins un eleve qui 
n’a pas le perrnis de conduire. 


2.17 


1) Toute droite D du plan est parallele a et a D 2 . C’est 
evidemment faux (a deux droites donnees, il est facile d’en 
construire une troisieme qui ne leur est pas parallele). 

2) Il existe une droite D du plan qui est parallele a D\ ou a D 2 . 
C’est vrai. 

3) « Toute droite du plan est parallele a D 1 » ou « toute droite 
du plan est parallele a TL ». C’est bien sur faux. 

4) Il existe une droite D du plan qui est parallele a Di et il 
existe une droite D' du plan (qui peut etre differente de D) qui 
est parallele a D 2 . C’est vrai. 

5) Toute droite du plan est parallele a D[ ou a TL- C’est faux. 

6) Il existe une droite D du plan qui est parallele a la fois a Di et 
a D 2 . C’est vrai car D 1 est parallele a D 2 (ce serait faux sinon). 
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CORRIGES 


Remarque - II faut retenir que « 3/ e { 1 , 2)|P(ij » traduit l’idee 
d'un « ou » : 1'assertion qui suit est vraie pour i = I ou pour 
i = 2. En d’autre termes, « 3 i e { 1, 2}| P{i) » equivaut a « Pi 1) 
ou P( 2) ». 

A l’oppose, « Vi s (1,2), P(i) » traduit l’idee d’un « et » : l’as- 
sertion qui suit est vraie pour i = 1 et pour i = 2. En d’autre 
termes, « Vi s (1,2), P(i) » equivaut a « P(\) et Pi 2) ». 


2.16 


1) Vx e R, By e R|i/ = fix) : tout nombre fix) s’ecrit comme 
un reel ... c’est vrai, sans hypothese particuliere sur l’applica- 
tion /. 

3 y 6 R|Vx e R ,y = fix) : tout nombre fix ) est egal au reel y 
qui a ete fixe au debut, soit : / est une application constante. 

2) V;/ 6 R, 3x e R|i/ = fix ) : / est surjective. 

3x 6 R|Vi/ e R , i/ = f{x) : il y aurait un x tel que f(x) pren- 
drait plusieurs valeurs (en fait toutes les valeurs reelles), c’est 
impossible car / etant une application, fix) est determine de 
fagon unique. Done cette assertion est toujours fausse. 

3) Vx 6 R, 3 M 6 R|/(x) < M : a x fixe, on peut trouver un 
nombre (qui a le droit de dependre de x) plus grand que fix), 
c’est bien sur toujours vrai avec (par exemple) M = fix) + 1. 

3 M 6 R|Vx 6 R, fix) < M : il y a un M ne dependant pas de 
x qui est plus grand que tous les fix), done 1' application / est 
majoree par M sur R. 


2.19 


1) 3x e / 1 fix) = 0 

2) Vx e /, fix) = 0 

3) 3x e I, By e / 1 fix) t fiy) ou Va e R, 3x 6 / 1 fix) t a 

4) Vx £ /, Vy e /, (x * y => fix) * fiy)) ou Vx e /, My e I, 
ifix ) = fiy) => x = y) (c’est la definition de « / est injective »). 

5) VMeR, 3x 6 / 1 fix) > M 

6) Vx eI,Vye 1, 

0 ifix ) - 0) et ifiy) = 0)) => x = y 


Notons P n 1’assertion « 3" > n », et demontrons P„ 
par recurrence sur n. 

Initialisation : pour n = 0, 3° = 1 > 0, done P 0 est vraie. 

Heredite : Supposons P„ vraie pour un entier n, alors 3" > n, 
done 3" +1 = 3 x 3" > 3 n (puisque multiplier une inegalite par 
un nombre positif ne change pas le sens de l’inegalite). Mais 

1 

3/t>/i+l»ii>-, ce qui est vrai des que n > 1. Done 
1’assertion P„ est hereditaire des que n > 1. 

On ne peut done pas conclure pour 1’instant ! Il faut regarder si 
Pi est vraie. 

Nouvelle initialisation : 3 1 = 3 > 1, done /-' est vraie. 

Conclusion : P i est vraie, et pour n > 1, si P n est vraie, alors 
P n+ 1 aussi, done par recurrence 1’assertion P„ est vraie pour 
tout entier n > 1 . 

Comme P 0 est vraie aussi, on a bien 3" > n pour tout entier 
naturel n. 

Remarque - Il a fallu changer 1’ initialisation, car notre de- 
monstration de l’heredite demandait d’ avoir n > 1. On n’a pas 
prouve que l’heredite etait fausse pour n = 0 (d’ailleurs, elle 
est bien hereditaire), on a juste donne une demonstration qui ne 
couvrait pas ce cas. 


2.22 


• Fixons u > — 1. Notons P„ 1’assertion « (1 + u) n > 1 + nu », et 
demontrons-la par recurrence sur n. 

Initialisation : (1 + u)° = 1 > 1 = 1 + 0Xk, done P 0 est vraie. 

Heredite : Si P„ est vraie pour un entier n, alors (1 + u) n > 
1 + nu, et comme 1 + u > 0, (1 + «)"( 1 + u) > (1 + nu)(l + u) 
(multiplier une inegalite par un nombre positif ne change pas 
le sens de l’inegalite), done 

(1 + u) n+ ^ > I + in + l)n + nu 1 > 1 + in -t- 1 )u 

(la deuxieme inegalite provient du fait qu’un carre est toujours 
positiD, d’oii Pfi+ !• 


Notons P„ 1’assertion « u n < a"u 0 », et 
demontrons-la par recurrence sur n. 

Initialisation : a 0 = 1, done on a bien u 0 < a°u 0 , done P 0 est 
vraie. 


2.20 


Heredite : Supposons P„ vraie pour un entier n, alors u„ < 
a"u 0 , done au„ < a x a"u 0 = a l,+1 Uo (puisque multiplier une in- 
egalite par un reel positif ne change pas le sens de 1’ inegalite). 
Or, par definition de la suite («„)„ eN , n„ +l < au„, done on a bien 
n„+i < a l,+l u o, done P II+l est vraie. 


Conclusion : P 0 est vraie, et pour tout entier n, si P„ est vraie, 
alors P n+ 1 aussi, done par recurrence 1’assertion P„ est vraie 
pour tout entier naturel n. 


Conclusion : Pq est vraie, et pour tout entier n, si P„ est vraie, 
alors P II+ i aussi, done par recurrence 1’assertion P„ est vraie 
pour tout entier naturel n. 

• Supposons maintenant n > 2 et u > -1, u & 0. Notons Q„ 
1’assertion « (1 + n)" > 1 +nu », et demontrons-la par recurrence 
sur n. 

Initialisation : (1 + u) 2 = I + 2u + i f > I + 2 u, puisque u 2 > 0 
(puisque u est suppose non nul), done Q 2 est vraie. 

Heredite : Si Q n est vraie pour un entier n > 2, alors (1 + u) n > 
1 + nu, et comme 1 + u > 0 (puisque u> — 1 par hypothese), 

(1 + u) n (\ + u) > (1 + nu)i\ + u) 
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(multiplier une inegalite striete par un nombre strictement po- 
sitif ne change pas le sens de l’inegalite et garde le caractere 
strict), done 

(1 + z/)" +1 > 1 + {n + \)u + me > 1 + (n + 1 )u, 
d’ou Q n+1 . 

Conclusion : Q 2 est vraie, et pour tout entier n > 2 , si Q„ est 
vraie, alors Q n+l aussi, done par recurrence l’assertion Q„ est 
vraie pour tout entier n > 2. 

• Si u = - 1 , on veut demontrer que 0 > 1 — n pour n > 2 , ce 
qui est immediat. 


Conclusion : Par recurrence, Passertion P„ est vraie pour tout 
entier n > I . 


2) u 2 = 


1 

V 3 

A 


1 

v! 


i/3 


1 

V2 


1 

V2 


V§ 


V3 


U4 ■ 


1 

V 3 


A 


+ 1 


1 

V? 


Demontrons par recurrence sur 77 Passertion P„ : 


1 

Vn 


», pour n > 1 . 


> 2" », et 


Notons P„ Passertion « 
demontrons-la par recurrence sur n. 

(2 x 0\ 0! o 

Initialisation : = = 1 > 1 = 2 , done P 0 est vraie. 

\ 0 ) 010! 

l2n 

Heredite : Supposons P„ vraie pour un entier n. alors I > 

\ n 1 

2 ". Puis, 


2(« + 1)\ (2n + 2)1 


Initialisation : P 1 est vraie car u\ = 1. 

Heredite : Supposons P„ vraie pour un entier n > 1 , alors u n = 

1 1 

u n V» V« 

— et done i/„ + i = — = — -= = — = . 

V” + 1 /l + 1 /2±1 Vn + 1 

y n \ n 

done P„ + i est vraie. 

Conclusion : Par recurrence, Passertion P„ est vraie pour tout 
entier n > I . 


3 ) Mo = 


n+ 1 j (n + l)!(n + 1)1 

_ (2n + 2)(2 n + l)(2n)l 
{n + 1 )n!(n + l)n! 

2(2n + 1) (2n)l 2(2n+l)(2n 


«4 


, « 3 = 


± + 2 


. K4 = 


i+2 


, done 


Demontrons par recurrence sur n Passertion P„ : 


2 " - 1 


», pour n > 1. 


n + 1 //!//! n + 1 \ n 


„ , 2 / 7+1 2 ( 2/7 + 1 ) 

Pour tout entier naturel n, on a > 1 , done > 


2, et done 


n + 1 77 + 1 


2 (/z + 1)\ !2n\ , 

>2 > 2x2" = 2 ,,+1 , 

77+I / \ n 


done P n+ 1 est vraie. 

Conclusion : Par recurrence, Passertion P„ est vraie pour tout 
entier naturel n. 


Initialisation : P\ est vraie car u\ = 1. 

Heredite : Si P n est vraie pour un entier n > 1 , alors u„ = 

1 — -L- 

1 U„ 9/i_1 r >n_^ 

9 „ _ t , et done u n+i 

1 


//„ + 2 -L- + 2 1+2"+' -2 

" 2"-l 2"-l 

, done P„+i est vraie. 


1) Z/ 2 


M3 = 


i + 1 


U4 = 


i + 1 


done 7/4 


u„ = - 
77 


Demontrons Passertion P„ : « 
currence sur n. 

Initialisation : P l est vraie car u\ = 1 . 


», pour /7 > 1 , par re- 


Heredite : Si P„ est vraie pour un entier 77 > 1, alors u„ = - 

77 

1 1 r 

u„ 7, 7 1 


et done zz„ +1 = 


— —7 = -r— = -7T = 7, done P„ +1 est 

U n + 1 — + 1 2±i 77+1 


2 «+i _ ! ’ 

Conclusion : Par recurrence, Passertion P„ est vraie pour tout 
entier n > 1. 


Fixons p e N et demontrons Passertion P„ : 
(k\ / 77 + 1 \ 

> ] = | 1 1 », par recurrence sur 77 pour 77 > 77. 




Initialisation : si 77 = p, alors il faut demontrer que 

p + r 


p + 1 


ce qui est vrai car les deux valent 1 . Done P p est vraie. 


Heredite : Supposons P„ vraie pour un entier 77 > p, alors 


tj, \p. 


SIH 

k=P 

n - 

p + 1 



bz + 1\ 

) + l 



In + 1\ 

) +l 

Ip) 


p + 1 
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(la derniere egalite est la formule de Pascal). Done P n+ 1 est 
vraie. 

Conclusion : Cornrne P p est vraie, et que pour tout entier 
n > p, si P„ est vraie, alors P n+ 1 aussi, l’assertion P„ est vraie 
pour tout entier n > p. 

Notons P„ 1’ assertion « u n < 2" », et demontrons- 
la par recurrence double sur n. 

Initialisation : i<o = 1 < 1 = 2°, done Pq est vraie, et 
u i = 1 < 2 = 2 1 , done P i est vraie. 

Heredite : Supposons P„ et P n+ i vraies pour un entier n, alors 
u n < 2" et u„ + 1 < 2" +1 . Done 

u n+ 2 = Un+i + u n < 2" +1 +2" < 2" +1 + 2" +1 = 2" +2 , 

done P „ + 2 est vraie. 

Conclusion : Comme P 0 et Pi sont vraies, et que pour tout en- 
tier n, si P„ et P n+ 1 sont vraies, alors P „ + 2 aussi, 1" assertion P n 
est vraie. par recurrence double, pour tout entier naturel n. 


2.26 


2) Raisonnons par l'absurde. Supposons done qu’il existe un 
entier n 0 tel que u„ 0 = 3, et demontrons par recurrence des- 
cendante sur n < no I'assertion Q„ : « u„ = 3 ». 

Initialisation : Q„ 0 est vraie par hypothese. 

Heredite : Supposons Q„ vraie pour un entier 1 < n < n 0 , et 
demontrons qu’ alors gn-i est vraie. 

3 

On a u„ = 3, mais comme n > 1, u n = + 2, done 

W/i-l 

3 3 

3 = f- 2, done 1 = , ce qui donne bien u,^i = 3, 

LI n -l LI,, ] 

et done Q „- 1 est vraie. 

Conclusion : Q„ 0 est vraie, et pour tout entier 1 < n < n 0 , si 
Q„ est vraie, alors Q„-\ aussi, done par recurrence descendante 
sur n, I’assertion Q„ est vraie pour tout entier naturel n < no- 

En particular, Q 0 est vraie, done u 0 = 3. Mais, par definition, 
no = 1, d’ou la contradiction. 

Done, on a bien que u„ 0 = 3 est impossible, ce qui prouve que 
m„ t- 3 pour tout entier naturel n. 


Notons P„ I’assertion « u„ = 1 + 2" », et 

demontrons-la par recurrence double sur n, puisque chaque 
terme est defini en fonction des deux precedents. 

Initialisation : u 0 = 2 = 1 + 1 = 1 + 2°, done P 0 est vraie, et 
11 1 = 3 = 1 + 2 = 1 + 2 1 , done P 1 est vraie. 

Heredite : Supposons P„ et P „ + 1 vraies pour un entier n, alors 
u„ = 1+2" et u n+ 1 = 1 + 2 n+1 . Done 

U 11+ 2 — 3u n+ 1 — 2u„ 

= 3(1 +2" +1 )-2(l +2") 

= 1 + 2 x 2" +1 
= 1 + 2" +2 

done P „+ 2 est vraie. 

Conclusion : Par recurrence double, I’assertion P„ est vraie 
pour tout entier naturel n. 


1) Initialisation : u 0 existe et uq = 1 > 0, done P 0 est vraie. 

Heredite : Supposons que P„ soit vraie pour un entier n > 0. 
Alors u n existe et u„ > 0. Done u„ est dans l’ensemble de de- 
finition de 1’ application inverse x e R* e-» - 6 R, done — 

x u„ 

existe, puis en multipliant par 3 et additionnant 2, on a bien 
que n n +\ existe. 

De plus, comme l’inverse d’un nombre strictement positif est 

1 3 

encore strictement positif, on a — >0, puis — > 0, et enfin 

Un Un 

3 

h 2 > 2, done u n+ i > 2 > 0. Done P„+ 1 est vraie. 

u n 

Conclusion : Par recurrence, on a bien que P„ est vraie pour 
tout entier naturel n, ce qui permet de justifier que la suite 
(iin)neN existe. 


Remarque - Ceci permet alors de considerer la suite 

ll n + 1 

definie par v n = . Un calcul rapide demontre que ( v„)„ £ n 

ii„ - 3 

est une suite geometrique de raison -3, ce qui permet de don- 
ner une expression de v„ en fonction de n, puis d’en deduire une 
expression de u n . 


(a, b) £ E 2 = E X E, 

{ a 1 6 P(E), 

(a,{b\)e ExP(E), 

({«}, |bl) 6 P{Ef = P(E) x P(E), 

{{a},{b}} eP(P{E)\ 

(a, E)e Ex P(E). 

« A est inclus dans B » est I’assertion 
« Vx e A, x e B ». 

Sa negation est done 

« 3x e A | x i B », 
cela traduit « A n’est pas inclus dans B ». 

« A est inclus dans B » se traduit par 

« Vv 6 A, x i B ». 

On a seulement demontre que 1" image est incluse 
dans le cercle, mais pas la reciproque ... Done la demonstration 
est incomplete : on n’a pas demontre une egalite d'ensembles, 
seulement une inclusion. 
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CORRIGES 


Ensembles et applications 


D'ailleurs l’enonce est faux : aucun t reel ne donne le point de 
coordonnees (—1,0). De plus, on a toujours y > 0, done l’image 
de 1" application consideree est au plus le demi-cercle superieur 
prive de (—1,0) (on peut demontrer (en utilisant le theoreme des 
valeurs intermediaries) que l’image de l’application est exacte- 
ment le demi-cercle superieur prive de (—1,0)). 


2.32 


• Demontrons A = (A n B) U (A n B) de deux fagons differentes : 

■4 Premiere methode, via la definition : A n B et A n B sont 
des parties de A done : 

(A n B) U (A n B) c A. 

Soit maintenant x e A. Si x 6 B alors x £ An B, sinon x e B et 
done x e A n B. Dans tous les cas x 6 (A n B) U (A n B) done 
A c (A n B) U (A n B). D’ou l’egalite. 

■4 Deuxieme methode, via les proprietes des unions et inter- 
sections :£ = SUS, puis A = A n E = A n (6 U B), et il suffit 
alors d'utiliser la distributivite de 1" intersection par rapport a 
l'union pour dire A n (B U B) = (A n B) U (A n B). 

• Demontrons A = (A U B) n (A U B) : on pourrait le faire par 
l’une ou F autre des methodes precedentes, mais on va presenter 
d’autres methodes. 

■4 Premiere methode, via les lois de Morgan, en utilisant le 
resultat precedent (applique a A) : A = (AflB)U(AnB) puis on 
considere les complementaires : A = A = (A n B) U (A n B). 
Les lois de Morgan permettent alors de conclure, puisque 

(A n b) u (A n b) = (A n b) n (A n b) 

= (A U B) n (A U B) = (A U B) n (A U B) 

*4 Deuxieme methode, via les fonctions indicatrices : Iaub = 
1a + 1b — 1a la et 

Iaub = 1a + 1b — IaIb 

= 1a + (1 - 1b) - 1a(1 - 1b) = 1 - 1b + 1a 1b 

Comme Ixnr = Ix-ly, en utilisant que = 1* (car ne 
prend que deux valeurs, 0 et 1, et que 0 2 = 0, l 2 = 1), on a 

(1a + 1b _ 1a1b)(1 - 1b + 1a 1b) 

1a + 1b _ IaIb _ IbIa _ l| 

+ 1a1j + 1a 1b + 1a 11 _ 1a 1| 

1a + 1b — IaIb — IbIa - 1b 
+ 1a1b + IaIb + IaIb ~ IaIb 
1a 

1a, ce qui donne bien l’egalite voulue : 


2.33 


1) Remarquons que A U X c E est toujours vrai puisque A et X 
sont inclus dans E. 


l(AUB)n(AuB) ~ 


Done l(AuB)n(AUB) - 

(A U B) n (A U B) = 


II suffit done de caracteriser les X c E tels que E c A U X. 
Comme E = A U A, on veut done (A U A) c A U X, ce qui est 
equivalent a dire A c (A U X). Puis, comme A n A = 0, on a 
A c (A U X) si et seulement si A c X. 


Done 


A U X = E si et seulement si A c X 


2) Remarquons que par construction. A n X c X. Done, si 
A = A n X, alors AcL 


Reciproquement, si A c X, alors A c A fi X (puisque tout ele- 
ment de A est bien a la fois dans A et X), et comme AflXcA 
est toujours vrai, on a bien A = An X. 


Done 


A n X = A si et seulement si A c X 


3) C’est le « symetrique » de la question precedente : 


A U X = A si et seulement si A U X = A. Or, les lois de Morgan 
donnent A UX = AnX. Done A U X = A si et seulement si 
A n X = A. La question 2 s’applique, et donne alors A U X = A 
si et seulement si A c X. Or, AcXttXcA, done : 


| A U X = A si et seulement si X c y4| . 

4) C'est le « symetrique » de la premiere question. 


AflI = 0«AnL = 0. Comme 0 = E et A n X = A U X, on 
aAnI = 0«AUX = £. La premiere question donne alors 


AflX = ieAcX. Comme A = A, et que A c X « X c A, 
on a : I 


A n X = 0 si et seulement si X c A 


Ce sont toutes des applications E — » F, il faut done 
donner F image de chaque element de E pour donner F applica- 
tion. Listons-les : 


1) /i(l) = /i(2) = a (F application constante egale a a), qui 
n'est pas injective puisque /i(l) = /i(2), ni surjective car 
fi(x) = b n’a pas de solution. 

2) fiW = / 2 (2) = b (F application constante egale a b), qui 
n’est pas injective, ni surjective. 

3) /3(F) = a et M2) = b, qui est injective (car a + b, done 
/ 3 ( 1) t- M2)) et surjective (car 1 est un antecedent de a par / 3 , 
et 2 de b). Done / 3 est bijective. 

Son application reciproque est definie de F dans E par M l (a) = 

I et M'(b) = 2. 

4) /t(l) = b et M2) = a, qui est bijective, son application reci- 
proque etant definie de F dans E par M\a) = 2 et / 4 _1 (b) = L 

II n’y a pas d'autre application. 


2.35 


1) cj n’est pas injective, car (par exemple), 


g{ 2) = 1 = g{ l) 


mais 2^1. 


g est surjective, car Vp 6 N, 2p est un entier pair, done 

2 p 

g(2p) = — = p, et done Fequation g(n) = p admet au moins 
la solution 2 p. 
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Ensembles et applications 


CORRIGES 


Comme g n’est pas injective, g ne peut pas etre bijective. 

2) -4 / est injective, car V(/r, ri) e N 2 , /(«) = /(«') => 2/7 = 
2 n' , et comme 2/7 = 2/7' => rz = //', on a bien /(//) = /(/?') => 
/; = //'. 

/ n’est pas surjective, car pour tout entier n, f(n) est un entier 
pair, done (par exemple) l’equation f(n) = 1 n"a pas de solution 
(mais 1 6 N et N est l’espace d’arrivee de /). 

Par consequent, / n’est pas bijective non plus. 

•4 V/7 6 N, 


g o f(n) = g(f(n)) = g(2n) = — = n = Id N (n), 

done go f = Mn, done g o f est bijective (alors que ni / ni g 
ne sont bijectives !). 

-4 V/7 6 N, 


/ ° g(n) = fig(n)) 
= 2 g(n) 


= 2 


- si n est pair 
|/7 si n est impair 
n si 77 est pair 
2// si 77 est impair 


Done par exemple, / o g(2) = 2 = / o g(l) (ce qui n’est pas 
surprenant, puisque 1’on a remarque a la question precedente 
que g(2) = g{ 1)) et done fog n’est pas injective. 

Puis, V/7 6 N, / o g(n) est un entier pair (e’est n si n est pair, 2/7 
si /7 impair), done l’equation / o g(n) = 1 n’a pas de solution 
(ce qui n’est pas surprenant non plus, car 1’ equation f(k) = 1 
n’avait deja pas de solution), done fog n’est pas surjective. 

Done / o g est ni injective, ni surjective, a fortiori ni bijective. 


2.36 


1) / est injective, car Vrt, k') 6 N 2 , si on a 2k + 1 = 2 k' + 1, 
alors k = k', mais pas surjective, car 2 6 N* (domaine d’ar- 
rivee de /), mais f(k ) = 2 n’a pas de solution k 6 N (car 

f(k) = 2 <=> k = -). Done / n’est pas bijective non plus. 


2) g est bien definie, car l’expression 


2 + x 

3 - x 


a du sens pour 


x e 


si et seulement si x t 3. De plus, pour x e 
2 + x 

l’expression est un element de R \ { — 1 }, car 


\ (3|, 


2 + x 

= -1 <=> 2 + x = -(3 - x) 

3 - x 

« 2 = -3 


ce qui est impossible. 


Regardons maintenant si g est bijective : soit y 6 R \ { — 1 }, 
resol vons g{x) = y pour x e R \ {3} : 

2 + x 

g(x) = y » j— - = y 

o 2 + x = (3 - x)y 
<t=> x( l + y) = 3y -2 
3y-2 

<t=> a: = car // V - 1 

//+ 1 


On vient done de prouver que l’equation = 

3 - x 

y t - 1 admet une et une seule solution reelle, x = 


(done g est au moins injective). II reste a voir quelles 
valeurs de y qui font que la solution trouvee soit dans 
Or 

~ y , T = 3 » 3y - 2 = 3(7/ + 1) 

7/ + 1 

o-2 = 3 


y pour 
37/ -2 

y+ 1 
sont les 
R\|3). 


ce qui est impossible. Done pour tout reel y 
R\{3). 


* 


1 3y ~ 2 
y + 1 


e 


Par consequent, l’equation g(x) = y pour y 
x e R \ {3} a une et une seule solution, done 
et son application reciproque est 


6 R \ { — 1} avec 
g est bijective , 



R\{3) 

cr\y) = 


3T/-2 
y+ 1 


3) h est bien definie car V.y 6 R, XT’ + x + 1 >0 (le discriminant 
de ce trinome est strictement negatif). 

h n’est surement pas surjective, puisqu’une racine carree est 
toujours positive, done pour tout reel x, h(x) > 0, done h(x) = y 
n’a pas de solution pour y < 0. 

Soit y > 0, resolvons done l’equation h(x) = y avec x £ R : 
comme ce sont deux nombres positifs, ils sont egaux si et seule- 
ment si leurs carres sont egaux. Done 

h(x) = 7/oy 2 + y+1 = // 2 

o x 2 + x + (1 - y 2 ) = 0 

Resolvons done cette equation polynomiale du second degre en 
x (ici y est considere comme un parametre) : son discriminant 
est 

l 2 - 4 x 1 x (1 - t/ 2 ) = Ay 2 - 3, 

il est positif si et seulement si i f > e’est a dire \y\ > 

Done l’equation h(x) = y pour y > 0 n’a des solutions que si 

^3 

y > , et ce sont alors 

a 2 


x+ 


-i+ Vv 


et 


2 
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CORRIGES 


Ensembles et applications 


-i - Vv 


V3 1 

Si z/ > — alors x+ t (car x+ > — — > *_), done l'equation 
/z(.v) = 1 / admet deux solutions. Done /z n’est pas injective. 

Remarque - Par contre, ce que l’on a calcule permet de dire 
que 


h + : 


1 

, +oo 

2 


V3 


, +oo 


[ x i-> V^TTTT 
est bijective, de bijection reciproque 


h~J 


[Vi 


1 

, +oo 

2 

— > 

, +O0 

2 


-i + 


Done si y t] - 1, 1[, l’equation k(x) = y n’a pas de solutions 
reelles. 

1 +y\ 


Et si z/ e] — 1, 1[, k{x) = y « x = in 
qu’une solution. 

Done 


k est injective 


i -y 

, mais pas surjective. 


done il n’y a 


Remarque -Par contre, k induit une bijection de Rsur ] — 1 , 1[, 
dont la bijection reciproque est 



in 


1 + y 

1 -V 


5) Soit (a, b) 6 R 2 , resolvons l’equation f(x,y) = (a, b) pour 
( x , y) 6 R 2 : 


De me me. 


h- 


1 

— oo, 

2 


V3 


, +oo 


x i — > y/x 2 + * + l 

est bijective, de bijection reciproque 


rvs 


1 

, +oo 

2 


— oo, 

2 


y 


-1- V4i^3 


4) k est bien definie puisque l’expression e x + 1 ne s’annule 
jamais pour x e R. 

Soit jeR, resolvons k{x) = y : 

e x - I 


fc(.r) = z/ <=> 


: i/ 


+ 1 

<=> e x - I = y(e x + 1) 

« e x (l - y)=l+y 

II faut done distinguer deux cas : 

• si y = 1, on a alors k(x ) = 1 <=> 0 = 2, done il n’y a pas de 
solution, done k non surjective. 

1 +y 


si y t 1, k{x) = 1 <=> e x 


i -y' 


1 + y 

Or cette derniere equation n’a de solutions que si > 0 

1 -y 

(puisque e x > 0 pour tout reel x). Le tableau de signe de 
est : 


1 + 1 / 
1 - 1 / 


1/ 

— oo —1 1 +00 

1 +1 / 

( 

) + 

+ 

1-1 / 

+ 

+ ( 

) 

i +y 



( 

) + 

- 


i(x, y) = (a, b) (x + 3y, x + y) = (a, b) 


x + 3y = a 
x + y = b 

2y = a — b 
x + y = b 

a - b 

y : 


2 

3b - a 


Done V(a, b) 6 R 2 , l’equation £{x,y) = {a, b) admet une et 

, , . . x / 3b - a a - b 

une seule solution (x,y) 6 R , qui est (x, y) 


Done 


plication 


C est une bijection , et sa bijection reciproque est 1’ ap- 


3b - a a - b 


(a, b) 


D n’est pas injective : si pour a s R, on note 
f a : R — » R 1’ application constante egale a a (pour tout reel 
x, fa(x) = a), alors f, est bien derivable et sa derivee est nulle, 
done f a eEet D(f a ) = fo. Done /o a plusieurs antecedents par 
D (toute application f a pour a 6 R), done D ne peut pas etre 
injective. 

D n’est pas surjective : toute image par D d'un element de E 
est une application continue de R dans R, or dans F il existe 
des applications non continues sur R (par exemple, / : R —* R 
(f(x) = -1 si x < 0 

definie par < ), done de telles applications 

\f(x) =1 si x > 0 

ne peuvent etre 1’ image par D d’un element de E, done D ne 
peut pas etre surjective. 
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Ensembles et applications 


CORRIGES 


En vertu d’un theoreme du cours, il suffit de de- 
montrer que T a o T_ a - Id £ et T_ a o T a = Id £ . 

On cherche done a demontrer T a o T_ a = Id £ , une egalite entre 
deux applications definies sur E. Soit done / 6 E quelconque. 
A-t-on 

T a ° T_ a (f) = Id £ (/), 

e’est-a-dire T a (T_ a ifj) = / ? 

La encore, on veut une egalite entre deux applications, definies 
cette fois-ci sur R. Soit done x 6 R. A-t’on 


T a (T_ a (f ))(x) = f(x) ? 


Par definition, 

T a (T-aif))ix) = T_ a (J)ix + d) 

= f((x + a)~ a) = fix ) 

Cette egalite etant vraie pour tour reel x, on en deduit bien que 
Ta(T- a if)) = /. 

Cette nouvelle egalite etant vraie pour toute fonction / e E, on 
en deduit bien que T a ° T_ a = Id £ . 

L' egalite precedente etant valable pour tout reel a, il suffit de 
poser b = -a et de Pappliquer pour b, ce qui donne T_ a o T a = 
Id £ . Done T a est bijective, de bijection reciproque 7L a . 

Remarque - On a de maniere plus generale, pour (a, b) 6 R 2 , 
T a °Tb = T a +b et To = Id £ . 


2.39 


1) Pour tout (A, x') 6 E 2 , si g o fix) = g o fix’), 

• alors gifix)) = g(fix')), 

• done fix) = fix') car g est injective, 

• et done x = x’ car / est injective. 

Done on a bien demontre que V(jc, x') 6 E 2 , si g o fix) = 
go fix'), alors x = x', soit : V(x, x') 6 E 2 , go fix) = go fix') =t> 
x = x', e’est a dire go f injective. 

2) Quel que soit z € G, 

• comme g est surjective il existe y 6 F avec giy) = z, 

• et comme / est surjective, il existe x € E avec y = fix), 

• done gifix)) = giy) = z. 

Done on a bien demontre que pour tout z 6 G, il existe x G E 
avec gifix)) = z, done g o f est surjective. 

3) On a toujours 

V(x,x') s E 2 , fix) = fix') =t> gifix)) = gifix')), 
et, si on suppose go f injective, on a alors 


gifix)) = gifix')) => x = x'. 


done 

V(jc, x') 6 E 2 , fix) = fix') => X = x' , 
done / est injective. 

4) Si g o f est surjective alors pour tout z € G, il existe x G E 
avec 

z = g ° fix) = 0 (/(a»> 

done y = /(A) 6 F verifie bien 

giy ) = z- 

Done on a bien Vz 6 G, 3^ 6 F \ giy) = z, done g est surjective. 

5) On veut demontrer une equivalence, done deux implications. 

• Demontrons => : supposons done g injective, on cherche a 
demontrer que g o f est injective. 

Or, on sait que / est bijective, done injective. Done, d’apres le 
premier point de l’exercice, comme g et / sont injectives, on a 
bien que g o f est injective. 

• Demontrons <t= : supposons done go f injective, on cherche 
a demontrer que g est injective. 

Or, / est bijective, done si f~ l designe sa bijection reciproque, 
on a 

/ ° r ] = id £ , 


done 

g = g o Id f = g o if o /“') = ig o f) o f~\ 

Comme f~ 2 est bijective, elle est injective, et comme g o f est 
injective par hypothese, toujours d'apres le premier point de 
1’exercice, on a bien que ig o f) o f^ 1 = g est injective. 

6 ) • Demontrons => : supposons done g surjective, on cherche 
a demontrer que g o f est surjective. 

Or, on sait que / est bijective, done surjective. Done, d’apres 
le deuxieme point de l’exercice, comme g et / sont surjectives, 
on a bien que g o f est surjective. 

• Demontrons <= : supposons done go f surjective, on cherche 
a demontrer que g est surjective. 

Comme precedemment, on a 

g = igof)of l . 

Comme f~ l est bijective, elle est surjective, et comme g o f est 
surjective par hypothese, toujours d'apres le deuxieme point de 
l'exercice, on a bien que ig o f) o f = g est surjective. 

Remarque - Les deux dernieres questions de cet exercice ont 
une version analogue ou Ton suppose g bijective, et ou l’on de- 
montre que g o f est injective/surjective si et seulement si / est 
inj ective/surj ec ti ve . 
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Introduction 

Les nombres complexes furent inventes au XVI eme siecle, afin de resoudre des 
equations polynomiales du troisieme puis du quatrieme degre (formules assez com- 
pliquees, que nous ne verrons pas). Le theoreme principal liant complexes et poly- 
nomes (le theoreme de d’ Alembert-Gauss) sera enonce au chapitre 4. 

Dans ce chapitre, nous presenterons les formes algebrique et trigonometrique d’un 
complexe (ce qui sera 1’ occasion de faire des rappels sur les formules trigonome- 
triques), et chercherons a resoudre des equations polynomiales d’un type parti- 
culier (equation du second degre a coefficient complexe ou racines n-i ernes d’un 
complexe). 


Prerequis 

Aucun. 


Objectifs 

• Exprimer un nombre complexe sous forme algebrique ou trigonometrique. 

• Savoir utiliser les formules d’ Euler et de de Moivre. 

• Calculer les racines /i-iemes d’un complexe sous forme trigonometrique. 

• Resoudre des equations du second degre complexes. 


3.1 Froprietee fcmdamentales 

3.1.1 L’ensemble des nombres complexes 

Definition - Nombre complexe 

Un nombre complexe z est la donnee d’un couple de reels (a, b ), presente sous la forme 
z = a + ib. On dit alors qu’il est sous forme algebrique. 

On note C l’ensemble des nombres complexes. On identifie le reel x au complexe x + i. 0, 
ce qui permet de voir R comme un sous-ensemble de C. 

Remarques 

1. L’ecriture d’un complexe z sous la forme a + ib est unique par construction : si a + ib = 
c + id ou a, h, c et d sont des nombres reels, alors a = c et b - d. 
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Beaucoup de proprietes de 
calcul sont les memes pour 
les complexes que pour les 
reels. Cependant : il n'y a 
pas d'ordre naturel sur les 
nombres complexes. On 
n'ecrira done JAMAIS z > 0 
(par exemple) si z est un 
complexe non reel. 


2. En particulier, si a + ib = 0 ou a et b sont des nombres reels, alors a - b = 0. 

3. Soit (a, b) e K 2 et z — ci + ib, alors a = Re(z) est appele partie reelle de z, et b = Im(z) 

partie imaginaire. 

Les nombres complexes de partie reelle nulle sont dits imaginaires purs. 

Definition - Operations sur les complexes 

Soit z = a + ib et z' = a' + ib’ deux complexes (avec (a, b, a', b') e R 4 ). On definit une 
addition et une multiplication sur les nombres complexes par : 

z + Z — (a + a ) + i(b + b') et z.z! = ( aa - bb') + i(ab' + a'b) 


Remarques 

1. La formule donnant la multiplication est obtenue en developpant de maniere classique 
le produit z.z! = (a + ib)(a + ib'), avec la regie r = - 1 . 

2. Les regies de calcul (factorisation, developpement, binome de Newton ...) sont alors 
les memes que pour les nombres reels, en tenant compte du fait que r = — 1. 

Exemples 

1. i 2 = -1, i 3 = -i, i 4 = 1. Done, pour n e N, on a i 4 " = 1, i 4 " +1 = i, i 4n+2 = -1 et 
i 4n+3 = -i. 

2. Soit z = 2-3i alors Re(z) = 2 et Im(z) = -3. 

3. Si w — (1 + 2i)(3 - i) alors on developpe : w = 5 + 5/ et Re(w) = Im(u;) = 5. II 
est imperatif de revenir sur Lecriture algebrique pour obtenir les parties reelle et 
imaginaire. 


r, Cl b 

Proposition - Si z ± 0, z — a + ib avec (a, b ) e R-, alors z! — — — —7 - i— r — —r verifie 

a z + b z a~ + b z 

zz! = 1. Done tout complexe z non nul a un inverse, que Von note — ou z _1 (au lieu de 

Z 

z'). 


Remarque - On definit alors pour zi ^ 0 le quotient — = z\ x — . Les regies de 

Z2 Z2 

calcul pour cette division sont les memes que pour les nombres reels. Notamment les 
formules sur les puissances entieres (positives ou negatives) restent vraies, puisqu’elles 
ne traduisent que des proprietes de la multiplication ou de la division qui restent vraies 
pour les complexes (e’est faux pour les puissances non entieres). 

Exemples 

1 . r 1 = -i. 

1 2 3 

2, Soit z = 2 + 3 i, alors - = — - i— . 

z 13 13 
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3.1.2 Conjugue d’ un comp lexe 

Definition - Conjugue d’un nombre eomplexe 

Soit z — a + ib un eomplexe (avec (a, b) e K 2 ). On appelle eomplexe conjugue de z, et 
on note z, le eomplexe z = a - ib. 

Exemples 

1. Le conjugue de 2 - 3 i est 2 + 3 i. 

2. On a aussi 2i — 1 = —2 i - 1 : la partie imaginaire, habituellement ecrite en se- 
conde position, est avant tout le terme comportant le i, et e’est ce terme que la 
conjugaison change en son oppose. 


Theoremt - Pour tout (z, z') e C 2 , on a 

z + z! = z + z! , z.t = z-z’ et z - z. 

Si de plus z! 4- 0, alors (— ) = =. 

\z'J z! 


Proposition - Soitzt C, alors : 

1. z est reel si et seulement si z = Z- 

2. z est imaginaire pur si et seulement si z — — z. 

3. z + z - 2Re(z) et z~z = 2;'Im(z). 


Exemple 

_ z+ 1 

Soit zeC verifiant zz — 1 (done z + 0) et z 4 1. Alors i e R. En efFet, 

z- 1 


.z + 1 

i 

z- 1 


.z + 1 .z z + 1 .zz + z 

-l- = -1-- = —l— 

z — 1 zz-1 zz - z 


. 1 + z .z + 1 

-1 = / 

1 -z z- 1 


Done | i- | = i- , ce qui donne bien que i- est un reel. 

z — 1 / z — 1 z-1 


3.1.3 Module d’un eomplexe 

Definition - Module d’un nombre eomplexe 

Soit z = a + ib e C (avec (a, b) e K 2 ). On appelle module de z et on note |z|, le reel positif 
ou nul |z| = VEz = Va 2 + b 2 . 
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Exemples 

1. Le module de 2 + 3 i est V2 2 + 3 2 = V"f3. 

2. Pour tout reel x, \ cos(x) + i sin(x)| = -y/cos^xj^i-^iuO^ = 1 . 
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Remarques 

1. Lorsque z. - a + i . 0 est un reel, le module de z coincide avec la valeur absolue de z : 
Vo 2 - [ fl | si a e R. 

2. II est souvent plus facile de travailler avec le module eleve au carre, puisque z| 2 = z.Z 
s’ecrit sans racine carree, et la conjugaison preserve les operations. 



Theorems - Inegalite triangulaire 

Soit (z„ z') G C 2 , on a alors T inegalite triangulaire : 

|kl - k'l| < Iz + z'l < kl + k'l 


Demonstration 

• Montrons k + z'l < kl + \z!\- On a : 

k + k| 2 = (z + z')(z + z') = (z + z , )(z + z') 

- zz + zzf + zz' + z'z' = kl 2 + 2Re(zz') + Iz'l 2 

Or Re(zz') < \zj!\ done |z + z' I 2 < kl 2 + 2|zz'| + Iz'l 2 = (|z| + k'l) 2 - 
D’ou |z + z'| < |z| + Iz'l, les deux quantites etant positives. 

• Montrons ||z| - Iz'l! < |z + z'l- 

En appliquant ce qui precede a |z| = |(z + z') — z'l, il vient : 

Izl ^ lz + z'l + I - z'l = |z + z'l + Iz'l 

done |zl - k'l ^ Iz + z'l- 

De meme |z'l - kl ^ k' + z| = |z + z'l, d’ou ||z| - |z'l| < k + z'l- ■ 

3.2 Forme trigonometrique d’un comp lexe 

3.2.1 Argument d’un nombre complexe 

Definition - Argument d’un nombre complexe 

Soit z = a + ib un nombre complexe non nul. Dans le plan muni du repere orthonorme 
usuel (D, et , et), on considere le point M de coordonnees (a, b) ; z est appele affixe de M. 
On appelle argument du complexe z, et on note arg(z), toute mesure de Tangle oriente 

(et, OM). 
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Remarques 

1. Un argument est done defini a 2kn pres, avec k e Z. 

2. Le module de z est egal a la longueur OM. 


Proposition - 

Soit z — a + ib un nombre complexe non nul (avec (a, b) e R 2 ) et 8 un 

reel. Alors 8 est 

un argument de z si et seulement si : 



a 

cos G — et sin G — 

b 


s/a 2 + b 2 

s/a 2 + b 2 

En particular, on a : z — |z|(cos 8 + i sin 8). 



Methode 1 Determiner un argument d'un complexe 

Pour trouver un argument d’un complexe non nul qui est sous forme algebrique z — a + ib (avec 
(a, b) e K 2 ), on calcule \z\, puis on cherche parmi les valeurs connues si on trouve un 8 verifiant 

cos(0) = et sin(0) = — . 

Izl Izl 

Exemple d'application 

Soit z = - 1 + i sf3, cherchons un argument 8 de z. 

Solution 

Tout d’abord, calculons son module : |z| = -\/(- 1 ) 2 + 3 = 2. On cherche done un 8 verifiant cos(0) = 

- 1 V3 2 n 2 n r 

— et stn(0) = . 8 - — convient. Done — est un argument de - 1 + i V3. 

2 2 3 3 


Theoreme - Deux nombres complexes non nuls sont egaux si et seulement si leurs 
modules sont egaux et leurs arguments egaux a 2kn pres (pour un certain entier k e Z). 


3.2.2 Notation exponentielle. Forme trigonometrique 

Proposition - Definition - Exponentielle complexe 

Soit 8 un reel. On note : e' e = cos 8 + i sin 8. 

e lS est un complexe de module 1, 8 en est un argument. De plus, tout complexe de module 
1 peut se mettre sous cette forme. 
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Remarque - On note que la 
connaissance des valeurs par- 
ticulieres de cos et sin est pri- 
mordiale pour passer de la 
forme algebrique a celle trigo- 
nometrique. 


Exemples 

I I. e i0 = 1, e'i = i, e in = -1. 

2, Pour tout (8, k) e R x Z : e l{e+2kn> = e ie . 

Les formules trigonometriques donnent : 

Proposition - Pour tons 6 et ff reels, on a e l8 .e l8 ' — e ,(8+8 > . 
En particulier, on a : 

Theoremt - Formule de de Moivre 

Pour tous 9 € R et n e Z, on a : (e' 8 )" = e m8 c’est-a-dire : 

(cos 6 + i sin 6) n = cos fid) + i sin (n9) 


Proposition - Soient 6 et ff deux reels, alors : 


e is = e~ ie , 


e i(S+S') _ e i0 e W 




Proposition - Definition - Forme trigonometrique 

Soit z un nombre complexe non nul, p son module et 8 un argument de Z- Alors z — pe' 9 , 
et cette forme de z, est appelee forme trigonometrique (ou forme exponentielle). 


Proposition - Si un complexe non nul z s’ecrit sous la forme z, — pe ,e avec p € Ft* et 
6 e R alors p est le module de z et 6 en est un argument. 


Exemples 

1. Une forme trigonometrique de z - 1 + i : |z| = Vl 2 + l 2 = V2, et si 8 = arg(z), 

on cherche 8 tel que cos(0) = — L2 - e t sin(0) = — — = , done 8 — — 

kl V2 \z\ V2 4 

convient, et done 1 + i — s/le 1 * . 

2. Une forme trigonometrique de -2 est 2e m . 

3. Une forme trigonometrique de z = 3 ie‘% : on a / = e‘%, done z — 3e l %e'% = 
3e ! (l + f) = 3e'x . Comme 3 est un reel positif, e’est bien une forme trigonome- 
trique de z. 


Proposition - Si z = pe ,e et z! = p'e 10 sont deux complexes non nuls sous forme 
trigonometrique, alors les complexes donnes par les formules suivantes le sont aussi : 


/ / i(0+ ff) Z P ite-ff) - -w 

zz = pp e , — = — e , z-pe 

z p 


■ p n e mB (pour n e 
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Remarque - Un complexe s’ecrit done sous deux formes : forme algebrique ou forme 
trigonometrique. II vaut mieux utiliser : 

. la forme algebrique pour faire des sommes, 

. la forme trigonometrique pour faire des produits, quotients et puissance. 

Theorems - Fortuities d’Euler 

e ‘S + e ~iS giS _ g-W 

Pour tout 6 e R, on a : cos ( 6 ) et sin(0) = . 

2 2 i 

Definition - Linearisation 

Lineariser une expression trigonometrique, e’est f exprimer comme combinaison li- 
neaire de sin(x), sin(2x), sin(3x), .... 1, cos(x), cos(2x), cos(3x), 


Methode 2 Lineariser 


Pour lineariser un produit (en particulier une puissance) de cos et/ou de sin, on remplace les cos et les 
sin par des exponentielles complexes a l’aide des formules d’Euler, puis on developpe au maximum 
(notamment a l’aide de la formule du binome de Newton), et enfin on regroupe les termes e ,B avec 
e lf1 pour reutiliser les formules d’Euler. 

Exemples d'application 

1 Linearisons cos 3 (0) : 


cos 3 (9) = 


e w + g -ie ' 3 


= ^ ((e w ) 3 + 3(e w ) 2 e~ ie + 3e w (e-‘ e ) 2 + (e w ) 3 ) 

= he 136 + e~ m + 3(e w + e - ie )) 

0 

1 1 3 

= -(2cos(30) + 6cos(0)) = — cos(30) + — cos(0) 

8 4 4 


2. Linearisons sin(x) cos z (x), pour en deduire la valeur de | sin(x) cos (x)&x : 

~—ix \ ^ 


n 

r ■ 

• I sir 
Jo 


sin(x) cos 2 (x) = 


e - e 


2 i 


1 


e + e 


= —(e ,x - e~ ix )(e i2x + 2 + e~' 2x ) 
8 i 

= —(e‘ 3x - e~ i3x + e ix - e~ ix ) 

8 i 


= —(2 i sin(3x) + 2 i sin(x)) 
8 1 

- — sin(3x) + - sin(x) 


Comme une primitive de x e 


sin(nx) est x e 


n 

r 


sin(x)“ cos(x)dx = 


cos(3x) cos(x) 


12 


cos (nx) 


pour n + 0, on a 
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3.2.3 

Cette formule permet 
(par exemple), connaissant 
cos(x), de deduire sin(x) 
au signe pres, p uisque 
|sin(x)| = - cos 2 (x). Pour 

determiner completement 
sin(x), il faut faire une etude 
de signe. 


Application aux formules trigonometriejues 

Rappelons la premiere formule trigonometrique : 

cos 2 + sin 2 = 1 

On en deduit entre autres que i x G R, | cos©) < 1 et | sin(jc)| < 1. 

Exemples 

1. cos^-^j = -^-(1 + V5), done sin^-^j = J 1 - -j^(l + V5) 2 = ^yj 10- 2 V5, 
mais comme - — e [ — tt, 0], sin^-— j < 0, done sin^-— j = — — yj 10-2 V5. 

2. sin^-jLj = V6- V2), done 

C ° S (l9b V 1 -^- = + V3 


on a cos 


( — ) > 0, done cos ( — ) = - J 2 + V3 (on a aussi 

\ 12/ l 12/ 2 ' 

’egalite cos j = ^(V6 + ^ ) • 


Comme — e 
12 




Les formules avec les exponentielles complexes permettent de retrouver rapidement les 
autres formules de trigonometrie : 

■4 Les formules d’addition 

Soit (a, b) e R 2 , alors e‘ (a+b) = e m .e ,b , or e ,(a+b ) = cos (a + b) + isin(a + b) et e m .e lb = 
( cos(fl) + i sin(fl)).( cos (b) + i sin(£>)), done en developpant ce produit, on a : 

cos(<7 + b) + i sin(fl + /?) = ( cos(fl) cos (b) - sin(a) sin(Zt)) + i( cos (a) sin(£>) + sin(a) cos (b)) 

et en identifiant les parties reelles et imaginaires, on retrouve les formules d’addition : 

cos(a + b) - cos (a) cos {b) - sin(a) sin(fc) 
et 

sin(<7 + b) — cos (a) sin(£>) + sin(a) cos (b) 

En particulier, si a - b, on a les formules de duplication : 


cos(2a) = cos 2 (a) - sin 2 (a) et 

Remarque - En utilisant que cos 2 («) + sin 2 (a) = 1, on peut egalement ecrire cos(2«) = 
2cos 2 (a) -1 = 1-2 sin 2 (fl). 

■4 Angle moitie et formules de transformation somme/produit 

Pour simplifier une expression du type e m + e' h , on utilise la technique de « 1’ angle moi- 
tie », e’est a dire que Ton met en facteur e‘~ : 


sin(2a) = 2 sin(a) cos(a) 


69 




3 


COURS & METHODES 


Nombres complexes 


in ih i a+b ( i a ~ b —i a ~ b \ _ l & b \ : a+b 

' + . =.■(.. + . -) = 2C0S(— ).-» 

En identifiant alors parties reelles et parties imaginaires, on obtient les formules de trans- 
formation somme/produit : 


cos (a) + cos (b) = 2 cos 
sin(a) + sin(fo) = 2 cos 


a — b 
2 

a — b 


cos 


a + b 
2 

a + b 


et 


La meme technique appliquee a e m - e' h permet de retrouverles formules donnant cos(a)— 
cos ib) et sin(a) - sin(fc) : 


cos(a) - cos (b) = -2 sin 
sin(a) - sin(i>) = 2 cos 


a + b\ / a — b 
sin 


et 


/a + b' 

sin 

a - b\ 

l 2 J 


2 ) 


-> Angles a connaitre : 


6 

0 

7T 

6 

71 

4 

71 

3 

71 

2 

71 

cos(0) 

1 

V3 

2 

V2 

2 

1 

2 

0 

-1 

sin(0) 

0 

1 

2 

V2 

2 

V3 

2 

1 

0 


3.3 Equations dans C 

3.3.1 Racines n - iemes de I’unite 

Definition - Racines n-iemes de l’unite 

Soit n e N*. On appelle racine it-ieme de l’unite tout complexe z verifiant z n = 1. 
Theoremt - Soit n e N*. II existe exactement n racines n-iemes de 1’ unite distinctes, 

• 2kn 

ce sont les complexes de la forme ^ = e » ou k e {0, . . . , n — 1}. 

Exemples 

1. Les racines deuxiemes de 1’ unite sont 1 et -1. 

_ j . ..V , :2n 1 . ^[3 n jin 

Les racines troisiemes de 1 unite sont 1 , j = e * = v 1 et j = e * = 

_ 1 _ V3 = . 

2 1 2 J ' 

3. Les racines quatriemes de 1’ unite sont 1, i, -1 et -i. 
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On ne parlera JAMAIS de la ra- 
cine carree d'un nombre com- 
plexe non nul : en effet, il 
y a deux racines carrees, et 
aucune des deux n'est pri- 
vilegiee. Par consequent, on 
n'ecrira JAMAIS \[z ni zi 
lorsque z est n'est pas reel 
positif. 

Plus generalement, si z est un 
complexe non reel, z" n'a de 
signification que si r e Z : 
les puissances non entieres ne 
sont pas definies pour un com- 
plexe non reel. 




Remarque - On a & = (£\ t car e'' 2 '” = (e’»)\ f k 1 = & car 1 = \f k \ 2 = et 

r - 1 r 5,5. ilia. ; 2 jr , 

4 = £n-k car &£„_* = e » e' » = e ll7T = 1. 

Definition - Racines n-ieme 

Soit z e C et n e N*, on appelle racine n-ieme de z tout complexe Z verifiant Z" - z. 

Si n = 2, une racine deuxieme s’ appelle racine carree, et si n = 3, une racine troisieme 

s’ appelle racine cubique. 


Proposition - Soient n e N* et z g C* ecrit sous la forme trigonometrique z — pe' 6 . 
Alors z admet n racines n-iemes distinctes, ce sont les complexes de la forme 

Zk = i[pe^" » ) = <[pe 

oil k e {0, . . . , n — 1 ). 

En particulier, un nombre complexe non nul pe lS admet deux racines carrees distinctes : 

i— » i— » 

sjpe 2 et - s/pe 2 . 


Demonstration 

Remarquons que zo = - <fpe ' » verifie : z n Q = (i/p) n (<?'») = pe m « = pe‘ e - z. Puis, Z e C 
verifie Z" = z si et seulement si Z" = z”. Comrne z.o est non nul (car p + 0), on a 
(Z\ n Z" Z 

Z" — z <=> — = — = 1, done Z" = z <=> — est une racine n-ieme de l’unite, done 

\zol z n 0 zo 

l’un des f k pour k e {0, . . . , n - 1 ). On a done bien que Z" = z si et seulement s’il existe 
k e {0, . . . , n - 11 avec Z = zo'ft- ■ 


Exemples 

1 . Les racines quatriemes de z = -16 = 16e m sont zo = 2e't, zi = 2c't = ;V 0 , 
Z2 = 2c't = — z 0 et z 3 = 2 c't = -iz 0 . 

2. Determinons un complexe z verifiant (1 - i)z 5 = 1 : on cherche done une racine 

cinquieme de . Or, 1 - i = V2e~'L done = e'L Done z = 2~ike'5f> 

l-i 1 ~ i V2 

convient (les autres valeurs sont celles obtenues en multipliant z par les racines 
cinquiemes de 1’unite). 


Remarque - L’ecriture algebrique peut etre utilisee pour le calcul de racines carrees. 
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Methode 3 Racine carree sous forme algebrique 

Soit z = a + ib un complexe (avec (a, b) e R 2 ). Pour determiner les racines carrees de z, on les cherche 
sous la forme x + iy, on ecrit le systeme obtenu en identifiant partie reelle et partie imaginaire dans 
F equation a + ib = (x + iy) 2 , et on rajoute l’equation |z| - \x+ iy \ 2 , autrement dit Va 2 + b 2 — x 2 + y 2 , 
au systeme, ce qui facilite grandement sa resolution. 

Exemple d'application 

Determinons les racines carree de 3 + 4 i. 

Solution 

posons z — x + iy une racine carree de 3 + 4i, alors z 2 - 3 + 4 i donne (x + iy) 2 — 3 + 4 i, soit 
(x 2 - y 2 ) + 2 ixy — 3 + 4 i. Comme 5 = |3 + 4i\ — \x + iy\ 2 = x 2 + y 2 , on obtient le systeme : 

(x 2 -y 2 = 3 
z 2 = 3 + 4/ o \x 2 +y 2 - 5 
I Ixy = 4 
( x 2 = 4 

T 2 = 2 

l xy = 2 
(x= ±2 
<=> < y = ±1 
( 2 xy = 1 

Les solutions sont done 2 + i et -2 - i (car 2 xy = 1, done x et y sont de meme signe). 


3.3.2 


Remarque - 6 est une quel- 
conque des deux racines car- 
rees de A (I'autre est - 6 ). At- 
tention a ne pas noter Va 
lorsque A n'est pas un reel po- 
sitif. 


/ f 

Equations du second degre 

Soit (a, b, c) e C 3 avec a ± 0. On considere l’equation (E) : az 2 +bz+c — 0 et on cherche 
ses eventuelles solutions complexes. On pose A = b 2 - 4 ac ; A est appele discriminant 
de P equation. On a done A 6 C. 

Theoreme 

bo 9 

Si A = 0, (£) admet une unique solution : zo — , et alors az~ + bz + c = a{z - zo) • 

2 a 

—b + 6 —b — 6 

Si A + 0, (E) admet deux solutions distinctes z i = et zx = ou 6 est un 

2 a 2 a 

nombre complexe verifiant 5 2 = A. On a alors az 2 + bz + c - a(z - Zi)(z - Zi). 
Corollaire - Lorsque a, b etc sont reels, on a A e R et : 

. Si A > 0, (E) admet deux solutions reelles distinctes (prendre par exemple 6 = VA). 

. Si A = 0, (E) admet une unique solution, qui est reelle. 

. Si A < 0, (E) admet deux solutions complexes conjuguees et distinctes (prendre par 
exemple 6 = i V-A). 
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Exemple 

Resolvons dans C F equation (E) : z 2 + 3(1 + i)z + 5/ = 0 : son discriminant A vaut 
A = 3 2 (1 + if -4x5 / = -2 i = 2e~^, done 6 = y/2e~‘* = fl[-^ - = 1 ~i 

verifie bien <f = A, et done les solutions de F equation (E) sont : 


V2 V2 


-3(1 + 0 + (1 - i) 


= - 1 - 2 i et 


-3(1 + /) -(1-0 


= -2 - /. 


Synthese 


Savoirs 

. La definition du module et de l’argument d’un com- 
plexe 

. L’ inegalite triangulaire 

. Les formules trigonometriques et les angles remar- 
quables 

Les formules liees a Fexponentielle complexe 

Savoir-faire 

. Mettre un complexe sous forme algebrique ou trigo- 
nometrique 

• Calculer les racines n-i ernes d’un complexe 

. Lineariser 

. Resoudre un trinome a coefficients complexes 

Mots-cles 

. Forme algebrique 

. Argument 

. Forme trigonometrique 

. Racines n-iemes 

. Module 

. Trigonometric 
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Tests de connaissances 

3.1 Resoudre pour z 6 C : 

3) -5e‘J est sous forme trigonometrique. 

f z + z = 2 

4) Soit z = -1, alors z = e~ l3n . 

3 

II 

5) Soit (r, r') 6 R 2 et ( 9,6 ') 6 R 2 , si re ,e = r'e l6 ' , alors 


r = r' et 6 = 6' modulo 2n. 

3.2 Donner la partie reelle de e 2+3 ‘. 

6) Soit 9 E R, alors (e' e ) _1 = 

. i ^ l n \ V2 . 

7) Soit p E Z, q E N non nul et 6 E R. Alors 

On salt que cos j = Utilisant une expression de 

.p0 P 

e‘<= (e' e )7. 

cos(2 a), en deduire cos ^ — j. 

8) 2 cos(0) = e iB + e~' e pour 6 e R. 

3.4 Donner la partie reelle de ( cos(S) + i sin(0)) 357 . 

9) 2 sin(0) = e' e - e~ ,e pour d E R. 

Quelle formule avez-vous utilisee ? 

10) L’ equation z 7 = 1 n’admet qu’une solution com- 

3.5 Denombrer et lister les solutions de az 2 + fiz + y = 0, 

plexe, 1. 

oil a E C, (j8,y) € C 2 , et z est la variable. 

3.7 Ou est l’erreur : 

3.6 Vrai ou faux ? 


1) Soit z = x + iy avec x et y complexes. Alors z = 0 => 

1 = VT= li = (e i2n ) 2 = e'¥ = e ,n = - 1 . 

X 

II 

II 

p 


2) |z + z'l = |z| + Iz'l pour (z.z') g C 2 . 

3.8 Soit c G C. Que signifie yfc ? 


Exercices d’ application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 76. 

■ Forme algebrique et trigonometrique d’un nombre 
complexe 

3.9 

Donner la partie reelle et la partie imaginaire de chacun des 
nombres complexes suivants : 


(1+2 if (1 + i) 3 

t 1 1 — 

2 + i 


1 


1+3; 

(1 + i)" 3 


a + i 

1 - ia 


3.10 

Ecrire sous forme algebrique les nombres complexes sui- 
vants : 


4e'T 6e Jl 

3.11 

Donner le module de : 

1) 1 + i, 

2) (3 + 2 if, 

3) (-1 + *)(— 3 + i)(-5 + i), 
7 


e -l T 3 e -'T e -'T 


4) 


5) — , 

1 + i 1 - i 

,.( 1 +/V3'| 

6) — j — | avec n E . 


3.12 * 

Ecrire sous forme trigonometrique les nombres complexes 
suivants : 


3.13 © 
Ecrire sou 
suivants : 


2 -5 

2 ( 

-i 

1 - i V3 + 3 

i 1 + i - 

& 

1 

Si 

forme trigonometrique 

les nombres complexes 

V3 + 3 i 

V2 + /V2 

(1 - if 

1 - i 

V3 + 3 i 


• ,210 


(V3 + i) 7 

(tti) 

4 + 3 i 


(On pourra reutiliser les resultats de l’exercice precedent). 


3.14 © 

Soit Cl) = 


1 + i 


Donner le module et un argument de co. En 


(2 - i) 2 ’ 


V3 + i 

deduire les valeurs de cos I — ) et sin ( — ). 

\ 12/ V 12/ 
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m Equations 

3.15 © 


Determiner l’ensemble des complexes z differents de 1 tels 

3.24 

i i z + 1 , . 

que le nombre soit reel. 

Montrer que les solutions de ( 1 - 2 i)z 2 + 2iz -1=0 sont 1 et 

z-l 

-1-27 

■ ■■ 

_ 

3.16 ® 

J 

Ecrire sous forme trigonometrique le nombre complexe 

3.25 

e' a + e ,h pour a et b dans [0, n]. 

Resoudre dans C les equations suivantes : 

mmm 

1) 4 3 = 4 V2(l - 7 ) ; 

3.17 © 

2) z 1 = 4c' t ; 

Ecrire sous forme trigonometrique le nombre complexe 

d 

11 

+ 

CO 

N 

+ 

VO 

N 

e m - e ,b pour a et b dans [0, 2n\ avec a > b. 


■ Complexes de module 1 

3.26 

_ _ 

Chercher les racines 77 -iemes de 1 + 7 pour n entier, n > 1. 

3.18 © 


Lineariser les expressions suivantes et en deduire une primi- 

3.27 

tive de la fonction associee : 

Resoudre z 2 - (4 + 2i)z + 2 + 4i = 0. 

fi(x ) = sin 4 (2x) f 2 (x) = sin(x) cos(2x) 

_ _ 

_ _ 

3.28 

Resoudre dans C l’equation 

3.19 ® 

Soit x 6 R., exprimer en fonction de cos(v) et de sin(jr) les 

z 3 + (1 - 2i)z 2 - (1 + 2i)z + 2i = 0 

expressions suivantes : cos(3© et sin(3.r). 

sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure. 

3.20 ® 

_ „ 

n n 

3.29 

1) Calculer S „ = ^ cos (kx) et T n = ^ sin(Cr) en calculant 

Determiner sous forme algebrique les racines carrees puis 

k=0 k = 0 

S „ + iT„. 

quatriemes de -3 + 4 i. 

2) De meme, calculer V* ( ] cos (kx). 

3.30 

to W 

1) Determiner sous forme algebrique les racines carrees de 

■ Racines de 1’ unite 

8 - 67 . En deduire (a l'aide de la conjugaison) celles de 8 + 6 i. 

_ _ 

2) Montrer que 1" equation (1 - 2 i)z 2 + (1 + i)z - i = 0 a pour 

3.21 

discriminant A = 8 + 67 . 

n 1 ,V3 

On pose / = 1 ; . 

3) Donner les solutions de 1‘equation. 

2 2 

mm m 

1) Calculer j 2 , et en deduire les relations 

3.31 ® 

l+j + / = 0, f = l, -=f=l 

Resoudre (1 i)z 3 = ° + ^ . 

5 7 

J 


2) Mettre sous forme algebrique (1 + j) 6 . Calculer j 365 + j 441 + 

3.32 ® 

.•1000 

Soit 77 un entier, n > 2. 

J 

1) Quelles sont les solutions de 1' equation 

3.22 ® 

Soit 77 un entier fixe, n > 2. Calculer la somme et le produit 
des racines 77 -iemes de 1’ unite. 

|1 + 7Z| = |1 - iz\ ? 

2) Montrer sans les calculer que les solutions differentes de 7 
/ 1 + iz\" l + 7z , 

3.23 ® 

de 1 equation = sont reelles. 

\ 1 - izj 1-7Z 

3) Calculer les solutions de cette equation. 

Resoudre l’equation (2z - l) 4 = z 4 - 


© 
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Indications 


3.13 Pour l’argument de 4 + 3 i, il faut utiliser la fonction 
Arctan (voir chapitre 15 pour la definition de cette fonction). 

3.14 Pour trouver le module et l’argument, mieux vaut 
mettre sous forme trigonometrique le numerateur et le deno- 
minateur de at. 

Exprimer ensuite a) sous forme algebrique. puis faire le lien 
entre cette forme et la forme trigonometrique de a>. 

3.15 Un nombre complexe est reel si et seulement s’ il est 
egal a son conjugue. 

3.16 Mettre «1’ angle moitie en facteur» et faire attention 
au signe du reel. 

3.17 Mettre « Tangle moitie en facteur» et faire attention 
au signe du reel. 

3.18 Remplacer les cos et sin a Taide des formules d’Eu- 
ler, developper tout, puis reutiliser les formules d'Euler pour 
refaire apparaitre des cos et/ou des sin. 

3.19 Utiliser la formule de de Moivre. 

3.20 1) Reconnaitre une somme de termes consecutifs 
d’une suite geometrique (de quelle raison ?), puis « mettre 
Tangle moitie en facteur ». 


2) On introduit la somme 


^ j sin(fct) de 


maniere analogue 


a la premiere question, on se ramene a une formule du binome 
de Newton, puis on « met Tangle moitie en facteur ». 


3.22 Pour la somme, on reconnait une somme classique. 

3.23 Diviser par z 4 (en justifiant que Ton peut effectivement 
le faire !) pour se ramener a une equation du type Z 4 = 1, dont 
les solutions sont les racines quatriemes de T unite ... 

(1 + V30 2 

3.31 Mettre les complexes 1 — f et sous forme 

5 i 

trigonometrique, et se ramener a une equation du style z 3 = 


3.32 1) Elever l’egalite au carre (en justifiant pourquoi c’est 

equivalent), puis ecrire que |Z| 2 = ZZ pour tout complexe Z. 


2) Prendre le module de chaque terme, et se ramener a la pre- 
miere question. 

3) Simplifier l’egalite, pour se ramener a Z" -1 = 1, ou 

1 + iz 

Z = est done une racine (n - l)-ieme de l’unite ... 

1 - iz 
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2 = z + z = 2Re(z) et Im(z) = 3, done z = 1 + 3 /'. 

On a e 2+3i = e 2 e 3 ', qui est sous forme trigonome- 
trique, done Re(e 2+3 ') = e 2 cos(3). 


2 

puis 


cos(2fl) = 2cos 2 (a) - 1 pour tout reel a, done 


■0 


V2+V2 


n 7T] 

Comme — G 0, — et que cos est positive sur cet intervalle, on 
8 2 


en deduit que cos j ; 


V 2 + V2 


Pour 6 6 R, la formule de de Moivre donne 
( cos (6) + i sin(P)) 357 = cos(3570) + z sin(357 8), 
done la partie reelle de (cos(0) + isin(<?)) 357 est cos(3570). 
Notons A = 0 1 - 4ay. 

• Si A = 0, alors F equation n’a qu’une seule solution com- 

plexe, qui est — — . 

2a 

• Si A t 0, soit alors S 6 C verifiant 8 2 = A (il en existe, on 
en a deux possibles, on peut prendre celui que Ton « prefere »). 


Alors il y a deux solutions a F equation : 



1) Faux. Par exemple, si x = i, y = —1, on a bien x + iy = 0 ... 
C’est vrai si on suppose x et y reels ! 

2) Faux. On a seulement |z + z'\ < |z| + |z'|. Par exemple 
0 = |2 - 2| < 2 + 2 = 4. 

3) Faux. Le reel devant l’exponentielle complexe doit etre po- 
sitif. Une forme trigonometrique serait 5e' ( 3 + ' r) = 5e‘T. 

4) Vrai. 

5) Faux. C’est vrai si on suppose r et r' positifs. Mais sinon, on 
a par exemple — 5e's = 5e'~? . 

6) Vrai. 

7) FAUX ! L" expression (e' H )~ n’a pas de sens. On peut juste 
definir la puissance entiere positive d’un complexe, ou la puis- 
sance entiere negative d'un complexe non nul. 

8) Vrai, c’est la formule d’Euler. 

9) Faux. Il manque un i dans le terme de gauche de l’egalite. 

10 ) Faux. Il y en a sept : e 't 1 pour 0 < k < 6 (k = 0 donne 
bien 1, mais ce n’est pas la seule). 


L’erreur est de penser que l’on peut prendre « la » 
racine carree, e’est-a-dire la puissance — d’un complexe, et 
de plus, de supposer que les regies sur les puissances restent 
vraies, alors que ce n’est pas le cas. 

On n’a pas le droit d’ecrire (e ,2n ) J = c't, ni meme (e 1271 ) 1 . 



■\ 0 (7l 

■\ 2+ V2 


(4) = 2cos (i 

-j - 1. Done cos y- 

;)= 4 • 



Cette notation ne signifie rien. La fonction x 
-\fx est definie sur R* (ou R+ en prolongeant par continuite 
en 0). Mais tout nombre complexe possede 4 racines qua- 
triemes definies par : les nombres z tels que z 4 = c. 

En mathematiques, une notation n’est introduite qu’apres avoir 
etabli l’unicite de l’objet designe : une limite par exemple. Pour 
c 6 I* on peut definir de fa§on unique un nombre que Fon 
appelle la racine quatrieme de c (et que Fon note -tyc) : c’est 
l’unique z verifiant z 4 = c et z 6 R+ (que Fon peut aussi definir 
pour c > 0 comme etant e? ta<c) ) p 0 ur c 6 C quelconque, on ne 
peut pas le faire. 


★ (1 + 2 i) 2 = 1 + 4; + 4/ 2 = -3 + 4;, done 


Re((l + 2 O 2 ) = -3 

et 

Im(( 1 + 2z') 2 ) = 4 


= 1 + 3/' + 3 1 - + /' 3 = 

= 1 + 3/ — 3 — / = —2 + 2/, done 

Re((l + if) = -2 

et 

(N 

II 

+ 

If 



1 


1-3/ 


1-3/ 1 - 3/ 


1 + 3/ (1 + 3 /)(! - 3/') l 2 - 9 i 2 10 


done 


Re 


1 + 3// 10 


et 


Im 


1 


1 + 3/ 


3_ 

To 


* / 4 = 1, done z' 33 = ( 4x8+1 = (z 4 ) / 1 = /', done 


Re(/ 33 ) = 0 

et 

Im(z' 33 ) = 1 . 

1 3 = r 11 x (z 4 ) 3 = 

: r 11 X z 12 = /, 

Re(/'“ n ) = 0 

et 

II 

J 


1 + / (1 + 0(2 — 0 3 + / 

* = = , done 

2 + / (2 + 0 ( 2-0 5 


/ 1 + /•) 

3 


/1 + zj 

1 

R Td 

1 ” 5 

et 


' ” 5 
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★ (1 + if 3 = 
-2 - 2 / 


1 


1 


-2 - 2 / 


(- 2) 2 + 2 2 


(1 + 0 3 -2 + 2/ 
• 2-2 / , 

— - — , done 


(-2 + 2/)(-2 - 2 /) 


6 ) 


1 +/V3V' 


1 - i 


1 1 + / V3 | V 

II - H 

yin 
vm 


( V 2 y 


2i 


, 1 


, 1 



Re((l + /) 3 ) = — — 

et 

Im((l + if 3 ) = -4 


★ 2 = 

2e w 


a + / (a + /)(1 + id) a + ia 2 + i + i 2 a i(a 2 + 1) 

1 + a 2 


1 - ia (1 - ia)( 1 + id) l 2 - i 2 a 2 

i, done 



★ 4e‘T 


I 2n\ 12 n 

4 1 cos | — I + i sin I — 


1 -V3 

= 4|- r *- 


-2 + /2 V 3 


* 6e 3 " = 6(cos(37r) + Z sin(37r)) = 6( — 1 + /. 0) = | -6 | . 


3e-'¥ =3e'1 = 3 (cosg) + /sing)) = 3 (l + /|* 


★ -5 = 

* 2 / 


5e“ 


2e'i 


★ — i = 


★ |1 - /| = VI et done 1 — / = VI I / 

V2 VI 


VI (cos + / sin gl)) = Vie-' 1 


* |V3 + 3/| = V3T9 = 2 VI et done VI + 3/ 

1 .VI 


2 VI \ + i— =2Vl(cosg) + /sin(|)) = [2VV3 


/ 3w\ . . / 3/r\ 

VI 

.VI 


★ 1 + i = 1 - 1 , aonc l + 1 = MZe ‘4 = | -yze 4 

J- 

(“T ) + ' sin \ t) = 

2 

/ 

2 


* - VI - / VI = - vi(l + /) = e" VI Vie’* = 

2 e y ¥ 


3 .3 VI 

— + I 

2 2 


:6k :3k : K [ . I 

* e~‘T = = e'i = [£|. 


1) |1 + i\ = Vl 2 + l 2 = VI 


13i 


2) |(3 + 2/) 5 | = |3 + 2/| 5 = ( V3 2 + 2 2 ) = 

3) |(— 1 + /)(— 3 + /)(— 5 + /)| 

= | - 1 + i| x | - 3 + i\ x | - 5 + i| 

= V(-l) 2 + l 2 x V(-3) 2 + l 2 x V (—5) 2 + l 2 


= VI. Vlo. V 26 = 2 Vl30 


7 

|7| 7 

7 

(2 - /) 2 

|2-/| 2 2 2 +(-l ) 2 

5 


4 ) 


5 )— + 1 


1 - i 


1 + i 


= — = 1, done 


1 + / 1 -/ (1 + 0 ( 1-0 (1 + 0 ( 1-0 2 

1 1 I — I 

TT7 + “ = S 

Le module d'une somme n'est pas la somme des modules, 

1 

comme le prouve le calcul precedent, puisque y-j-4 = 
1111 
\~i\~ Vf 


★ D’apres l’exercice precedent, 

VI + 3/ = 2 Vie' 2 et 1 — / = Vie - '* , 

done 

VI + 3/ _ 2 Vie' 2 

1 - * Vle^' t 

= VIV2e'(? + ?) 


V6e ; S 


★ VI + 3/ = 2 Vie'? et V 2 + / V 2 = VI(1 + /) = VI. VIe‘1 

2e'4 , done 


VI + /VI 2e‘? 


1 


VI +3/ 2VIe‘f VI 




3 


★ D'apres l’exercice precedent, 1 — / = Vie , done (1 - i) 3 

(Vle^ 2 ) 3 


_ 3 ■ 3k 

2?e T 


* | VI + /| = V3 + 1 = 2 et done VI + / = 2 1 -g- + /— 
2 |cos g) + / sin g)) = 2e'£. Par consequent, (VI + / ) 7 

(2e'g=glV 
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1 + i = V2e'? , done 


1 + i V2e't 

Par consequent, 


_ 1 ■/ n n\ 1 ;7T 

= 2~VV2 + = 




1 


71 

n 

Done 

M = — 
V2 

, et un argument de a> est 

V2 


Or, 


1 + i (l + 0(V3-t) V3+ 1 + /(V3- l) 


/ • v210 

/ l \ / 1 :7T \210 

(— ) =( 2V *) = r 


„ 210 f I , 210 i , , „ 

Or, —j— = 52+ — , done — j— n et — representent le meme angle 

(car 52 est un entier pair), et done 


V3 + i (V3 + 0(V3-0 4 

Comme u> = — — e'n = — — (cos ( — i + i sin ( — h, en identi- 

V2 -y/2 ' V 12/ V 12// 

fiant partie reelle et partie imaginaire, on a : 


( f 

210 


VI + i 




= 2 ~ 1U5 ( 


* |4 + 3f| = V4 2 + 3 2 = 5, done 4 + 3/ = 5 g + ij ). 


Mais Tangle 8 (done T argument de 4+3*) qui verifie cos(0) = — 
3 

et sin(0) = — n'est pas un angle usuel. 

sin($) I 3 

On a cependant tan(0) = = — = — , done 8 = 

F cos(6») | 4 

(3\ (3\ 

Arctan I — I ou bien 8 = Arctan I — I + n. Comme cos(P) > 0 
et sin(0) > 0, on doit avoir 6 e |o, — j, done 8 = Arctan j. 


Done 4 + 3; = 


5 e ;Arctan(|) 


Remarque - En general, Targument est facilement iden- 
tifiable, sinon on utilise la fonction Arctan, comme dans 
Texemple precedent. 

1 1 + z'| = Vl 2 + l 2 = V2, puis 


l + « = V2(d_ + /J_ 


V2 V2 / 

= V2(cos(g + /sing)) 

= Vv? 


| V3 + i| = V 3 + l 2 = 2, puis 


V3 + i = 2| — + 

1 2 2 


2 ( COS (i) + Sm ©) 


2e ' s 


Done 


1 + i ^ V2 :( n n 1 - n 

0) = — — = — = — e'(is) = — e'Ti. 

V3 + i 2e'f> 2 V2 



et seulement s’il est egal a son conjugue. 
z + 1 


Done 


z- 1 


est reel si et seulement si 


z+1 / z + 1 \ z+ 1 


z- 1 \z- 1/ z- 1 


Puis, 


z+1 _ z + 1 
z- 1 2-1 


« (z+l)(z-l) = (z-l)(z+l) 
<=> zz-z + 2-1 = z2 + z- 2-l 
<=> 22 = 2z 
<=> 2 = z 


Done 
de 1). 


z + 1 
z- 1 


est reel si et seulement si z est reel (et different 
L’idee est de mettre en facteur Tangle moitie : 

: a+b ( : a-b : b-a \ 

e’T [e’T + e'Tj 


la b\ i a±b 
2 cos e 


n a-b n 

OrO<a<7retO<o</r, done — < < — , d ou 

2 2 2 

1 a — b\ 

cos I > 0. 


est ecrit sous forme tri- 


Donc, 


1 a — b\ 

1 ; a+b 

p l ~T 

l 2 j 

c ^ 


gonometnque. 

On fait comme pour Texercice precedent : 

e ia - e ib = e iS ¥ ( e 

■ I a b\ - a+b j n . (a b\ ■ a+b 

= 2i sin le 2 -2e 2 sin e 
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Comme 0 < a < 2 n, 0 < b < 2n et a > b, on a 0 < < n, 

2 

I a - b\ 

done sm > 0. 


Done, 


En identifiant partie reelle et partie imaginaire, on a : 

cos(3x) = cos 3 (x) - 3 cos(.t) sin 2 (v) 

= cos 3 (x) - 3 cos(x)(l - cos 2 (x)) 


e‘ a e ib -2sm{ a ~ b )e‘ a -^ K 

est ecrit sous forme tri- 

4 cos 3 (x) - 3 cos(x) 

l 2 ) 

et : 



gonometnque. 


fi(x) = sin 4 (2x) 


e i2x _ e -' 2x \ 4 

~ 


= ——(e iix - 4e' 4r +6- 4e~ i4x + e-® x ) 
2 4 1' 4 

= — (2 cos(8.t) - 8 cos(4x) + 6) 

16 


1 1 3 

— cos(8x) - — cos(4v) + — 


Done, comme une primitive de x i-» cos(my) est x i 
pour n t 0, on en deduit que 


sin(nx) 


sin(8x) sin(4x) 3 

x 1 — x 

64 8 8 


est une primitive de fi . 


f 2 (x) = sin(x) cos(2x) 

c „—ix \ / J2x 


2 i 


e'-' + e 


—(e Bx - e~ i3x + e~ ix - e ix ) 

4 i 

— (2 i sin(3x) + 2 i sin(-.r)) 
4 / 


sin(3x) - sin(.t) 


Done, comme une primitive de x r-» sin(nx) est x i-» - 
pour n t 0, on en deduit que 


cos (nx) 


cos(3v) cos(y) 

X l-> h — — 


est une primitive de f 2 . 


La formule de de Moivre donne 

cos(3y) + i sin(3x) = ( cos(x) + i sin(v)) 3 

II ne reste alors plus qu'a developper le cube a l'aide de la for- 
mule du binome de Newton : 

cos(3v) + i sin(3x) = cos 3 (.v) + 3 cos 2 (x)/ sin(x) 


sin(3.r) = 3 cos 2 (x) sin(x) - sin 3 (x) 

= 3(1 - sin 2 (x)) sin(x) - sin 3 (x) 


3 sin(x) - 4 sin’(x) 


+3 cos(x)/ 2 sin 2 (x) + i 3 sin 3 (x) 

• S’il existe p 

G Z avec x = 

cos 3 (x) - 3 cos(x) sin 2 (x) 

entier k, done 

S„ = n + 1 

-1-/(3 cos 2 (x) sin(x) - sin 3 (x)) 

done 

T n = 0 



(en utilisant la formule cos 2 + sin 2 = 1). 


1) S n + iT„ = ^(cos(lx) + /sin(fcx)) 

A-0 

= t e " X 

k = 0 

= f J W x ) k 

k = 0 

On reconnait done la somme des termes consecutifs d'une suite 
geometrique de raison e ,x . II faut done distinguer les cas e' x = 1 
et e ix t 1. 


■ Si x i 1 2pn , p € Zj, alors e' x t- 1, et done : 
S„ + iT n = 


(e ix ) n+l - 1 


e' x - 1 

e i(n+l)x _ J 

e ix - 1 

;n + 1 , 


t .. . x x ■ n+l x - n+l x 


= e 12 


(> l 2 X g l 2 X £ l 2 x 

2/sin( 2 |lx) 


2 i sin ( 7 ) 


oil la troisieme egalite provient d’une « mise en facteur de 
l’angle moitie », et la quatrieme des formules d’Euler. En iden- 
tifiant partie reelle et partie imaginaire, on a done 


sin ( 
c — 1 

n+l 
2 A 

) cos 

(H 

n ~ 

sin 

(s) 


sin ( 

T — 

n+l 
2 ^ 

Isin 

n \ 
,2 7 

‘ n 

sin 

(i) 

— Mil 


et 


et sin(lx) = 0 pour tout entier k. 
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2) Notons desormais 


S„ = J] ( J cos {kx) et T n = ^ I”) sin(foc). 


Alors 


S n + iT n = ^ j J( cos (kx) + i sin(fct)) 
k=0 W 

n j ■ 
k = 0 ' ' 

= (1 + e’ x y (binome de Newton) 

= (e‘i(e^i +e*5))" 

= (2cos(|)) e' n i 

ou la quatrieme egalite provient d’une « mise en facteur de 
Tangle moitie », et la cinquieme des formules d’Euler. 

Done en identifiant partie reelle et partie imaginaire, on a 


S n = 2" cos” 


© cos K) 


(et T n = 2" cos" j sin |rz^ j). 




..3 1 -V3 , 

z h j — = z , done 

4 2 4 2 2 


/ = j 


1 + 2 + r = 1 - t + i 


1 ,V3 1 ,V3 


z— = 0. 
2 2 


j = e'T, done ; 3 = e' 2 ”" = 1. On peut aussi le voir en remar- 
quant que j 3 - 1 = (j- l){j 2 + j + 1) (en reconnaissant la somme 
des termes consecutifs d’une suite geometrique de raison j ) et 
en utilisant que 1 + j + j 2 = 0. 

j 3 = 1, done j 2 X j = 1, done j 2 = 

j 

2) En utilisant que 1 + j + j 2 = 0, on a 

(1 + if = (-j 2 ) 6 = j 12 = C/ 3 ) 4 = i 4 = [J} 

j 365 = ; 3xl21+2 = (/) 121 / = j 2 , de meme on a j 441 = j 3xl41 = 1 
et / 00 ° = /X 333+1 _ (/)333y = j Donc 

J 365 + J 441 + /ooo = f+l+j = \o\ 

Notons S „ la somme et P n le produit des racines 
zz-iemes de l’unite. Notons zfi = c'tr et ^ = ( k . 

n - 1 n-l 

Alors 5„ = ^ & = z £*. On reconnait donc la somme 

k = 0 A-0 

des termes consecutifs d'une suite geometrique de raison et 


I - r 

comme ( t 1 (car n > 2), on en deduit que S „ = — — — . Or, 


= 1, donc 5„ = 0 

n-i 


^ ^ 

jfe=0 

(« T '=[ 


iVr(n-l) 


(- 1 )" 


. , , n(n - 1) . 

Ici, la fraction — - est un entier (positif), puisque soit n 

soit n-1 est pair, ce qui justifie donc la premiere des egalites 
suivantes : 


(e’est une application de la formule de de Moivre). 


Remarquons que z = 0 n’est pas solution, donc 
nous supposerons dans la suite z & 0 (ce qui permettra de divi- 
ser par z 4 ). Alors, 


,*-.y , 

» = 1 




z 

2z- 1 


6 { 1 , — 1 , 1 , — 1 } 


puisque les solutions de l’equation X 4 = 1 sont les racines qua- 
triemes de l’unite, e’est a dire 1, — 1, i ou -z. 

2z - 1 

Notons £ = (£ peut donc prendre les quatres valeurs 1, 


— 1, i ou — i). Alors zf = 2z — 1, soit z ■ 


2-f 


(carf ^ 2). Donc 


les quatre solutions de l’equation (2z - l) 4 = z 4 sont : 


1 

1 


2 - (-0 


=B 




1 


iT~ 

3 

’ 

2 + i 


■U 


’ 


2- 

- 

) 

5 


Le discriminant de (1 - 2z)z 2 + 2 zz - 1 est 
A = (2z) 2 - 4(1 - 2z)(— 1) = -8z. 

Cherchons les racines carrees de -8z sous la forme x + iy avec 
x et y reels : 


(jc + zz/) 2 = -8z <=> (x 2 - ij 2 ) + 2 ixy = -8z. 
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Identifions partie reelle et partie imaginaire, puis ecrivons 

x~ - if- = 0 

l’egalite des modules : on obtient alors • x 2 + y 2 = 8 , soit 

2 xy = -8 

x 2 =4 

f = 4 . Done x = ±2, y = ±2 et xy = -4, soit * et i/ sont 

xy = -4 

de signes opposes. Done les racines carres de -8; sont 2 - 2; et 
-2 + 2i. 

Alors les solutions de (1 - 2 i)z 2 + 2 iz -1=0 sont 
-2/ + (2 - 2 i) 


2(1 - 2 /) 

- 2 ; - (2 - 20 -1 


= S 


et 


2(1 - 20 1 - 2 / 


-(1 + 20 


1) |1 - i| = VI, et 1 - 
VI |cos j + i sin|-— jj = VIe~'L done 

4 VI(1 - 0 = 8e _i * = (2e~'tz) 3 . 


^V 2 * V 2 ) 



3) Posons Z = z 3 , alors 


z 6 + z 3 + 


1=0«=>Z 2 +Z+1 = 0. 

C’est une equation du second degre, son discriminant vaut -3, 
done les solutions sont 


Z = 


— 1 + i V3 : ~n — 1 — i V3 ■ In 

= e'T et Z = = . 


„ o ■ 2 ?t / - \ 3 , ■ 2?r 

Resolvons done z = e ^ = (e 9 J : en notant j = e T (ra- 
cine cubique de l’unite), les solutions sont j = et 

e'T / = e'T. 

Pour resoudre z 3 = e“'T, on peut soit faire comme ci-dessus, 
soit utiliser les resultats precedents, puisque e -, T = : 

z 3 = e 3 « z 3 = c 3 

—■3 ; 2tt 

<=> z 3 = e'T 

o . 2 tt 

done les solutions de z = e~' T sont les conjugues des solutions 
de = e t , soit e "S’ , £ et e “ . 

Done z 6 + z 3 + 1 = 0 

f ; 14/r ; 8/r • ■ 2;r ; 8/r • 14 tt 1 

z € *T't ; e _, tr ; e~'T ; e 'T ; ; e'T . 


|1 + i| = VI, done I + 4 = V2| — — + i — — ) = 

\V2 V2/ 

Vl|cos| — j + isin| — = VIc't = (2ie'5r) , done si l’on 

note £ = e'~" (racine n-ieme de l’unite), les solutions de l’equa- 
tion z" = 1 + i sont les complexes 2’^e'^'f = 2^ e‘UH + ~) = 


2 s e '- 


pour k € {0, . . . , n - 1}. 


Notons A le discriminant de cette equation, alors 

A = (-(4+2;)) 2 -4(2+4;) = 1 6+ 1 6t +4/ 2 — 8— 1 6/ = 4 = 2 2 , done 

4 + 2/ + 2 
les solutions sont 


3 + i 

4 + 2i - 2 
et = 

1 + i 


2 



Si l’on sait qu’il existe une solution imaginaire 
pure, on cherche done z = iy solution avec y e R. En repor- 
tant dans l’equation, on a done : 


(iy) 3 + (1 - 2i)(iy) 2 - (1 + 2i)iy + 2i = 0 


soit en utilisant que r = - 1 et ; 3 = -i : 

- iy 3 - (1 - 2i)y 2 - (1 + 2 i)iy + 2i = 0 

On developpe tout, on regroupe les termes ou l’on peut mettle 
i en facteur : 


-y 2 + 2 y + i(-f + 2y 2 - y + 2) = 0 


Maintenant, on utilise le fait que y est reel, ce qui permet d’af- 
firmer que -y 2 + 2y et —y 3 + 2 f — y + 2 sont reels, et done 
que ce sont la partie reelle et la partie imaginaire du complexe 
a gauche de l’egalite. Comme un complexe est nul si et seule- 
ment si sa partie reelle et sa partie imaginaire sont nuls, on a 

\ -y 2 + 2 i/ = 0 

-y 3 + 2 y 2 - y + 2 = 0 

La premiere ligne du systeme donne done y = 0 ou y = 2. En 
reportant dans la deuxieme ligne, on constate que 2 est solution 
(rnais pas 0). Done 2 i est solution de l’equation initiale. 

On peut done ecrire z 3 + (1 — 2i)z 2 — (1 +2i)z+2i = {z-2i)(az 2 + 
bz + c) avec (a, b, c) 6 C 3 a determiner (pour une justification 
de cette affirmation, voir le chapitre sur les polynomes). 

Or, (z - 2 i){az 2 + bz + c) = az 3 + (b - 2 ia)z 2 + (c - 2ib)z - 2ic , 
on veut done resoudre le systeme 


-y 2 + 2y+i(-y 3 + 2y 2 -y + 2) = 0 <t=> 


a = 1 

b - 2 ia =1-2 i 
c - 2 ib = — 1 — 2 i 
—2 ic = 2 i 




a = 1 
b = 1 
c = — 1 


On a done 

z 3 + (1 - 2()z 2 - (1 + 2 i)z + 2 i = (z - 2f)(z 2 + z - 1). 
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Or, les solutions de z 2 + z- 1 = 0 se determinent a l'aide de son 

, -1 + VI 

discrimiant A = 1 — 4 x 1 X (-1) = 5, done ce sont 

-1- VI 

el . 

2 

_1 + -y/f 

Done les solutions de l’equation sont 2/ , et 

-l- Vs 


. V5 + 1 


Celles de -1 - 2 / sont done / 


y 2 y 2 

Les racines quatriemes de -3 + 4i sont done : 


VI+1 VI-1 

1 - Z A 

2 y 2 



Notons z = x + iy avec (x, i/) 6 R 2 , alors : 


VI-1 VI+1 

H Z A 

2 V 2 


VI-1 VI+1 

2 V 2 


z 2 = -3 + 4 i <=> ( x + iy) 2 = -3 + 4 i 

<=> x 2 - y 2 + 2 ixy = -3 + 4 i. 

En identifiant les parties reelles et imaginaires, et en ecrivant 
l’egalite des modules, on obtient 


1) Soit x + iy une racine carree de 8 - 6 i (avec x et y reels). 
Alors 


(x + iy) 2 = 8 - 6/ <=> x 2 - y 1 + 2 ixy = 8-6 i 


x 2 — y 1 — —3 [x 2 = 1 

x 2 + y 2 = V(-3) 2 + 4 2 = 5 « • y 2 = 4 

2 xy = 4 \xy = 2 


Comme xy = 2, x et y sont de meme signes. Or, x = ±1 et 
y = ±2, done les racines carrees de -3 + 4; sont 1 + 2i et 
- 1 - 2 / . 

Cherchons maintenant les racines carrees de 1 + 2/ et - 1 - 2 Z, 
ce qui nous donnera les racines quatriemes de -3 + 4i. Remar- 
quons que 


z = - 1 - 2/ 




= 1 + 2 i, 


done une fois obtenues les racines carrees de 1 + 2 *, on aura 
celles de - 1 - 2/ en multipliant par i. 

Soit (x,y) € K. 2 , 

(x + iy) 2 = 1+2 i x 2 - y 2 + 2 ixy = 1 + 2 i. 


En identifiant les parties reelles et imaginaires, et en ecrivant 
l’egalite des modules, on obtient 


x 2 — y 2 = 8 [x 2 = 9 

x 2 + y 2 = x/8 2 + (~6) 2 = 10 » • y 2 = 1 

2xy = —6 .At/ = —3 


Comme vz/ = -3, x et y sont de signes opposes. Or x = ±3 
et y = ±1, done les racines carrees de 8 - 6 i sont 3 — i et 


Puis, z 2 = 8 - 6/ « z 2 = z 2 = 8 - 6/ = 8 + 6z, done les racines 
carrees de 8 + 6/ sont les conjugues des racines carrees de 8-6/, 
done ce sont 3 + / et -3 — / . 

2) A = (1 + if - 4(1 - 2*)( — /)- 

D’oii A = 1 + 2/ + r + 4/ - 8/ 2 = 8 + 6/. 

3) Comme 3 + / est une racine carree de 8 + 6/, la formule du 
cours donne que les solutions cherchees sont 


En identifiant les parties reelles et imaginaires, et en ecrivant 
l’egalite des modules, on obtient 


x 2 - y 2 = 1 = — 3 — 

x 2 + y 2 = Vl 2 + 2 2 = V5 « • 2 VI - 1 

y = — - — 

2 xy = 2 2 

= i 


-(1 + /) + (3 + 0 _ 1 _ 1 + 2/ 

2(1 - 20 ~ 1-2/ ~ 5 


-(1 + /) - (3 + /) 
2(1 - 2 /) 


1 - 2 / 

(-2 - /)(! + 2 Q 
-2 - 4z 5 - / + 2 


Comme xy = 1, x et ^ sont de meme signes. Or, x = 

/V 5 + 1 f /a/5-1 

+ a / — - — ct i/ = ± a| — - — , done les racines carrees de 

, „ VI + 1 VI- 1 VI + 1 VI- 1 

l+2z sont a, Hz a et - a z A ■ 

\ 2 \ 2 \ 2 \ 2 


Mettons les expressions sous forme trigonome- 

trique : 

* |1 - z| = V2, puis 1 — / = Vll — — — / — — 1 = 

\ V2 V2/ 


V2 (cos (- J ) + / sin (- J)) = V2e-t, 
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★ |1 + V3/| = Vl + 3 = 2, puis 1 + V3i = 2^- + t-^j = 

2 ( C0S (I) + /Sin (f)) = 2e ' f ’ 

* 5i = 5e‘i. 

L" equation s’ecrit alors : 


Puis, deux reels positifs sont egaux si et seulement si leurs puis- 
sances (h - l)-ieme le sont, et done on obtient 1 1 + iz\ = | 1 — iz |, 
ce qui implique d’apres la premiere question que z est reel. 

3) z = i est solution. On supposera maintenant que z t i. Alors 
1 + iz 

+ 0, et on peut done simplifier : 

1 - iz 


V2<r'V = 


(2e^f 


1 1 + iz X 

1 + iz \ 

f 1 + iz\" 

\ / 
5e ; i 

O 

(l-J = 

1 

£3" 

z 

(i-J 


3 4 i(2E-E + jr \ 2 V 2 • 5n 

=z e K 3 2 + 4 ' = e 12 o 

5V2 5 

,3 





e i( TS + —\ k 6 |0, 1,2) 


_ , . . 1 + iz 

Or, cette eenture revient a dire que — est une racine n — 1- 


ieme de l’unite. 

Notons f = e‘ft, alors 


1 - iz 


1 + iz 
1 - iz 


1 + 4- e JO, ft - 2J | j—r = ? 


1 - iz 


1 - iz 


1) Deux reels positifs sont egaux si et seulement si leurs carres 
le sont, done 

|1 + iz\ = |1 - iz\ » |1 + iz| 2 = |1 - iz| 2 . 

Puis, en utilisant l’ecriture du module a l'aide du conjugue, on 
a done 1 1 + fz| = 1 1 — iz| 


<=>(!+ rz)(l + iz) = (1 - iz)( I - iz) 
<=>(!+ tz)(l - iz) = (1 - tz)(l + iz) 
<=> 1 - iz + iz + zz = 1 + iz - iz + zz 
<=> 2 iz = 2 iz 
<=> z = z 


Done 


|1 + iz\ = |1 - tzl « Z € : 


2) i est bien sur solution. Si z t i (et z t -i pour que le denomi- 


nateur soit non nul), alors si on a 


1 + iz 


1 + iz . 


il faut en 


, I - (z / 1 — iz 

particular que les modules des deux expressions soient egaux, 

done 




1 + iz 

1 1 - «7 


1 - iz 


Les proprietes du module donnent alors 
|1 +/z|” = 1 1 + fzl 
1 1 - iz I" 1 1 - tz| ’ 

soit |1 + ;z|"|l - tz| = |1 — iz|”| 1 + tz|. Comme 1 + iz et 1 - iz 
sont non nuls (car z t i et —i), on peut simplifier et obtenir 

11 + /zi" 1 =ii-tzr 1 . 


Mais 


1 + iz 
1 - iz 


= ? » 1 + iz = (1 - iz)? 
« iz{ 1 + ?) = ? - 1 


Done hormis i, les solutions cherchees sont les complexes 

A - | 

^ ^ pour k 6 J0,ft - 2J avec ? 1= -1 (si ? = -1, l’equa- 

tion devient 0 = -2, done un tel k est a rejeter). Transformons 
1’ecriture en mettant « l’angle moitie en facteur » : 


?-l e‘S - I 

Z = T7Z! 77 <=> Z = -I— 77 


i(? + 1) 


<=> z = -1 


<=> Z = -I 


; kn 

| 

; kn 

e'~ r 

-e-^) 

,• kn 

; kn 

: kn \ 

e'^r | 

e'^r 

+ e~‘z=TJ 

2 i sin 

f kn 

W-u 


2 cos 

(£) 



<=> z = tan 


kn 

ft - 1 


Done les solutions de 1’ equation initiate sont |Tj et 


tan 


kn 

ft - 1 


pour k 6 [0, ft - 2 J avec 2k t n - 1 (2k t n - 1 permet d’ assurer 
que ? t -1). 
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Introduction 

Nous introduisons dans ce chapitre la notion de polynome, et les proprietes qui y 
sont rattachees. Un aspect fondamental sera la recherche de racines d’un polynome 
(et les proprietes associees, notamment la factorisation). Mais l’ensemble des po- 
lynomes (et ses proprietes) nous interessera aussi, surtout pour les chapitres sur 
l’algebre lineaire, puisqu’il sera un exemple interessant (et souvent etudie) d’es- 
pace vectoriel. 

Au cours de ce chapitre, K designera aussi bien R que C. Les demonstrations pro- 
posees seront generalement faites dans le cas reel (K = R), mais peuvent s’ adapter 
au cas complexe. 


Prerequis 

• Les nombres complexes, racines n-iemes d’un complexe 

• Les notions elementaires sur les fonctions reelles d’une variable reelle 


Objectifs 

• Calculer le degre d’un polynome 

• Calculer le reste d’une division euclidienne 

• Factoriser un polynome 


4.1 Polynomes a coefficients dans K 


4.1.1 Definition 


Definition - Polynome 

Un polynome, ou fonction polynomiale, a coefficients dans K est une application P : 
K — > K telle qu’il existe un entier n et des nombres (ao, . . a n ) e E n ~ 1 tels que : 

n 

Vx e K, P(x) — ao + a\x + 02X 1 + ■ • • + a„x" = ^ a 

k = 0 

Les nombres ak sont appeles coefficients du polynome P. 

On note K[X] l’ensemble des polynomes a coefficients dans K. 

Un monome est un polynome de la forme rein ax k e K pour (k, a) e IT x K. 
Evaluer le polynome P en un point x e K consiste a donner la valeur de P(x). 
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II ne faut pas confondre 
nombres et applications : x et 
P(x) designent des nombres, 
X et P designent des applica- 
tions ! 


Remarques 

1. Un polynome P est entierement determine par la liste de ses coefficients, c’est pour- 

n 

quoi on represente souventtP :xgKh ao+a\x+a 2 X 2 -\ \-a n x n = ^ e Kpar 

k= 0 
n 

Fecriture P — ao + a \X + a^X 2 + ■ • • + ci n X n = ^ a k X k (avec la convention d'ecriture 

k= 0 

X° = 1 et X 1 = X). 

X k represente done F application x e K t—> x k e K, pour tout entier k. 

2. Soit P — ao + a\X + a^X? + • • • + a„X" un polynome, alors pour tout entier N > n, on 
peut ecrire P — ao + ci\X + a^X 2 + ■ ■ ■ + a„X n + O.X ,,+1 + • • ■ + O.X N . 

Remarque - Le polynome P est parfois note P(X). X etant Fapplication identite de K, 
il faut comprendre P(X) comme etant la composee P o X, qui vaut bien P. P et P(X) 
representent done effectivement la meme application. 


Proposition - Unicite des coefficients 

Les coefficients d’une fonction polynomiale sont deffiiis de fagon unique, e’est-a-dire : 
si P est un polynome tel qu'il existe deux entiers n et p (n < p), n + 1 coefficients 
(a o, . . . , a„) e K" +1 et p + 1 coefficients {bo , . . . , b p ) e K p+1 tels que : 

n p 

V.x e K, P{x) - ^ cikX k = ^ b^ 
k = o k=0 

alors tous les coefficients sont egaux (nuls a partir du rang n) : 

a 0 = b Q , a\=b\, a n = b n , 0 = b„+u . . 0 = b p 

En particulier, si pour tout x e K, on a P(x) = 0, alors tous les coefficients de P sont 
nuls. 


Demonstration 

Montrons dans un premier temps le fait que si le polynome P est la fonction nulle, alors 
tous ses coefficients sont nuls. Nous en deduirons ensuite la proposition. 

1. Soit P e R[X], avec pour tout x e P., P(x) = 0. Si P s’ecrit P = 2 a kX k avec 

k = 0 

un coefficient at non nul, notons alors a q celui d’indice q le plus petit qui soit non 

P(x) 

nul. Done P - a q X q + a q+ iX q+1 + • • • + a„X n . Alors, pour x + 0, on a 0 = — — = 

a q + a q+ \x + • • • + a„x"- q . Si on fait tendre x vers 0, on a 0 = a q , ce qui donne une 
contradiction. Done tous les coefficients de P sont bien nuls. 

n p 

2. Revenons au cas general : supposons que P — 2 at-X k = £ h k X k avec n < p. En 

k = o k=o 

p , 

posant a n +\ — ■ ■ ■ — a p — 0 (si n < p), on a alors que pour tout x e R, P(x ) = 2 a^ffi = 

k = o 

p p 

2 b k x k . Alors Fapplication xeln 2 ( a k - b/ ( )x k — 0 e R est Fapplication nulle, 

k=0 k = o 

done d’apres ce qui precede, on a pour 0 < k < p, at - b k = 0. ■ 
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4.1.2 


Remarque - On sait aussi com- 
ment diviser deux fonctions 
reelles (quand celle au deno- 
minateur ne s'annule pas!), 
mais si on divise deux fonc- 
tions polynomiales, on n'a pas 
toujours comme resultat une 
fonction polynomiale. 


Remarques 

1. On appelle polynome nul la fonction constante egale a 0, c’est done le seul polynome 
dont tous les coefficients sont nuls. On le notera encore 0. 

n 

2. Par definition (de l’egalite de deux fonctions), deux polynomes P = Y ui ; X k et 

k = o 

p , 

Q — Y bkX sont egaux (ce que l’on note P - Q) si et settlement pour tout x e K, 

k = 0 

n p 

Y cikX k — Y bkX k ■ La proposition precedente montre que P - Q si et seulement si 

k = o k = o 

tous les coefficients sont egaux, c’est a dire : pour tout entier k, at = bt : . 


Operations sur les polynomes 

Si / et g sont deux fonctions de R dans R, nous pouvons definir la somme, le produit et 
la composee de f et g (voir chapitres 14 et 16). Si de plus / est derivable, on definit sa 
fonction derivee. Lorsque / et g sont des fonctions polynomiales : 


Proposition - La somme, le produit et la composee de deux fonctions polynomiales 
est une fonction polynomiale. De meme, toute fonction polynomiale est derivable et sa 
derivee est une fonction polynomiale. 


Les coefficients de la derivee d’un polynome, de la somme et du produit de deux poly- 
nome se deduisent des coefficients des polynomes : 


n n 

Proposition - Soient n € N, P = 2 a kX k et Q = 2 bkX k deux polynomes et A 6 K. 

k = 0 k = 0 

1. Somme : P + Q = 2 (cik + bk)X k . 

k-0 

n 

2. Produit par A : AP = 2 Aa/cX k . 

k = 0 

2 n k 

3. Produit : P X Q = 2 CkX k ou Ck = Y a jbk-j- 

k = 0 j = 0 

4. Derivee : P' = Y kakX k ~ l — a\ + 2aiX + 3a},X 2 + ■ ■ ■ + na n X n ~ 1 . 

k=l 


Remarques 

1. Le produit provient de la relation X k x X 1 — X k+{ (et de la formule de distributivite 
par rapport a L addition). 

2. Les deux operations d’ addition et de mulplication par un element de K font de K[X] 
un espace vectoriel sur K (voir le chapitre 6). 
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4.1.3 Degre d’un polynome 

Definition - Degre d’un polynome 

Soit P 6 K[X] non nul, de coefficients (ao, a\, . . .)• On appelle degre du polynome P le 
plus grand entier n tel que a„ + 0, et on le note deg( P) (ou d°P). On peut alors ecrire 

deg(P) 

P — 'y ^ cij^X et o t j C g( /)) ^ 0. 
k=0 


Definition - Coefficient et terme dominant 

Le coefficient dominant d’un polynome non nul est le coefficient du terme de plus haut 

n 

degre. Si P est de degre n (done n entier) : P — £ ai ; X k (avec a„ + 0), son coefficient 

k=0 

dominant est a„. Le terme dominant (ou monome dominant) de P est a n X n . 

Un polynome est unitaire si son coefficient dominant vaut 1 . 


Remarque - Par convention, on pose deg(0) = — oo (ce que l’on fera dans ce cours). 

Pour les regies sur les degres qui vont suivre, on conviendra que pour tout a e R U {-oo), 
a + (— oo) = (— oo) + a — — oo et max(a, — oo) = a. 


n 

Lorsque Ton ecrit P = 2 3 k X K , 

k = 0 

on ne peut pas dire que P 
est de degre n mais seule- 
ment que deg(P) < n. De plus 
deg(P) = n si et seulement si 
a„ + 0. 


Exemples 

1. Soit k e N. Le degre du monome aX k est k si a 4- 0, -oo si a - 0. 

2. Les polynomes constants sont de degre 0, sauf le polynome nul, qui est de degre 
-oo. Ainsi, deg(3) = 0, mais deg(0) = -oo. 

3. P = -2X 2 + 3X 5 + 1 a pour degre deg(P) = 5, pour coefficient dominant 3, et done 
pour terme dominant 3A 5 . 

4. Soit P - X 5 + 4X 3 - X s alors deg(P) = 3 et son coefficient dominant est 4. 

5. Si P = 3X 3 +2X - 1 et Q = 3 (x + X 3 ), P et Q sont de degre 3, mais P-Q = -X - 1 
est de degre 1, 

6. Si P — 1 + X 2 et Q = X + 2X 5 , P est de degre 2, Q de degre 5 et le produit 
PxQ-X + X 3 + 2X 5 + 2X 1 est de degre 7, somme des degres de P et Q. 


Exemple 


Soit P = 
fier : 


7 

E 

k=0 


1 + (— 1 )* 


X k . D’apres l’ecriture de P, deg(P) < 7. Nous pouvons simpli- 


1 + (- 1 ) k ( 1 si A; est un entier pair 

2 |0 si k est un entier impair 

done P = 1 + X 2 + X 4 + X 6 


e’est a dire deg(P) = 6 < 7. 
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Proposition - Soit (P, Q ) e K[X] 2 , alors 

1. Le degre de la somme est inferieur ou egal au maximum des degres : 

deg (P + Q) < max(deg(P), deg(0) 

II y a egalite si et seulement si (a) ou ( b ) est realise : 

(a) P et Q sont de degres distincts : deg(P) 4 deg(0. 

(b) P et Q ont mime degre et la somme des coefficients dominants est non nulle. 

2, deg(dP) = deg(P) pour ieK non nul. Si A est nul, deg(dP) = -oo. 

On a done toujours deg(/lP) < deg (P). 

3 deg (PQ) = deg(P) + deg(0 et si P et Q sont non nuls, le coefficient dominant de PQ 
est le produit des coefficients dominants de P et Q. 

4. deg(P') < deg(P) - 1 est toujours vrai. 

Lorsque deg (P) > 1, alors il y a egalite : deg(P') = deg(P) — 1, mais lorsque P est 
constant , P' - 0 et deg(P') = -oo. 

Demonstration 

Si P ou Q est nul, la convention deg(O) = -oo donne la proposition. 

On suppose done P et Q non nuls. Notons p — deg(P) et q - deg(0 (ce sont done des 

p 9 

entiers), alors on peut ecrire P = ^ cpX k avec a p 4 0 et Q — ^ b^X k avec b q 4 0. 

k = o k=0 

Notons n = max(deg (P), deg(g)) = max( p, q). 


1. Supposons p > q (le cas p < q se ferait de meme), alors n = p et P + Q = + 

k = 0 
P 

b k )X k + 'y' a/ ; X k . et done deg(P + Q) < p, mais comme le coefficient de X p dans 

k—q+l 

P + Q est a p + 0, on a bien que deg(P + Q) — p — n — max(deg(P), deg(g)). 

n 

Supposons p — q, alors n — p — q. et done on a P + Q = ^ j at + bk)X k . Une telle 

k = o 

ecriture donne bien que deg(P + Q) < n. et de plus, deg(P + Q) < n si et seulement si 
le coefficient de X " dans P + Q, qui est a„ + b„, est nul. 

p 

2. Par definition, AP = ^ AauX k , et comme Aa p 4 0 puisque A 4- 0 et a p 4- 0, on a 

k = o 

deg(/lP) = p = deg(P). Si A - 0, AP - 0 et done deg(/lP) = -oo. 

n 

3. En posant a p+ \ = ■ ■ • = a„ = 0 et b q+ \ — — b n = 0, on peut ecrire P = ^ apX k , 


Q - ^ bi, X k , et done P x Q — ^ ct : X k ou ^ a jbk-j- Si j < p et k - j < q alors 
k = 0 k = 0 7=0 

k < p + q. Done, pour k > p + q, pour tout j e JO, k]], on a j > p (et done aj = 0) ou 
k — j > q (et done bt - = 0), et done = 0 (e’est une addition de termes nuls). Par 
consequent, deg(P x Q) < p + q. 
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p+q 

Or, c p+q = ^ cijb p+q -j, mais si j > p + 1 alors cij = 0, et si j < p - I alors 
j = o 

P q ./ — cf 1 done b p+q -j — 0. Done c p + q — a p b p + q — p — ct p b q , et c p + q 4- 0 car 

a p =£ 0 et b q + 0. Cela donne bien que deg(P x 0 = p + q et que le coefficient 
dominant c p+q de PQ est le produit des coefficients dominants de P et Q. 

p p 

4. On a P = j a k X k avec a p 4- 0. Alors P' - £ kai-X k ~ 1 , done est bien de degre au plus 

k = o k=l 

p - 1, et est de degre p - 1 si et seulement si pa p + 0 (pa p est le coefficient de X p ~ l ), 
done si et seulement si p 4- 0. ■ 


Corollaire - Soit (P, Q ) e K[X] 2 , alors Pxg = 0»P = 0oug = 0. 


Demonstration 

Si P et Q ne sont pas nuls, alors deg(P) et deg (0 sont des entiers, et done deg( P x Q) = 
deg(P) + deg (Q) est un entier, done P x Q est non nul. 

La reciproque ( P ou Q nul implique P x Q nul) est immediate, ■ 


Corollaire - Soit (P, Q,R ) e K[X] 3 avec R different du polynome nul, alors PR = 
QR => P = Q. 


Demonstration 

Si on a PR = QR, alors ( P - Q)R = 0, et done le corollaire precedent donne P — Q — 0 
ou R = 0. Mais comme R + 0, il ne reste que P - Q = 0, done P = Q.m 
En procedant a une recurrence a partir de la formule sur le degre d’une somme ou d’un 
produit de deux polynomes, on obtient : 


Proposition 


1 Pour (P k)i<k<N G on a deg 


2 > 

U= 1 ! 


< max (deg (P k )). 

l<k<N 


2 . 


Pour (P k h< k < N e K[Xf, 
deg(P' r ) = n deg(P). 


on a deg 


l N \ 
\k= 1 ) 


N 

= ^ deg (Pi). En particulier, si n 6 N, 
k= 1 


Proposition - Soit (P, Q) e X{X\ 2 , Q non constant. Alors on a Vegalite deg(P o Q) — 
deg(P) X deg(0. 


Demonstration 

p 

Supposons P non nul, P = ^ a k X k avec a p st 0 et p = deg(P). 

k = 0 

Alors pour tout entier k e [[0, pj, deg (a k Q k ) < deg (Q k ) et deg(<2*) = ^'deg(0, done 
deg (a k Q k ) < kdeg(Q). Par consequent, 


kP~ l \ 



\k = 0 ) 
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et deg {a p Q p ) = deg (Q p ) (car a p + 0), et done deg (a p Q p ) - pdeg(0. 

Comme deg(0 > 1 (car Q est non constant), alors ( p - l)deg(0 < pdeg(0, done 
(p- 1 ) 


deg 


Yj akQk 


< deg(a p Q p ), par consequent, la regie du degre de l’addition de deux 


U=o ) 

polynomes de degres differents donne que 


deg(P o Q) = deg 


max 


fp - 1 

Yj akQk 

,k=0 

(P-1 

deg 


+ OpQ p 


y 1 , a kQ k 


\k = 0 


,deg (a p QP) 


= deg (a p Q p ) = p deg( Q) = deg(P)deg(0 


Si P — 0, alors P ° Q — 0, done l’egalite des degres reste vrai. ■ 

Definition - L’espace K„[X] 

On note K„[X] 1’ ensemble des polynomes a coefficients dans K de degre inferieur ou egal 
a n. C’est done l’ensemble de tous les polynomes de la forme P — ao + ci\X + ■ ■ ■ + a n X n 
avec ag, elements quelconques de K. 


Remarques 

1. Par identification entre le polynome constant P = a et le nombre a lui-meme, on peut 
ecrire Ko[X] = K. 

2. L’ensemble K„[X] apparait tres souvent dans les exercices d’algebre lineaire. La pro- 
position sur les degres montre en particulier que K„ [X] est un sous-espace vectoriel 
de K[X] (voir chapitre 6) et que si P e K„+i[X], alors P' e K,,[X], 


Methode 1 Majorer le degre d'un polynome 

Pour majorer le degre d’un polynome Q, qui s’exprime a partir d’un autre polynome P dont le degre 
est connu, 

. on utilise en priorite les proprietes sur le degre ; 

deg(P) 

. sinon, on ecrit P - £ (H-X k , et on essaie de determiner le degre de Q, en exprimant Q a l’aide 

k= o 

des coefficients de P, et en utilisant que fldeg(P) ^ 0. 

Exemple d'application 1 

Montrons que si P e P.,,1 X], alors Q = P(X + 1 ) - XP’ e R„[X], 

Solution 

D’abord, par operations usuelles sur les polynomes reels, Q est bien un polynome reel. 

Puis, les resultats de la proposition sur les degres donnent 

• deg(0 < max(deg(P(X + 1)), deg(XP')), 

© . deg (P{X + 1)) = deg(P) x deg(X + 1) = deg(P), 
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• deg(XP') = deg(X) + deg(P') = I + deg(P') < deg(P). 
Et done deg(0 < deg(P). Done, si P € R„[X], Q e R„[X]. 


Exemple d'application 2 

Montrons que si P e K. 2 IXI, alors Q = X 2 P' - 2XP € Raffl- 


Solution 

D’abord, par operations usuelles sur les polynomes reels, Q est bien un polynome reel. 

Si on utilise les proprietes sur le degre, on a seulement 

• deg(X 2 P') - 2 + deg(P') < 1 + deg(P), 

• deg(-2 XP) = deg(-2A) + deg (P) = 1 + deg(P), 

• deg(0 < max ( deg(Z 2 P'), deg(-2XP)), done deg(0 < 1 + deg(P). 

Mais si P est de degre 2, cela prouve juste que deg(0 < 3, ce qui est insuffisant. 

Par contre, en ecrivant P sous la forme P = aX 2 + hX+ c, on a Q = X 2 (2aX + b) - 2X(aX 1 + bX + c) - 
- bX 2 - 2cX, done Q e R 2 [X]. 


4.2 Division euclidienne de polynomes 


4.2.1 Division euclidienne des polynomes 

Theoreme - Soit A et B deux polynomes de K[X] tel que B + 0. Alors il existe un 
unique couple ( Q,R ) e iff [A] 2 tels que 

(A = BQ + R avec 
jdeg(P) < deg(P) 

Q est appele le quotient de la division euclidienne de A par B, et R le reste de la division 
euclidienne de A par B. 

Demonstration 

. Montrons l’unicite : supposons qu’il existe deux couples (0, Pi) e K[X] 2 et (0. Ri) e 
K[X] 2 qui verifient A = BQ\ + R\ — BQj + R 2 avec deg(Pi) < deg(P) et deg(P 2 ) < 
deg(fi). 

Alors, B(Q\ - 0) - R 2 - Pi, et si Q\ + 0, 0 - 0 est un polynome non nul, done 
avec un degre entier, et done deg (B(Qi - 0)) = deg(P) + deg( Q 1 - 0) > deg(P). 
Mais, deg (P(0 - 0)) = deg(P 2 - Pi) < max ( deg(Pi), deg(-P 2 )) < deg(P) par 
hypothese sur les degres de Pi et P 2 , ce qui aboutit a une contradiction. Done Q\ = 0, 
et en reportant, on a P 2 - Pi = 0, done P 2 = Pi, ce qui demontrer bien Funicite d’un 
couple verifiant la conclusion du theoreme. 

. L’ existence se montre par recurrence sur le degre de A, par un procede algorithmique, 
Plutot que de rediger la demonstration dans le cas general, nous expliciterons l’algo- 
rithme sur un cas particulier dans F exemple qui suit. ■ 
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Exemple 

Realisons la division euclidienne de A — X 4 + 1 par B — X 2 + X + 1 . 

Le mecanisme est le meme que celui pour les divisions d’entiers : on regarde par 
quel monome on doit multiplier B pour que le resultat donne un polynome ayant le 
meme terme dominant que A, on fait la soustraction (ce qui nous donne un « nouveau 
polynome A », de degre plus petit que l’ancien) et on recommence tant que le degre 
de la difference est superieur ou egal au degre de B. 

Ainsi, il faut multiplier B par X 2 pour que X 2 II ait efFectivement le meme terme 
dominant que A. On soustrait : A - X 2 B - - X 3 - X 2 + 1, puis il faut multiplier B par 
-X pour qu’il ait le meme terme dominant que (A-X 2 B). Cela donne en soustrayant : 
(A - X 2 B) - ( —XB ) = X + 1 . On constate que X + 1 est de degre plus petit que celui 
de B et la division est terminee. On reecrit done l’egalite (A - X 2 B) - {-XB) — X + 1 
en A = (X 2 - X)B + X + 1. 

On le presente ainsi : 


X 4 

-(X 4 +X 3 +X 2 ) 


+1 


-X' -X 
^3 


T 


+1 


-(-X 3 -X 2 -X) 


X +1 


X 2 +X +1 


X 2 -X 


Done 

X 4 + 1 = (x 2 + X + l) (x 2 - x) + (X + 1) 


Le quotient de la division euclidienne de A = X 4 + 1 par B — X 2 + X + 1 est done 
0 = X 2 -X, le reste R - X + 1. 


Proposition - Soit P e K[X] et a e If., alors le reste de la division euclidienne de P 
par X — a est P{a). 


Demonstration 

Ecrivons la division euclidienne de P par X—a : il existe un unique couple (Q. R) e K[X] 2 
tel que P = (X - a ) Q + R avec deg(R) < deg(X - a) = 1. Done deg(R) = 0, auquel cas 
S e K’, ou deg(R) = — oo, auquel cas R - 0. Dans les deux cas, Re K. Puis, evaluons 
P = (X - a)Q + R en a : puisque X - a evalue en a donne a - a = 0, on en deduit que 
P{a ) = R(a). Comme R est constant, R(a) = R, ce qui donne bien R = P(a). m 

Exemples 

1. Soit P = 3X 5 - 2X 3 + X 2 - 1 , alors le reste de la division euclidienne de P par 
X - 1 est P(l) = 1. 

2. Soit n e N, cherchons le reste R de la division euclidienne de A = X" par 

= (X- 1)(X - 2). 

Comme il faut deg(R) < deg(B), on a deg(R) < 2, done R e Ri[X], done 3 (a, b ) e 
K 2 avec R - aX + b, et il faut determiner a et b. On sait qu’il existe un polynome 
Q avec X" = BQ + R = (X - 1)(X - 2)0 + aX + b. 

Evaluons cette egalite. On a deux inconnues {a et b), on a done besoin de deux 
equations. Si on evalue en x e R, on a x n - (x - 1)(jc — 2 )Q(x) + ax + b. Pour 
eliminer le probleme de la valeur de Q(x) qui est inconnue, on va evaluer en x = 1 
et x — 2. 
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Onaalors 1" = 0+a + bet2" = Q+2a + b, done 


a + b — 1 
2 a + b = 2” 


Done le reste vaut R = (2" - \ )X + 2 - 2". 


, d’ou 


a = 2" - 1 
Z? = 2-2" 


4.2.2 Polynome irreductible 

Definition - Diviseur/Multiple 

Soit (A, B ) e K[X] 2 , on dit que A est divisible par B si le reste de la division euclidienne 
de A par B est le polynome nul, e’est a dire s’il existe un polynome (alors unique) Q dans 
K[X] tel que A = BQ. On dit aussi que B divise A, ou que A est un multiple de B. 

Exemples 

1. X - 1 et X + 1 divisent X 2 - 1 car X 2 - 1 = (X - 1)(X + 1). 

2. Plus generalement, X - 1 divise X" - 1 pour tout n e N* et 

X n - 1 = (X - 1XX"- 1 + x"- 2 + ■ ■ ■ + X + 1) 

3. Si B divise A alors AB divise A pour tout /le K*. 

4. Pour tout P e E{X] . les polynomes de la forme A ou AP avec A e K* divisent P. 


Definition - Polynome irreductible 

Un polynome P e K[ X\ est dit irreductible dans K[X] s’il est non constant et si les seuls 
polynomes qui le divisent sont les polynomes constants et les polynomes AP avec A e K*. 


Remarques 

1. Caracterisation des polynomes qui ne sont pas irreductibles : un polynome P e K[X] 
n’est pas irreductible dans K[X] si et seulement s’il se decompose : P = I’ \ IX ou P\ 
et P 2 sont des polynomes de degre au moins 1 . 

2. Difference entre irreductibilite dans R[X] et C[X\ : un polynome a coefficient reel peut 
etre irreductible dans R[X] mais pas dans C| X\. Lorsque l’on ecrit qu’un polynome est 
irreductible, il convient done de preciser dans quel ensemble Y[X\ il est irreductible. 


Exemples 

1. X 2 - 1 n’est pas irreductible dans R[X] (ni dans C\X\) puisque Ton a : X 2 - 1 = 


(x-i)(x+i). 


2. 

3. 


Pour tout ci E 1C, X — g est irreductible. 

X~ + 1 est irreductible sur R[X] mais pas sur C[X] car X? + 1 = (X - i)(X + i ). 

Montrons que X 2 + 1 est irreductible sur R[X] : si ce n’est pas le cas, il existe 

(Pi,P 2 ) G R[X] 2 avec X 2 + 1 = Pi x P 2 et deg(Pi) > 1, deg(P 2 ) > 1. 

Comme deg(X 2 + 1) = 2, necessairement deg(Pi) = 1 (et degl/P) = 1), et done il 

, ( b\ 

existe (a, b) e R avec Pi = aX + b et a 4- 0. Mais alors, on aurait PA — = 0, et 

\ a) 

. b\~ ( b\ I b\ b 

done I — + 1 = PA — P 2 — -0> mais — e R, ce qui est impossible ! 

a \ a \ a a 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Polynomes reels ou complexes 


COURS & METHODES 


4.3 Derivees eucceee'wee 


Toutes les formules de derivation du chapitre 16 sur les derivees de fonctions reelles 
(derivee d’une somme, d’un produit, formule de Leibniz ...) restent valables pour les 
polynomes. 


4.3.1 Definition 

Definition - Derivee n-ieme d’un polynome 

Pour tout polynome P e K[X], on definit par recurrence sur n e N la derivee n-ieme de 
P, que Ton note P (n \ par : 

p( 0) _ p 

P n> = P' 

Vn e N E (,!+1) = (P (n) y (polynome derive de P (n) ) 

Exemples 

1. Les polynomes derives successifs de P = X 5 - TX 3 + X - 1 sont : 

P' = 5X a -6X 2 + 1, P" = P (2) = 20Z 3 -12 X,P”’ = P ,3> = 60AT 2 - 1 2, P ,4> = UOX, 
P (5) = 120 et P <k) = 0 pour k > 6. 

2. Si n et k sont deux entiers naturels, on a, par recurrence sur k, que 

{X nf) = ( n(n - 1) . . . (n - k + \)X n ~ k = si k < n 

0 si k > n 

En particulier, (X") (rn = n! est un polynome constant. 

Proposition - Soit P et Q deux polynomes, ( A,p ) e K 2 , alors pour tout entier n, ( AP + 
pQf' l) = AP (n> + pQ (n) . 


Remarques 

1. On a aussi pour tout entier naturel n, P ( " + 1 1 = (P')'" ) . 

2. Avec le vocabulaire du chapitre 7, le resultat precedent affirme juste que 1’ application 
de derivation n-ieme est lineaire, ce qui est vrai, car c’est la composee n-ieme de 
P application derivation, qui elle est lineaire. 

Remarque - En particulier, si 
on derive un polynome plus 
de fois que son degre, on 
trouve 0. 


Demonstration 

11 suffit d’appliquer le resultat precedent et l’exemple precedent : 



2>(x7 J) 


k\ , 
a k X k 

! (k-j)l 
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4.3.2 Formule de Taylor pour les polynomes 


Theoreme - Formule de Taylor 

Soit P un polynome de K„[X], pour tout a e K, on a : 


P = P(a) + P'(a)(X - a) ■ 

p( k \a) 


P’\a) 

2! 


, P (n \a) 

(X - a) 2 + ■ ■ • + ^-(X - a)" 


= E 

k=0 


k\ 


-(X-af 


Demonstration 

Commencons par prouver le resultat pour <7 = 0: soit P e K„[X], alors P s’ecrit P = 

n 

E ai<X k pour un entier naturel n et des scalaires cik e K. Soit j e JO, nj, alors P (j) - 


Done on a bien P = 


r- 


k= 0 
n 

Y auk(k - 1) . . . (k - j + I )X k ~-i, et done en evaluant en X — 0, on obtient P ( j\ 0) = j\cij 

k=j 

pO')(0) 

(le terme k = j dans la somme, car 0° = 1), soit a j = 

i P<k>(0) x k . 

k= 0 k\ 

Prenons desormais a quelconque dans K et P e K„[X], alors en posant Q = P(X + a), 

n 0^( 0) 

on obtient que Q € K„[X] et Q = Y -X k . Or, ik e [[0, «]], Q (k \ 0) = P (k \a ), done 

k=o k\ 

» P (k \a) , 

P(X + a) — E X . En composant par X - a, on obtient la formule voulue. 

*= o k\ 


Remarques 


" p(k)( n\ 

1. Le cas a — 0 : si P e K„[X], alors P = ^ — — — X k . 


k = o 


deg(P) P^( a \ 

2. Pour tout k > deg(P), P {k \a) — 0, done P = Y (X-a) k . 

k = o k\ 


3. Pour ( < n, cette formule se reecrit 

f_1 P (k \a) 

~k\ 


f = at * (X - j] ^ >(X - at 1 . 


k=0 
({-l p(*)( fl ) 


k=e 


k\ 


etcommedegl Y — — (X-a) k \ < l— 1 < deg((X-a/), on reconnait l’ecriture de 

U=o k\ ) 

e-i p( k \ a ) 

la division euclidienne de P par (X - a) 1 : le reste est Y (X - a) k , le quotient 

k = o k\ 

i^iX-af. 

k=e k\ 


Exemple 

Le reste de la division euclidienne de P par (X - l) 2 est P( \ ) + P'(l)(^ - 1). 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Polynomes reels ou complexes 


COURS & METHODES 


4.4 Racines d’un polynome 

4.4.1 Definition 

Definition - Racine d’un polynome 

Soit P e K[X] et a e K. On dit que a est racine de P si P(a ) = 0. 

Exemples 

1. Le polynome nul admet tout element de K comme racine. II admet done une infi- 
nite de racines. 

2 . Si a e K* alors P - a n’ admet aucune racine. 

3 . P — X - a admet a pour unique racine. 

4. X~ + 1 n’admet aucune racine dans R et admet i et —i pour racines dans C. 

Remarque - Les racines d’un polynome de degre 2 se determinent a l’aide du discrimi- 
nant (voir le chapitre 3 pour ce rappel). Neanmoins, avant de calculer le discriminant, il 
peut etre judicieux de chercher des racines evidentes. 

Posons par exemple P = 2X 1 + 2X. alors en factorisant, on a P — 2X(X +1), done les 
racines de P sont 0 et -1 (car un produit est nul si et seulement si l’un de ses termes est 
nul). 

Theoremt - a est racine de P si et seulement si X—a divise P, e’est a dire si et seulement 
s’il existe Q e K[X] tel que P(X) = (X - a)Q(X). Le polynome Q est alors unique. 

Demonstration 

C’est une consequence directe du calcul du reste de la division euclidienne de P par X- a 
fait precedemment. ■ 

4.4.2 Ordre de multiplicite d’ une racine 

Definition - Ordre de multiplicite d’une racine 

Soit P un polynome non nul. Soit k e IT*. On dit que a est une racine d’ordre k de P si 
et seulement si (X - a) k divise P et(X - a) k+l ne divise pas P, c’est a dire si et seulement 
s’il existe Q e E{X\ tel que P - (X - a) k Q avec Q(a) 4- 0 (et alors Q est unique). 
k est alors appele l’ordre de multiplicite de la racine a. 

Remarques 

1. Si k = 1, on dit que a est racine simple de P, et si k — 2 on parle de racine double. 

2 . Si P est non nul et verifie qu’il existe un polynome Q avec P = (X — a) k Q , on a 
degfP) = deg ((X - a) k ) + deg(0 > k. Done il va bien exister un plus grand entier k 
tel que (X - a) k divise P, ce qui justifie que la notion de multiplicite d’une racine est 
bien definie, et de plus que toute racine est de multiplicite inferieure ou egale au degre 
de P. 

3 . Si P est nul, on dira que tout nombre de K est racine d’ordre infini. 
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Exemple 

Soit P = MX - I ) 2 (X - 2)(X + l) 4 alors 1 est racine double de P, 2 est racine simple 
et - 1 est racine d’ordre 4. 


Theorems - Soit P e Y{X\. Alors a est racine d’ordre k de P si et seulement si P(a) = 
P'(ci) = • • • = P (k - ]> (a) = 0 et P {k) (a) * 0. 


Demonstration 

Supposons P e K„[A], La formule de Taylor appliquee a P donne que le reste de 

*-i P (( \a) 


la division de P par (X - a f vaut R = Y 


-af. 

e=k t ' 


e=o £! 


-(X - a y et le quotient vaut Q = 


Done a est racine d’ordre k de P si et seulement si K - 0 et Q(a) + 0. Q(ci) 


P (k \a ) 
k\ 


, et 


*-i P {t \a ) , 

R — 0 si et seulement si R(X + a) = 0, done si et seulement si Y — 7 ~, — X - 0> ce c l u i 

e=o (■ 

P v \a) 

revient bien a — — — = 0, done a P ie \a ) = 0, pour tout ( < k — 1. 


Remarques 

1. Si k > 2 et a racine d’ordre k de P, alors a est racine d’ordre ( k - 1) de P' . 

2. Le theoreme peut se reformuler en : a est racine d’ordre au moins k de P si et seule- 
ment si P(a) = P’(a) = ■■■ = P <A_1, (fl) = 0. 


4.4.3 Racines et division euclidienne 


Methode 2 Calcul du reste d'une division euclidienne 

Supposons que B soit de degre p (entier non nul), et ait p racines x \ , . . . , x p deux a deux differentes. 
Le reste R de la division euclidienne de A par B se deduit alors des valeurs de A aux points x t . En 
effet. R etant un polynome de degre au plus p— 1, il est caracterise par ses p coefficients «o, a\ , . 

a p -\ tels que R = Y MX ■ Lorsque x = x, : 

k = o 


p - 1 

A(xi) = B(xj)Q(xj) +R(Xi ) = ^ a k ^i 

0xQ(xi)=0 k=0 

Les p coefficients du reste sont done solutions d’un systeme de p equations a p inconnues : 

p - 1 

VieILp], 2 cikX?: = A(xd 

k = 0 

et on peut verifier en resolvant le systeme qu’il admet une unique solution. 
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Remarque - Si B a des racines multiples, le principe de la methode ci-dessus reste valable, mais ne 
donnera pas assez d’equations pour trouver les coefficients de R. L’idee est alors de deriver la relation 
A = BQ + R et d’evaluer en les racines multiples, pour exploiter que si x, est racine multiple de B 
d’ordre or,-, il Test aussi de BQ (d’ordre au moins egal a a,) : si 0 < j < or,, on a : 

p-i 7 , 

A (J \xi) = (BQ) (j \xi) +R (J \xd = V a k - — — x k A J 

-H {k~])\ 

o 1 

ce qui nous fournit de nouvelles equations pour former un systeme dont seuls les coefficients de R 
seront solutions. 


Exemple d'application 1 

Determinons le reste de la division euclidienne de X" (pour n entier) par X 2 - 1 dans R[X]. 


Solution 


II existe Q e R[X] avec j 


C’est l’unique polynome reel R qui verifie : 

fx" = (X 2 - l)x Q + R 
|deg(R) < 2 

Comme deg (R) < 2, il existe (a, b ) e R 2 avec R - aX + b, et on cherche a determiner a et b. 

On exploite l’egalite X" = (X 2 - 1) x Q + R. L’idee est de l’evaluer en des valeurs bien choisies. Pour 
x e R quelconque, on a juste x n = (x 2 - 1 )Q(x) + R(x), mais Q(x) etant inconnu, cela ne nous sert 
pas, sauf si x 2 - 1 = 0. On evalue done ici en x - 1 et x = - 1 . 


= 1" =0x0(1) + /?(l) = fl(l) = fl + 6 

Alors 1 

[(-I)" = 0x g(-l) + f?(-l) = f?(-l) = -a + b 

1 - (- 1 )" 

Par consequent, le reste cherche vaut R — X - 


, done < 

la 

1 +(-!)" 


b 


■ 

2 

1 — (— 1 )" 


c’est a dire : 


R = 


J 1 si n est un entier pair 
lx si n est un entier impair 


Exemple d'application 2 

Calculons le reste R de la division euclidienne de X" par B-(X - 1) 2 (X + 1). 

Solution 

Par definition, deg(f?) < deg (B) — 3, done il existe (a, b, c) e R 3 avec R = aX 2 + bX + c. 

De plus, il existe un polynome Q tel que X" = BQ + R. Evaluons cette egalite en 1, done 1 - R(\) - 
a + b + c, puis en -1. done (-1)" = R(- 1) = a - b + c. De ces deux equations, on deduit facilement 
1 — (— 1)" 1 + (-1)" 

que b = ct que a + c - , mats il nous faut une autre equation pour determiner a 

et c. 

L’idee est de deriver l’egalite X" - BQ + R, puis d’evaluer en 1, afin d’exploiter que (X - l) 2 est en 
facteur de B, e’est-a-dire 1 est racine double de B. done racine d’ordre au moins 2 de BQ. On a done : 

nX"- 1 = 2(X - 1)(X+ 1 )Q + (X- l) 2 g + (X- 1) 2 (X+ 1 )Q' +R', 

© ce qui evalue en 1 nous donne n = /?'(!) = 2a + b. 
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2 a + b - n 


D’ou le systeme < 


a + c 


1 +(-l) n 
2 


(7 


O < 


n (-1)"- 1 
2 + 4 

2 


\b = 


l-(-l)" 


Done R = 


» (-!)”■ 
2 4 


X 2 


l-(-D" 


X- 


n (-1)" + 3 
" ~2 + 4 

n (-1)" + 3 
2 + 4 ' 


4.4.4 Factorisation a I’aide des racines d’un polynome 


Theorems - Si an, . . 07, sont des racines multiples deux a deux distinctes de P, de 
multiplicites respectives h\, .. h„, alors P est divisible par (X - a i) /?1 . . . (X - a n ) h " . 

n 

En particulier si P n’est pas le polynome nul, deg(7 3 ) > ^ hi, e’est-a-dire que le nombre 

1=1 

de racines de P, chacune comptee un nombre de fois egal a sa multiplicite, est inferieur 
ou egal a deg(P). 


La demonstration de ce theoreme est proposee en exercice (cf. l’exercice 4.30). 

Remarque - En particulier, un polynome non nul ne peut pas avoir plus de racines 
distinctes que son degre. 

Un cas particulier absolument fondamental du theoreme precedent est : 

Theoreme - Si P est un polynome de degre au plus n qui s’annule en au moins n + 1 
points distincts, alors P est le polynome nul. 

Demonstration 

Notons ari,..., a„+i ces n + 1 valeurs (ce sont done des racines d’ordre au moins 1), alors 
(X - a i) .. .(X - a„+ 1) divise P, done si I’ ^ 0, il existe un polynome Q non nul tel que 
P — (X - a\) ... (X - a„+i)Q, done deg(P) = n + 1 + deg(0 avec deg(0 > 0, ce qui 
contredit deg(P) < n, done P — 0. ■ 


Corollaire - Un polynome qui s’annule en une infinite de valeurs (par exemple sur un 
intervalle non reduit a un point) est necessairement le polynome nul. 

De meme, si deux polynomes P et Q de K„[X\ coincident sur au moins n + I valeurs, 
alors le theoreme applique a P — Q donne P — Q — 0, done P — Q. 


Exemple 

Si P est un polynome qui verifie que pour tout reel x, P(sinOc)) = 0, alors P est le 
polynome nul, puisque tout element de l’intervalle [-1, 1] peut s’ecrire sin(v) pour 
un certain x, et done est racine de P, ce qui fait une infinite de racines pour P. 
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Methode 3 Unicite d'un polynome verifiant une propriete 

Pour montrer qu’il existe au plus un polynome verifiant une propriete donnee A , on considere deux 
polynomes P et Q verifiant A, et on montre que P - Q a une infinite de racines (ou tout du moins 
strictement plus que son degre) et done P — Q — 0. 

Exemple d'application 

Montrons qu’il existe au plus un polynome P de degre inferieur ou egal a 2, verifiant P( 1) = 2, 
P(2) = 3 et P( 3) = -5. 


Solution 

Si on a deux tels polynomes P et Q, alors P( 1 ) = 2 = Q( 1), P( 2) = 3 = Q( 2) et P( 3) = —5 = 2(3), 
done (P - 0(1) — (P - 0(2) = (P — 0(3) = 0, done P - Q a au moins trois racines distinctes, mais 
comme deg(P) < 2 et deg(0 < 2, on a deg(P — Q) < 2, et done P - Q a plus de racines que son 
degre, done P - Q — 0, done P = Q. 

9 29 

En fait, P existe et vaut P = — X 2 + — X - 8. 

2 2 


4.4.5 Algorithme de Horner 

L’algorithme de Horner permet de calculer le quotient et le reste (e’est a dire la valeur de 
P(x)) de la division euclidienne de P par X — x, pour P e K[X] et x e K. 

Principe de l’algorithme : si P(x) — ao + a\x + • • • + a„x", alors 

P(x) — ao + x(a i + x(ai + ■ • • + x(a n - 1 + x{a n )) ...)). 

On calcule done 

bn — 

b „- 1 = b n x + a n - 1 
b\ = b2X + fli 

bo - b\x + «o = P(x) 

Le chapitre 28 propose un programme en Turbo Pascal base sur cet algorithme. 

On a a„ = b n , a n - 1 = b n -\ - xb n , . . ao = bo - xb \ , done 

P = ao "I - a\X + • • • + a n X n 

= (bo - xb\) + (b\ - xb 2 )X + • • ■ + (/?„_ i - xb n )X"~ l + b n X n 

— bo + b\(X - x) + bi(X - x)X + bo(X - x)X 2 + • ■ ■ + b n (X - x)X n ~ 1 

— bo + (X — x) + b^X + • • • + b n X n ' j 

On retrouve bien bo - P(x) comme reste de la division euclidienne de P par X - x, mais 
en plus b\ + bjX + • ■ • + h„X" 1 est le quotient de la division euclidienne de P par X - x. 
On presente la mise en pratique de l’agorithme sous forme de tableau : 



d n 

&n— 1 

&n—2 


ao 

X 

fl n — bn 

a n - 1 + xb n = b„-i 

a n -2 + xb n - 1 = b n —2 


ao + xb\ - bo 
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On remplit la deuxieme ligne en additionnant dans chaque case le contenu de la case du 
dessus, et le resultat de la multiplication de x par le contenu de la case de gauche (sauf la 
case tout a gauche, qui est juste le contenu de la case du dessus). 

Exemples 

1. Soit P = 3X 6 - X 4 + 3 A - 2 - X + 2, calculons P( 2). EfFectuons l’algorithme de 
Horner : 



3 

0 

-1 

0 

3 

-1 

2 

2 

3 

6 

11 

22 

47 

93 

188 


Done P(2) = 188. 

2. Soit P = X s - 3X 4 + 8 A" 3 - 1 6X 2 + 15Z- 5, montrons que 1 est racine et calculons 
son ordre de multiplicite. EfFectuons l’algorithme de Horner : 



1 

-3 

8 

-16 

15 

-5 

1 

1 

-2 

6 

-10 

5 

0 


done 1 est racine de P et P = (X - I )<X 4 - 2X 3 + 6X 2 - I OX + 5). 

On recommence avec Q = X 4 - 2 A" 3 + 6 A" 2 - 1 OX + 5, ... 

-> Q = (X- 1)(X 3 - X 2 + 5X - 5) + 0 
X 3 -X 2 + 5X- 5 = (X - 1)(X 2 + 5) + 0 
-> X 2 + 5 = (X- 1)(Z+ 1) + ® 

done 1 est racine triple et P - (X - 1) 3 (X 2 + 5). 



1 

-2 

6 

-10 

5 

T 

T 

-1 

5 

-5 

0 

T 

T 

0 

5 

0 


1 

l 

1 





4.4.6 Factorisation dans C[X] 


Theoremc - Theoreme de d’Alembert-Gauss 

Tout polynome non constant de C[X] possede au moins une racine dans C. 


Corollaire - Les seuls polynomes irreductibles de C[X] sont les polynomes de degre 1 . 


Remarque - En particulier, 
un polynome complexe non 
nul a autant de racines com- 
plexes comptees avec multipli- 
cite que son degre. 


Corollaire - Soit P e C[X\ non nul, de degre n. Notons a„ le coefficient dominant de P 
et ari, . . . , a p les racines complexes deux a deux distinctes de P d’ordre de multiplicites 

p , 

respectiFs h p . Alors h\ + ■ ■ ■ + h p - n et P = a„ \\(X - a,)" 1 ' 

r=l 


Method 1 4 Factoriser dans C[X] 

Pour factoriser un polynome P non constant de C[X] en produit de facteurs irreductibles, il faut 
. chercher les racines a, deux a deux distinctes de P (pour 1 <i< P ), 

. determiner P ordre de multiplicite h, de la racine a, pour P, 

• determiner le coefficient dominant A de P. 
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On a alors la factorisation P - A\\(X - a t ) h ’ . 

i= 1 

Exemple d'application 

1. Factorisons Pi = X 3 - 4X 2 + (6 + i)X -3 - i dans C[X] : 

1 est racine evidente et on obtient P\ - (X - I )(X 2 - 3X + 3 + i). Or les racines de X 2 - 3X + 3 + i 
sont 2 — i et 1 + i (A = —3 — 4i = (1 — 2 i) 2 ). D’ou : P\ = (X - 1)(X - 2 + i)(X - 1 - i). 

2. Factorisons Pi = 2X 2 - 4(1 + i)X + 4/ dans C[X] : 

le discriminant est nul, 1 + i est racine double de Pi, done Pi = 2(X - 1 - i) 2 . 

3. Factorisons P 3 = iX n - i dans C[X] : 

son coefficient dominant est i. Comme P 3 = i(X" - 1), ses racines sont les racines complexes de 
T unite, done les complexes Zk = e ! ~"~ pour 0 < k < n - 1 . II reste a determiner leurs multiplicites. 
On peut le faire de deux fa 5 ons : 

. soit en remarquant que P\ — inX" 1 , qui n’admet que 0 comme racine, et done P 3 ne peut pas 
avoir de racines multiples, 

. soit en remarquant que les Zk pour 0 < k < n - 1 sont deux a deux distincts, done forment n 
racines de P 3 , et comme deg(P 3 ) = n et que la somme des multiplicites des racines doit faire 
deg(P 3 ), forcement les Zk sont racines simples de P 3 . 

Et done P 3 = i (x - e ). 

k= 0 V 

4. Factorisons P 4 = X 4 + X 3 + X 2 + X + 1 dans C[X] : 

4 4 

on a X s - 1 = {X - 1 )(X 4 + X 3 + X 2 + X + 1) = n ( x ~ ^) = (X ~ D FI (x - e^). D’ou 

k=0 V ' k= 1 V ' 

p a =Y[(x-&). 

k= 1 v ’ 

4.4.7 Factorisation dans R[X] 

Proposition - Soit P e R[X], si a est une racine complexe de P d’ordre de multiplicity 
h, alors a est racine de P d’ordre de multiplicity h. 

Theoreme - Tout polynome non constant de R[X] s’ecrit sous la forme 

r s 

P - a n Y](X - ad hi n ^ 2 + b jX + Cj) ki 
i= 1 J= 1 

ou a„ est le coefficient dominant de P, a 1 , . . . , a r sont les racines reelles d’ordre de mul- 
tiplicites respectifs ,h r , pour tout j le polynome X 2 + bjX + Cj est a coefficients 

reels sans racine reelle (e’est-a-dire de discriminant strictement negatif), et kj e N*. 

Demonstration 

Soit P un polynome non constant de R[X], a \ , . . . , a r ses racines reelles deux a deux dis- 
tinctes, d’ordre de multiplicites respectifs hi,..., h, et u\, . . . , u s ses racines complexes 
non reelles, distinctes et non conjuguees, d’ordre de multiplicites respectifs k\,..., k s . 
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D’apres la proposition precedent, u \ , . . . , u s sont aussi racines de P, d’ordre de multipli- 
cites respectifs k\, . . . , k s . 

Notons a„ le coefficient dominant de P ou n est le degre de P. Puisqu’un polynome de 
R[X] est en particulier dans C[X], nous pouvons factoriser dans C[X] : 

r s s 

P - a„ [](X - a t t [](X - Uj ) k > [](X - ITj )*' 

^ 7=1 7=1 

racines reelles racines racines 

complexes complexes conjuguees 


Regroupons les racines complexes conjuguees entre elles et remarquons : 
(X - uj)(X — ITj) — X 2 - ( Uj + Wj) X + UjTTj 



I I 2 

En posant bj - -2R e(Uj) 6 Ret cj — \uj\ e R+, nous en deduisons la factorisation 
demandee. ■ 


Remarques 

1. En particulier, tout polynome reel de degre impair a au moins une racine reelle, resultat 
que l’on retrouve a 1’aide du theoreme des valeurs intermediaires. 

2. Si P est de degre «, en gardant les notations du theoreme, on a en ecrivant l’egalite 
des degres : n = (hi + ■ ■ ■ + h r ) + 2(k\ + • • • + k s ). 


Corollaire - Les polynomes irreductibles de R[X] sont les polynomes de degre 1 et les 
polynomes de degre 2 de discriminant strictement negatif. 


Method 5 Factoriser dans R[X] 

Pour factoriser un polynome reel non constant, il faut 

. le factoriser dans C[X], c’est-a-dire trouver ses racines complexes avec leurs ordres de multiplicite, 
puis 

. regrouper les facteurs correspondants aux racines complexes conjuguees pour former des poly- 
nomes reels irreductibles de degre 2. 

Exemple d'application 1 

Factorisons P\ — X 3 + 3X 2 + 4X + 2. 


Solution 

-1 est racine evidente et P\ = (X + 1)(X 2 + 2X + 2). Or le discriminant du trinome X 2 + 2X + 2 est 
A = -4 < 0 done ce trinome est irreductible. La factorisation de P\ dans R[X] est done : 

P x = (X + \){X 2 + 2X + 2) 


Exemple d'application 2 

Factorisons P 2 - 2X 5 - 2. Dans C[X], on a : 
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Solution 


P 2 — 2(X — 1)(X - e^)(X - e'T)(Z - e‘%)(X - e'T). 

Soil F 2 = (X - 1)(X - e'T)(X - e-‘T)(X - e l T)(X - e -’T). D’ou la factorisation de P 2 dans R[X] : 

P 2 = 2(X - l)|x 2 -2cos|yjx+ lj|x 2 -2cos(yjx+ lj. 




Savoirs 

. Les operations sur les polynomes 

. Les deux famous de prouver que a est racine d’ordre k 

. La definition du degre 

• Si on compte chaque racine un nombre de fois egal a 

. L’ecriture de la division euclidienne avec la condition 

sa multiplicite, le nombre de racines d’un polynome 

sur le degre du reste 

non nul est inferieur ou egal a son degre 

Savoir-faire 

. Majorer le degre d’un polynome a l’aide des regies 

. Factoriser un polynome explicite par une puissance 

sur le degre 

de X - a lorsque a est racine (algorithme de Horner) 

Determiner le reste d’une division euclidienne par un 
polynome dont les racines et leurs multiplicites sont 

Obtenir la factorisation dans R[X] a partir de celle 

connues 

dans C[X] 

Mots-cles 

. Degre 

. Racine 

. Coefficient dominant 

. Ordre de multiplicite d’une racine 

. Quotient et reste d’une division euclidienne 

. Factorisation 
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Tests de connaissances 


4.1 Donner le degre de P = AX 3 - X 2 + X - 4 en justifiant 
bien. 

4.2 Soit P et Q dans R[X). Que dire de deg(P + Q) ? 

4.3 Soit P un polynome. Que dire de deg (P') ? 

4.4 Identifier le polynome P verifiant 1' assertion suivante : 
Vx 6 R, P(e x ) = e 2x - 3e x + I . 

4.5 Ecrire la division euclidienne de X 4 - 3X 3 + X 2 + 1 par 
X 2 . 

4.6 Donner la derivee n-ieme de X " _1 , de X" puis de X n+l . 

4.7 Enoncer la formule de Taylor. 

4.8 Donner deux fajons de verifier que a e C est racine 
d’ordre au moins 3 de P 6 C|X]. 

4.9 Donner les racines, avec leurs multiplicity, du poly- 
nome P = 2(X- 1) 3 (X + 2) 2 (X - A). 

4.10 Que dire d’un polynome P de R 3 [X] qui verifie P(l) = 
P(3) = P(- 2) = P( 6) = 7 ? 

4.11 Yraioufaux? 

1) Soit P = (2X 4 - A 3 ) - ( 2X 4 + X - l), alors 

deg(R) = 4. 


2) Soient n 6 Net ( P,Q ) e R„[Y] 2 , (T,/j) e R 2 , alors 
AP + nQs R„[X], 

3) Soient n e N et P € R„[X], alors F 6 R„[X], 

4) Soit P 6 RJX], alors XP e R„[Z], 

5) La division euclidienne de X 4 - X 3 + X 2 par X - 1 est 
X 4 - X 3 + X 2 = X\X - 1) + X 2 . 

6) X 2 + X + 2 est irreductible dans R[X], 

7) Soit P s R„[X], alors F n+1) = 0. 

8) Soit P € R[X] tel que P M (0) = 0 pour tout entier 
naturel n, alors P = 0. 

9) Soit P 6 R[X] tel que Pin) = 0 pour tout entier natu- 
rel n , alors P = 0. 

10) Soit P 6 R[X] tel que P(cos(im)) = 0 pour tout 
entier naturel n, alors P = 0. 

11) P = (X + 1)(X - 2) 2 (X + 3) 2 est de degre 5 et n’a 
que trois racines distinctes. 


Exercices d ’ application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 109. 

■ Degre d’un polynome 

4.12 

Determiner les degres et coefficients dominants des poly- 
nomes suivants : 

1) p l = X 3 - X{X - 1 + 2 O 2 

2) P 2 = fl (2X - k) 

k = 0 

3) P 3 = (X + 3)" - (X - 2) n 

4) P 4 = ["l (X + 3/ 

k=0 

4.13 

On cherche a determiner l’ensemble des polynomes reels P 
non nuls tels que P(X 2 ) = (X 2 + 1)P. 

1) Determiner le degre d’un tel polynome. 

2) Conclure. 


4.14 

Pour P e R[X], on definit Q = 2 XP' - (X 2 + 1 )P" . 

1) Si P 6 R 2 [X], montrer, en posant P = aX 2 + bX + c (avec 
(a, b, c) 6 R 3 ) que Q 6 R 2 [X]. 

2) Soit n un entier naturel. Si P 6 R„[3l], montrer en raison- 
nant sur les degres que Q 6 R„[Jf]. 

4.15 

Soit P s R„[Y]. Montrer que 

Q = nXP - X 2 P’ 6 R„[X], 


4.16 Adapte de Edhec 2009 

Pour tout k de {0, 1, . . . , n], on admet que Texpression X"x — 

X 

designe le polynome X"~ k . Montrer que pour P 6 R„[Y], 


Q 


x " fl i ) 61 
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4.17 

4.23 

Pour n 6 N, on definit P„ par : 

Soit // 6 N, n > 2 et 

\P 0 =1 

P„ = nX" +2 - (, n + 2)X n+l + (n + 2)X - n. 

Pi =2-X 

[P n+l = 2(2n + 1)P„ + X 2 P n _\, V n > 1 

Prouver que (X - l) 3 divise P„. 

1) Montrer que pour tout n e N, P„ est un polynome a coeffi- 

4.24 

cients entiers relatifs. 

Soit le polynome P defini pour tout x 6 R par P(x) = 

2) Determiner le degre et le coefficient dominant de P„. 

(x - 2) 325 . Calculer P®( 2) pour tout entier k > 0. 

3) Montrer que pour tout entier n : 

4.25 

(2/i)l 

Pn( 0) = 

Pour tout entier n > 2, on s’interesse aux polynomes 

n\ 

Qn =(X+ 1 )" - X 1 ' - 1. 

a Division euclidienne 

In\ 


1) Exprimer Q„ a l’aide des coefficients binomiaux 

4.18 

\/V/ 

2) En deduire que Q„ est non nul et a coefficients entiers. De- 

Effectuer la division euclidienne de X 4 - 3X 3 + 2X 2 - X par 

terminer le degre de Q„ ainsi que son monome dominant. 

X 2 - l. 

3) Montrer que X divise Q„. 

_ _ 

4) Determiner les valeurs de n pour lesquelles Q„ est divisible 

4.19 

parX+ 1. 

Determiner le reste de la division euclidienne de 

5) Le polynome Q„ peut-il etre divisible par (X + l) 2 ? 

1) X 2 " + 2 par (X - 1), 

... 

2) X 2 " + 2 par (X - \ )(X - 2). 

4.26 

a Racines 

Determiner les polynomes reels P de degre 5 tels que {X-2) 3 


divise P + 2 et (X - l) 3 divise P - 1. 

4.20 

4.27 

Donner l'ordre de multiplicity de 0, de 1 et de i comme ra- 

cines du polynome 

Montrer qu'un polynome 1-periodique est constant. 

P = X 3 - 2X 4 + 2X 5 - 2X 6 + X 1 . 

■ Factorisation 

-- 

4.28 

4.21 

Factoriser 2X 4 + 2 dans C[X] puis dans R[3 l]. 

Donner une condition necessaire et suffisante sur (a, b ) 6 R 2 
pour que X 3 - aX + b soit divisible par (X — l) 2 . 

4.29 

4.22 

Factoriser dans CfX] puis dans R[X] les polynomes suivants : 

P = X 4 + X 2 + 1 , Q = X 3 - 2X 2 + 2X - 1 

Soit n s N. Donner une condition necessaire et suffisante sur 
a, b telle que aX l,+l + bX" + 1 soit divisible par ( X - l) 2 . 


Bxerclcee d’approfondleeement 


d'ordre au moins h. Montrer que si a n’est pas racine de Q i. 

4.30 

alors a est racine d'ordre au moins h de Q 2 . 

Le but de cet exercice est de prouver le theoreme enonce en 

2) Montrer par recurrence forte sur le degre de P que si ai. 

cours sur la factorisation d'un polynome lorsqu'il a des ra- 

...,a n sont des racines multiples deux a deux distinctes d’un 

cines multiples. 

polynome P, de multiplicites respectives hi, h„ , alors P 

1) Soit (Q \ , Q 2 ) G K[X] 2 et a une racine de P = Q\ x Q 2 

est divisible par (X - ai)* 1 ... (X - a n ) h " . 
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4.31 Adapte de Ecricome 2010 

1) Soit P un polynome de R„ [A] . Montrer que Q = P" - 4 XP' 
est un polynome de R„[X]. 

Pour la suite de I’exereice, on admet que Vn 6 N, il existe un 
unique polynome unitaire H„ de degre n tel que : 

H'n - ^XH' n = -4nH„ (★) 

2) En derivant la relation (★), demontrer que : 

Vn > 1, H'" - 4XH” = —4(n - 1 )H' n . 


En deduire que : 


Vn> 1. H' = nH„_ i et 


Vn > 2, H„ - XH n _, + = 0. 

3) Pourquoi peut-on affirmer que Ho = 1 et Hi = X ? 
Calculer alors H 2 et H 3 . 

4 ) D’apres ce qui precede, la suite u„ = H n ( 1 ) satisfait a la 
relation de recurrence : 

n — 1 

Uo = 1, U\ = 1, Vn > 2, U n = u n - 1 — U„-2- 

Ecrire un programme en Pascal calculant 1/2010 • 


1) Ecrire cos(20) puis cos(3 9) en fonction de cos(S) (ou 6 de- 
signe un reel). 

2) On considere la suite (T„) de polynomes reels, definie par 
T 0 = 1, Ti = X et Vn 6 N, 

T „+ 2 = 2XT ll+ i - T„. 

a) Etablirque V6 s R, T n (cos(0)) = cos (n6). 

b) Montrer que T„ est le seul polynome verifiant V$ 6 R, 
T n ( cos(S)) = cos(nS). 

c) Expliciter T 2 , 7'i, T 4 . 

d) Determiner le degre de T„ , le coefficient dominant ainsi 
qu’une relation entre T n (X) et T n (—X). En deduire la parite 
de T„. 

e) Calculer r„(l). 

3) Deduire de la question 2.a. que T n admet n racines dis- 
tinctes et reelles, situees dans l’intervalle [-1, 1]. 

4) Resoudre effectivement T}(x) = 0 et donner les valeurs des 
trois racines. 


1) Montrer que / est de classe C°° sur R*. 

2) Montrer que Vn 6 N, il existe un unique polynome P„ 6 

R[X] tel que V.t > 0, f tn> (x) = P„ j e~i . Donner une rela- 
tion liant P„, P' n et P n+ \. 

3) Montrer que / est continue en 0, puis derivable en 0. Que 
vaut /'( 0) ? 

4) Deduire de la question 2, a l’aide du theoreme de prolon- 
gement de la derivee, que / w ( 0) existe, et donner sa valeur. 

4.34 Adapte de Ecricome 2004 

On considere la fonction / definie sur l’intervalle I = |o, — J 
par:/W = ^W- 

1) Justifier que / est de classe C°° sur I, on note la derivee 
n-ieme de f sur I. 

2) Determiner des polynomes P k , pour k e |[0, 2J, verifiant : 

Vx € I, Vke [0, 21, f (k Hx) = Pk( \^* y> . 

cos* +1 (x) 

3) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un 
polynome P„ tel que : Vx € /, 


cos" +1 (x) 

4) Montrer que : Vn e N, P n+l = (1 - X 2 )P'„ + (n + 1 )XP„. En 
deduire le polynome P3. 

5) Determiner, pour tout entier naturel n, le degre et le coeffi- 
cient dominant du polynome P n . 

4.35 Extrait EML 2008 

On note w l’application de R dans R, de classe C°°, definie 
pour tout x 6 R par w(x ) = e . 

Pour tout n 6 N, on note H„ l’application de R dans R definie 
pour tout x 6 R par 

H„(x) = (-1 ) n e^w in \x), 

ou w M designe la derivee n-ieme de w. 

En particular : H 0 (x) = 1. 

1) Calculer, pour tout x 6 R, H i(x), H 2 (x), H 3 (x). 

Faire figurer les calculs sur la copie. 

2.a) Montrer, pour tout neNet tout xeI: 

H„+ i(x) = 2xH„(x) - H’Jx) 


4.33 

Soit / : R — > 
jo si x < 0 
1 e~* si x > 0 


. P application definie par Vx 6 R, /(x) = 


b) En deduire que, pour tout n 6 N, H„ est un polynome de 
degre n. 

c) Controler alors les resultats obtenus a la premiere question 
et calculer H4. 
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Faire figurer les calculs sur la copie. 

3) Determiner, pour tout n 6 N, le coefficient du terme de 
plus haut degre de H„. 

4) Montrer, pour tout n 6 N et tout x € R : 

H n (-x) = (-r?H„(x). 

Qu'en deduit-on, en terme de parite, pour F application H n ? 

4.36 

Soient p un entier naturel, P une fonction polynome a coef- 
ficients reels, de degre p et Q la fonction polynome definie 
par : Vx 6 R, 

Q(x) = (x 1 + 1 )P"(x) + 4 P\x) - 2P(x). 

l.a) Montrer que, si p > 2, le degre de Q est egal a p et que, 
si p = 2, le degre de Q est strictement inferieur a p. 
b) En deduire que Q n" est jamais de degre deux. 


2.a) Montrer que, si P est une fonction polynome non nulle 
verifiant F equation, notee (1), suivante : 

VxeRX* 2 + \)P"(x) + 4 P'(x) - 2P(x) = 0 , 

alors P est de degre deux. 

b) Trouver toutes les fonctions polynomes P solutions de 
Fequation (1). 

3) On cherche toutes les fonctions polynomes P solutions de 
Fequation, notee (2), suivante : 

Vx 6 R, (x 2 + \)P"(x) + 4P\x ) - 2P(x) = x. 

a) Trouver une solution P\ de degre un de Fequation (2). 

b) Montrer qu’une fonction polynome P est solution de 
Fequation (2) si et seulement si P — P\ est solution de Fequa- 
tion (1). 

c) En deduire les fonctions polynomes solutions de Fequa- 
tion (2). 


Indications 


4.17 La suite de polynomes ( P „ ) est definie a l’aide d’une 
relation de recurrence liant P„ +l a P„ et P n -\. II faut done faire 
des recurrences doubles. 

Pour la question 2, comme le resultat n’est pas donne, il faut 
l’intuiter. Pour cela, il faut calculer P 2 , P3, eventuellement 
P 4 , jusqu'a avoir une idee de ce qu’il faut montrer. 

4.24 Distinguer k < 325, k = 325 et k > 325. 

4.26 Supposons qu'un tel polynome existe. Que peut-on 
alors dire sur P' ? 

Il faudra ensuite verifier que le(s) polyn6me(s) trouve(s) ve- 
rifie(nt) bien ce que l’on souhaite. 

4.27 II faut exploiter le fait qu'un polynome ayant une infi- 
nite de racines est nul. 

4.30 Utiliser la formule de Leibniz pour la premiere ques- 
tion, pour calculer (<2 i< 22) <a, («)- 

4.32 Question 2a : faire une recurrence double, puisque la 
suite (T„) est construite a l’aide d'une formule de recurrence 
double. 

Question 2b : il y a une methode dans le corns expliquant 
comment montrer l’unicite d’un polynome verifiant une as- 
sertion ... 

Question 2d : il faut intuiter les reponses a partir des calculs 
fait precedemment de T 2 , T 2 et T4, et les montrer par recur- 
rence double. 


n 

Question 3 : cos(x) = 0 <=> x = — modulo n, 
done cos (nd) = 0 «=> ... 

4.33 Question 2 : on montre l’existence de P„ par recur- 
rence sur n, et au cours de cette recurrence (qui exploite Fega- 
lite f (n+1 > = (/ ( " ) )'), on obtient la relation voulue liant P,„ P' n 
et P n +i- 

Pour Funicite, voir la methode proposee dans le cours. 

4.34 La question 3 se montre par recurrence sur n, au cours 
de laquelle on etablit la relation demandee a la quatrieme 
question ( !). 

La question 5 se montre aussi par recurrence sur n, mais il 
faut intuiter le resultat. Pour cela, on le fait a partir de Pi, 
P2, Pi- 

4.35 Question 2. a. : deriver l’egalite donnant H„(x). 
Question 2.b. : faire une recurrence sur n, en utilisant la rela- 
tion de la question precedente. 

Question 3 : comparer les degres de 2XH„ et H' n , pour deter- 
miner ou sont les termes de plus grand degre. 

Question 4 : par recurrence sur n, en utilisant la relation de 
la question 2. a, et en faisant attention que H n (—x) se derive 
comme une fonction composee ... 


© 
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4.1 


deg(P) = 3 


Le coefficient de X 3 est 4 done non 


nul, ce qui assure que deg(P) > 3, et comme toutes les 
puissances de X qui apparaissent sont au plus 3, on a bien 
deg(P) < 3. 



De maniere generate, on a 


deg(P + Q) < max ( degfP), deg(0) 


Si deg (P) ± deg(0, il y a egalite. 

Si deg(P) = deg(0, on a egalite si et seulement si la somme 
des coefficients dominants de P et de Q est differente de zero. 



deg(P') < degfP) - 1 


en toute generality . 


Si l’on suppose de plus que degfP) > 1 (e'est a dire que P est 
non constant), alors deg(P') = deg(P) - 1. 



convient. 


e 2x -3e x + l = (e jr ) 1 2 -3e' r + l,donc/’ = X 2 -3X+l 


Remarquons que e’est le seul, car si Q est un polynome qui 
convient, on a Vx 6 R, Q(e x ) = e 2x - 3e x + 1 = P(e x ), done 
(P - Q)(e x ) = 0. Tout nombre de la forme e x pour x 6 R est 
alors racine de P - Q, done tout nombre dans R* , ce qui en fait 
une infinite, et done P - Q = 0, done P = Q. 


On aX 4 - 3X 3 + X 2 + l = X 2 (X 2 - 3X + 1) + 1 et 
comme deg(l ) = 0 < deg(X 2 ) = 2, ceci est bien l’ecriture de la 
division euclidienne. 


Done le quotient est 


X- - 3 V + 1 


le reste est 


Q 


( X „-1)M = 0 


(on derive plus de fois que le degre). 


(X") ( " ) = n\ 


(X" +1 ) (n) = (,; + 1)! x" +1 -" = (n + 1 )\X 


Pour a 6 R et P 6 R[X] non nul, on a 


p(k) (a) 

p = E 


k\ 


On verifie soit que P(a) = P'(a ) 
que ( X - a ) 3 divise P. 


■ P"(a ) = 0, soit 


1 est racine d’ordre 3 (dite triple), -2 est racine 
d’ordre 2 (done double) et 4 est racine d’ordre 1 (done simple). 


Le polynome P -1 a. alors au moins quatre racines 
differentes (1, 3, -2 et 6), mais est dans R3[2f], done de degre 
au plus 3. Done P - 7 est le polynome nul, et done P = 7 


4.11 


1) Faux, e'est 3, car apres simplification, il ne reste pas de X 4 
(le terme de plus haut degre est -X 3 ). 

2) Vrai. 

3) Vrai. 

4) Faux en toute generality : on peut juste dire que XP 6 
R„ + i[X] (penser a P = X"). 

5) Faux, comme on divise par A' — 1 il faut que le reste soit de 
degre plus petit que celui de X - 1, ce qui n’est pas le cas pour 
X 2 . De plus, une proposition du cours donne que le reste de la 
division de P par X - 1 est P(l), done ici 1. 

6 ) Vrai, e'est un polynome reel de degre 2 et son discriminant 
vaut -7 < 0. 

7) Vrai (car on a derive plus de fois que le degre de P). 

8) Vrai, par la formule de Taylor ou bien car 0 est racine d’ordre 
plus grand que le degre de P. 

9) Vrai, car P a une infinite de racines. 

10) Faux : lorsque n parcourt N, cos(wr) ne prend que deux va- 
leurs : 1 et -1. Done T assertion donne juste que 1 et -1 sont 
racines. P = X 2 - 1 convient par exemple. 

11) Vrai, par contre 2 et -3 sont racines doubles, -1 est racine 
simple, done P a 5 racines comptees avec multiplicites. 


4.12 


1) Simplifions Pi en developpant : 

Pi = X 3 - X(X 2 + 2( — 1 + 2 i)X + (-1 + 2if) 

= — 2(— 1 + 2 i)X 2 - (-1 + 2 i) 2 X 


Comme le coefficient devant X 2 est — 2( — 1 + 2 i) 
le complexe nul, deg(P) = 2 | et son coefficient 

— 2(— 1 + 2t ) . 


qui n’est pas 
dominant est 


2) P 2 est un produit de polynomes. Les regies sur le degre d’un 
produit donnent alors 


degCP 2 ) = 2 deg(23L - k) 

k = 0 


= 21 = 

k = 0 


n + 1 


puis le coefficient dominant de P 2 est le produit des coefficients 
dominants des (2X - k), qui est 2. Done le coefficient dominant 

de P 2 est n 2 = 

A-0 


2" +1 
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3) P 3 est une soustraction de polynomes. Comme 

deg ((X + 3)") = n deg(X + 3) = n et 
deg ((X - 2)") = n, 

on peut affirmer que deg(P 3 ) < max ( deg ((X + 3)"), deg (— (X— 
2 )") = max(n, n) = n. 

Mais comme les deux polynomes que Ton soustrait sont de 
meme degre, on ne peut pas affirmer qu’il y a egalite . 

Pour determiner le degre, il va falloir etre plus precis. Pour cela, 
developpons les expressions, a l'aide de la formule du binome 
de Newton : 


(X + 3)" = ^ (" \3 n ~ k X k et 


(X-2)" = ^ (-2)"-^. 


Par consequent, 


= X (?) [3"-* -(-2 r k ] x k 


(et cette ecriture nous permet de nouveau d'affirmer que 
deg (P 2 ) < n). Le coefficient de X" dans P 3 s’obtient en faisant 
k = n dans la somme, il vaut done 


(3"-" _ (- 2 )"-") = 1 x (1 - 1) = 0 


(car un nombre puissance 0 fait toujours 1) ... done deg(P„) < 
n — 1. 

Regardons desormais le coefficient de X"* 1 , qui s’obtient en 
faisant k = n- 1 : e’est 

" l) ( 3 ”" ( "‘ 1) “ (-2)" -< " _1) ) = n ( 3 - (-2)) 

= 5/t 


Done si n t 0, le coefficient de X" 1 est non nul, done 
deg(P„) > n - 1. Comme on a vu deg(P„) < n - 1, on en deduit 
et le coefficient dominant de P„ est 


deg(P„) = n - 1 


5 n 


Si n = 0, alors P 0 = 1 - 1 = 0, done deg(P 0 ) = _<x ’- 

4) P 4 est un produit de polynomes. Les regies sur le degre d’un 
produit donnent que 


deg(P 4) = 2 deg((X + 3/) 

k = 0 


2 kdsg(X + 3) 

k = 0 


2 * = 

k =0 


n(n + 1) 


Puis le coefficient dominant de P 4 est le produit des coefficients 
dominants des ( X - 1)*, qui est 1. Done le coefficient dominant 

de P 4 est ni*= m - 


1) On suppose P non nul, done son degre est un entier. De plus, 
deg ( P(X 2 )) = deg(P) x deg(X 2 ) = 2 deg(P) et 

deg ((X 2 + l)P) = deg(X 2 + 1) + deg(P) 

= 2 + deg(P) 


done 2 deg(P) = 2 + deg(P), done 


deg(P) = 2 


2) On cherche done P sous la forme P = aX 2 + bX + c avec 
(a,b,c) 6 R 3 . Alors, 


P(X 2 ) = aX A + bX 2 + c et 


(X 2 + 1 )P = aX 4 + bX 3 + (, a + c)X 2 + bX + c, 
done en identifiant les coefficients, on a 


a = a 
0 = b 
b = a + c 
0 = b 


P(X 2 ) = (X 2 + l)P « 


[c = c 

<=^ b = 0 et c = —a 


Done les polynomes P qui conviennent sont ceux qui s’ecrivent 


P = aX 2 - a = a(X 2 - 1) I avec a 6 R*. 


1) P e R2[X], done 3(c, b, c ) 6 R 3 avec 

P = aX 2 + bX + c. 

Par consequent, P’ = 2 aX + b, done 2XP' = 4 aX 2 + 2 bX, et 
P" - 2a, done (X 2 + 1 )P" = 2 aX 2 + 2a. Done 

Q = 4flX 2 + 2 bX - (2 aX 2 + 2a) = 2 aX 2 + 2 bX - 2a. 

Cette ecriture montre bien que Q est un polynome reel de degre 
au plus deux. 

2) P est un polynome reel, done P' et P" aussi par derivation. 
Puis, par multiplication et soustraction de polynomes reels, on 
obtient bien que Q est un polynome reel (on peut resumer ceci 
en disant « Q est un polynome reel car obtenu par operations 
usuelles sur les polynomes reels »). 


Ill 
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Les proprietes du degre nous donnent : 

deg(0 < max(deg(2XP'),deg(-(X 2 + 1)P")) 
deg(2 XP') = deg(2X) + deg(P') 

= 1 + deg(P') < deg(P) 

deg ( - (X 2 + 1 )P") = deg(-(X 2 + 1)) + deg(P") 
= 2 + deg(P") < deg(P) 

Done en reunissant ces trois resultats, on a 
deg(0 < deg(P). 


En particulier, si P e R„[X], deg(P) < n, et done deg(0 < 
deg(P) < n. Done P e R„[X] =i> Q e R„[X]. 

Remarque - On aurait pu aussi ecrire P avec ses coefficients, 
et voir comment s'exprime Q en fonction des coefficients de P, 
comme dans la question precedente. Mais ici, 1‘expression de 
Q est moins simple, car n n’est plus egal a 2, et done il peut 
etre plus rapide de faire comme indique dans cette correction. 


P est un polynome reel, done par operations 
usuelles sur les polynomes reels, Q aussi. 


Les regies sur les degres ne suffisent pas, car on a : 

. deg(nXP) = 1 + deg(P), 

. deg(X 2 P') < 1 +deg(P), 

done on a seulement que deg(0 < 1 + deg(P), ce qui est insuf- 
fisant dans le cas ou deg(P) = n. 

Pour conclure, il faut utiliser les coefficients de P : P e R„[X], 


done 3(ao, Oi, . . . , a„) 6 R' I+1 avec P = ^ cikX k . Alors P' = 

k=0 


| ka k X k 1 . Done 

k= 1 

n n 

Q = a k X k - X 2 ka k X k ~ l 

k = 0 k=l 

n n 

= ^ nakX k+l - ^ ka^X^ 1 

k=0 k = 1 

n 

= naoX + ^(jicik - kak)X k+l 

k=l 

n 

= na 0 X + ~j+ + O.X' ,+1 


j=2 


En introduisant les coefficients de P, on a constate que les 
termes en X' i+1 qui pouvaient apparaitre dans Q s’eliminaient. 
Par consequent, cette ecriture de Q prouve bien que deg(0 < 
n, et done Q 6 R„[X]. 


On pourrait reformuler la question ainsi : soit P 6 
„[X], alors l’application Q : x 6 R* x J, P \ - ] est la restric- 


tion a R* d’une fonction polynomiale de degre au plus n. 


Le danger ici serait de vouloir utiliser les regies sur le degre : 

e’est impossible, car — n’est pas un polynome, et toute regie 
X 

sur le degre utilisant l’expression — ne peut provenir du cours 

X 

(et est done hors programme). 

Ecrivons P a l’aide de ses coefficients : P 6 R„[X], done 

n 

3(ao, a \ , . . . , a n ) e R n+1 avec P = ^ akX k . Done 

k = o 

Q = xn X ak T k 

k = 0 

k = 0 
n 

= J]a k X"- k 

k = 0 


Le changement d’ indice j - n-k donne 

n 

Q = Yj a n~jX\ 
i = o 


et sous cette ecriture, on a bien que Q est un polynome (car 
les puissances X‘ qui apparaissent sont bien positives) a coeffi- 
cients reels (car 6 R) et de degre au plus n. 


On a une suite de polynomes, definie a l’aide d’une 
relation de recurrence double, donnant P n+i en fonction de P„ 
et P„-i. On va done resoudre les questions a l’aide de recur- 
rences doubles. 


1-2) Les deux premieres questions vont se resoudre par une 
seule recurrence. Pour trouver l’assertion que Ton va montrer, 
il faut « intuiter » le degre et le coefficient dominant de P„. Pour 
ceia, on va calculer /L . puis P 3 : 


P 2 = 2(2 + Y)P 1 + X 2 P 0 

= 6(2 - X) + X 2 = X 2 - 6 X + 12 
P 3 = 2(2x2 + 1 )P 2 +X 1 P l 

= 10(X 2 - 6X + 12) + X 2 (2 - X) 

= -X 3 + 12X 2 - 60X + 120 

Done les degres de P 0 , Pi, P 2 et P 3 sont respectivement 0, 1, 
2 et 3, et leurs coefficients dominants respectivement 1, -1, 1, 
- 1 . On conjecture que degfP,,) = n et que le coefficient domi- 
nant de P„ est (— 1)". 

Notons A„ l’assertion « P„ est un polynome a coefficients en- 
tiers relatifs, de degre n et de coefficient dominant (-1)" », et 
montrons les assertions A„ par recurrence double sur n. 

Initialisation : P 0 = 1 est bien un polynome, son seul coeffi- 
cient non nul est 1 qui est un entier relatif. deg(P 0 ) = 0 et son 
cofficient dominant est 1, done Ao est vrai. 
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Pi = 2 - X est bien un polynome, ses seuls coefficients non 
nul sont 2 et -1 qui sont des entiers relatifs, deg(,Pi) = 1 et son 
cofficient dominant est -1, done A i est vrai. 

Heredite : Supposons A„ et A„_i vraies pour un entier n > 1. 
Alors P n et P n _\ etant des polynomes, comme X 1 en est un 
aussi, par produit puis addition de polynomes, on a que Pn + 1 = 
2(2 n + 1 )P„ + X 2 P„_i est bien un polynome. 

L'hypothese de recurrence nous permet de dire qu'il existe 
(a o , . . . , a„- 1 ) e Z" avec 

P„ = a 0 + aiX + ■ ■ ■ + iX"- 1 + (- \)"X n 

= (-1 )"X" +Za k X k 

k=0 

et qu'il existe (bo , .... (/„_ 2 ) 6 Z"~ 2 avec 


(2x0)! 0! 1 

Initialisation : = — = - = 1 = P n ( 0), done est 

0! 0! 1 

vraie. 

Heredite : Supposons B„ vraie pour un entier n > 0. Alors 
(2n)l 

P„( 0) = — — , done 
n! 

(2/z) ! (2/7 + 1)! 

P„ +1 (0) = 2(2n + 1)P„(0) = 2(2/7 + 1 = 2- — -. 

n ! n ! 

Or, 

(2(77+1))! _ (2/7 + 2)! 

(// + 1)! ~ (71 + 1)! 

_ (2/7 + 2) x (2/7 +1)! 

( 7 / + 1) x //! 

= 2 (2/z+ 1)! 
n! 


Done, 


Pn-i = b 0 + ■■■ + b^X "- 2 + (~\r'X 

= (-1 y-'x"- 1 + "z b k x k 

k = 0 


Pn + 1 = 2(2/7 + l)P„ + X 2 P n -\ 
= 2(2/7 + 1) 

+X 2 


(-l) n X" +Z a k X k 

k = 0 


(-l)"- 1 ^"' 1 + "Z b k X k 

k = 0 

(-\) n -'X n+] 

+(2(277 + 1)(-1)" + b n - 2 )X" 
+2(2n + l)(t 2 o + d\X^ 


+ 2 (2(2/7 + 1 )a k + 
k= 2 


(2(77 + 1))! 

done on a bien / > ,, +1 (0) = , done B,, + , est vraie. 

(77 + 1 )! 

Conclusion : D'apres le principe de recurrence, pour tout en- 
tier n 6 N, B„ est vraie. 


X 4 -3X 3 +2X 2 -X 
-(X 4 -X 2 ) 

-3X 3 +3X 2 


-(-3X 3 


-X 

+3X) 


3X 2 -AX 

-(3X 2 


-3) 


-AX +3 

Done le reste de la division est 


X 2 -1 
X 2 -3X +3 


-4X + 3 


et le quotient 


•3X + 3 


L'ecriture ci-dessus permet alors de dire que deg(.P„ +1 ) = n + 1 
et que son coefficient dominant est (-1)" -1 = (— 1)" +1 . Entin, 
ses coefficients sont : 

• (-1)” -1 qui est entier, 

• 2(2/7 + 1)(— 1)" + b „- 2 qui est entier car b n ^ 2 6 Z, 

• 2(2/7 + l)fl 0 et 2(2/7 + l)ai qui sont entiers car a 0 et ai et n le 
sont, 

• et entin 2(2/7 + l)a^- + b k -2 pour 2 < k < n - 1, qui est entier 
car a k et b k _ 2 le sont. 

Done P ll+ i est bien un polynome a coefficients entiers relatifs, 
de degre n + 1 et de coefficient dominant (— 1)" +1 , done A „+ 1 est 
vraie. 

Conclusion : D’apres le principe de recurrence double, pour 
tout entier n 6 N, A„ est vraie. 

3) Si on evalue la relation definissant P„ + 1 en X = 0, on a 
P«+i(0) = 2(2/7 + 1)P„(0) pour tout entier n. De plus, Po(Q) = 1 
et PAO) = 2. Montrons par recurrence l'assertion B n : « P n ( 0) = 
( 2 //)! 


4.19 


1) De maniere generate, le reste de la division euclidienne de 
P par X - a (pour a e R.) est P(a), done le reste de la division 
euclidienne de X 2 " + 2 par (X - 1) est l 2,i + 2 = |~3~| . 

2) Soit R le reste de la division euclidienne de X 2 " + 2 par 
(X - 1)(X - 2). Par definition, il existe Q 6 R[X] avec 

X 2 " + 2 = (X - 1)(X -2 )Q + R (★) 

et deg(X) < deg ((X + 1)(X + 2)) = 2, done il existe (a, b ) 6 R 2 
avec R = aX + b. 

En suivant la methode proposee dans le cours, evaluons (*) en 
1 et 2, qui sont les racines de (X - 1)(X - 2) : 

l 2n + 2 = 0 + R(l) [a + b = 3 

, done < 

2 2,i +2 = 0 + R(2) \2a + b = 2 2 " +2 

En soustrayant la premiere ligne a la deuxieme, on a a = 2 2,i - 1 , 
et done b = 3- a = A- 2 2 ". 
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Done le reste de la division euclidienne de X 2n + 2 par 
(X - 1)(X - 2) est 


R = (2 2 " - 1)X + (4 - 2 2 ") 


P = X 3 (l - 2X + 2X 2 - 2X 3 + X 4 ) et 0 n’est pas 
racine de 1 - 2X + 2X 2 - 2X 3 + X 4 , done 0 est racine d'ordre 3 
de P. 

Utilisons l’algorithme de Horner pour trouver l’ordre de multi- 
plicity de 1 dans 1-2X + 2X 2 - 2X 3 + X 4 : 



l 

-2 

2 

-2 

1 

1 

T 


T 

-1 

o' 

T 

T 

IT 

T 

0 


T 

T 

l 

© 




done 1 est racine double et de plus on a la 


factorisation 1-2X + 2X 2 - 2X 3 + X 4 = (X - 1 f(X 2 + 1). Done 


p = x 3 (X - i) 2 (a: 2 + 1 ) = x 3 (x - \) 2 (x - i)(x + i). 


0 est racine d’ordre 3, 1 est racine d’ordre 2, i racine d’ordre 1 
et done —i aussi puisque P est a coefficients reels. 

P = X 3 - aX + b est divisible par (X - l) 2 si 
et seulement si le reste de la division euclidienne de P par 
(X - l) 2 est nul. Or, d’apres la formule de Taylor, ce reste est 
P(1)+P'(1)(X-1) = (l-a+b)+(3-a)(X-l) = (3-a)X+(b-2). 

II est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, done 
si et seulement si [ 


Remarque - On aurait pu aussi partir de la caracterisation 
« (X - l) 2 divise P » si et seulement si « 1 est racine d’ordre au 
moins deux de P », done si et seulement si « P(l) = P'(l) = 0 ». 

P = aX ,i+1 + bX" + 1 est divisible par (X - l) 2 si 
et seulement si 1 est racine d’ordre au moins 2 de P, done si et 
seulement si P(l) = P'(l) = 0. 

P(l) = a + b + 1 et P'(l) = (n + l)n + nb, done 


(X - l) 3 divise P„ si et seulement si 1 est racine 
d’ordre au moins 3 de P„, done si et seulement si P„(l) = 
P’n( 1 ) = P"( 1 ) = 0 . 

P'„ = (n + 2 )nX n+l - (: n + 2 )(n + l)X n + (; n + 2) et P" = 
(n + 2 )(n + 1) nX n - (; n + 2 )(n + 1 )nX n ~ l . 

Done 

P„(l) = n - (n + 2) + (n + 2) - n 
= 0 

P;( 1) = (n + 2 )n - (n + 2)(n + 1) + (n + 2) 

= (n + 2 )(n - (n + 1) + 1) 

= 0 

P''(l) = (n + 2 )(n + 1 )n- (n + 2 )(n + 1 )n 
= 0 

done (X - l) 3 divise P„. 

L’ecriture de P donne directement que 2 est racine 
d'ordre 325 de P, et done 


P®( 2) = 0 si 0 < k < 324 


De plus, deg(P) = 325, done P [k) = 0 si k > 326, en particular, 
si on e value en 2, 


P w (2) = 0 si k > 326 


II reste a voir k = 325 : or, comrne deg(P) = 325, si on note A 


a - 3 

l et 

b = 2 


done P (325) = 3251, et done 

p(325)(2) _ 325! 


PC 1) = P'(l) = 0 « 


J q. + b + 1 — 0 
I (n + 1 )a + nb = 0 
\a + b = -l 

} n(a + b) = —a 
a + b = -1 


<=> \ a = n et \ b 


<n + 1) 


Remarque - On aurait pu aussi partir de la caracterisation 
« (X - l) 2 divise P » si et seulement si « le reste de la divi- 
sion euclidienne de P par (X - l ) 2 est nul », et utiliser la forme 
de ce reste donnee par la formule de Taylor. 


Remarque - Ceci se generalise immediatement a P = (x - a) n 
pour n > 0 et le calcul de P (k \a ) pour tout k > 0. 


1 ) (X+ 1)" = ^ d’apres la formule du binome de New- 
ton, done 




<car (o) - (") - 11 

2) En particulier son monome dominant est 


n 

n— 1 


\X n 


nX" 


(car n > 2), et done deg(<2„) = n - 1 


De plus, les coefficients de Q„ sont des coefficients binomiaux, 
done entiers. II est non nul, puisque le terme de degre n— 1 est 
non nul. 
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3) De la question 1, on deduit 


et 7X1) = 0 donne P(l) = 1, done 


Qn = 




31 

30 


A + p — 1. 


done Q„ s’ecrit bien comme A multiplie par un autre polynome, 
done X divise Q„ (on aurait pu aussi tout simplement dire que 
0 etait racine de Q n ). 

4) X + 1 divise Q n si et seulement si -1 est racine de Q„, or 
Q„(— 1) = -(-1)" - 1, done -1 est racine si et seulement si n 
est impair. 

5) Si le polynome Q„ est divisible par (X + l) 2 , alors -1 est ra- 
cine d’orde de multiplicite au moins 2 de Q „ , done = 0. 

Or, 

Q' n = n(X + l)" -1 - nX"-\ 

done Q'„(- 1) = -n(-l)” -1 + Ocarn > 2 (done 0" _1 = 0). Done 
(X + l) 2 ne divise jamais Q„. 


En soustrayant les deux equations, on a 1 = -90 et done 
p = 94. Done 

P = -9o(-A 5 - -A 4 + — X 3 - 6X 2 + 4x) + 94 
\5 2 3 ) 

= -18A 5 + 135A 4 - 390A 3 + 540A 2 - 360A + 94 

Synthese : On a prouve qu'il existe au plus un polynome qui 
repond a notre question, a savoir P = - 1 8 A 5 + 1 35-XT 4 - 39031 3 + 
540A 2 - 360A + 94. II reste a verifier qu’il convient. 

Un calcul direct montre que P(l) = 1, P'(l) = P"( 1) = 0 et 
P( 2) = -2, P'( 2) = P"( 2) = 0, done ce polynome P convient 
bien. C’est done le seul qui repond a la question. 


Faisons un raisonnement par analyse-synthese : 
Analyse : supposons qu'un tel polynome P existe. Alors : 
(X - 2) 3 divise S = P + 2 donne que 


5X2) = 5" (2) = 5"' (2) = 0. 


Or, 5' = P' et 5" = P" , done 


P\ 2) = P"{ 2) = 0. 


Remarque - On aurait pu constater directement qu’au plus un 
polynome pouvait convenir : si on avait P et Q de degre 5 avec 
(X - 2) 3 divise P + 2 et Q + 2, et (A - l) 3 divise P - 1 et Q - 1, 
alors : 

(X - 2) 3 divise R = (P + 2) - (g + 2) = P - Q et (X - l) 3 
divise 7? = (P — 1) — (Q - 1 ) = P — Q, done R qui est de degre 
au plus 5 a deux racines d’ordres au moins 3 chacune, ce qui 
fait au moins 6 racines comptees avec multiplicites alors que 
deg(7?) < 5, done R = 0, ce qui donne P = Q. 


(X - l) 3 divise T = P — 1 donne que 

7X1) = T'( 1) = T"( 1) = 0. 
Or, T' = P’ et 7 " = P" , done 


Soit P un polynome 1-periodique, alors pour tout 
entier n, n est une periode de P, done 


P(n) = P{ 0 + n) = P( 0). 


PX1) = P"{ 1) = 0. 

Done 1 et 2 sont deux racines d’ordre au moins 2 du polynome 
P', done (X - 1) 2 (A - 2) 2 divise P’ . 

Comme on veut P de degre 5, on aura deg(P') = 4, ce qui im- 
plique qu’il existe A 6 R. avec 

P' = A(X - 1) 2 (A - 2) 2 

= X(A 4 - 6 A 3 + 13 A 2 - 12X + 4) 


Par consequent le polynome P - P(0) s’annule en tout point de 
N. II a done une infinite de racines, done P - P( 0) est le poly- 
nome nul, done P = P(0), P est bien un polynome constant. 


Le coefficient dominant de P = 2A 4 + 2 est 2, on 
ecrit done P = 2(A 4 + 1). II faut ensuite chercher les racines 
complexes de P. 


Or, P(z) = 0<t=*z 4 = -l = e m . On connait les racines 
quatriemes d’un nombre complexe (voir le cours sur les com- 
plexes), on a done 


Done il existe /i6R avec 


■ 2k+\ 

P( z ) = 0 « e {0, 1, 2, 3} | z = e'^~ n 


p = A A 5 - | A 4 + y A 3 - 6A 2 + 4 a| + p. 
Enfin, 5 (2) = 0 donne P( 2) = -2, done 


On a done trouve quatre racines differentes pour P, et comme 
deg(P) = 4, ce sont toutes des racines simples. Done la factori- 
sation dans C[A] de P est : 


© 


16 . 

l5' l + ^ 


-2, 


^ ” \ / : 3n \ 

/ : 5n \ 

/ ; In \ 

P = 2(X-e f *)[X-e f T) 

(X-e'T) 

(x-e^) 
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Pour la factorisation dans R, on regroupe les facteurs corres- 
pondant aux racines conjuguees : 


On a done trouve 4 racines deux a deux distinctes pour P, 
deg(P) = 4, done ce sont des racines simples, et comme le 
coefficient dominant de P est 1, on a 


= X 2 ■ 

V 4 / 

= X 2 - V2X + 1 

en utilisant que e’* + e - '* = 2 cos j (formule d'Euler). 
meme, 

(X-e‘%)(X-e>%) = (X-e‘%)(X-e-‘%) 

= X 2 - 2cos|^j + 1 
= X 2 + V2X + 1 

Done la factorisation dans R[X] de P est : 


(e'J + e^^X + 1 

P=(X - Yx - J Yx - e'T Yx - c"'t) 

2 cos —1+1 



Et de 


P = 2(X 2 - V2X + 1)(X 2 + V2X + 1) 


Remarque - Une astuce de calcul permet d'utiliser l’identite 
remarquable a 2 -b 2 = (a- b)(a + b), ce qui donne directement 
le resultat : 

P = 2(X 4 + 1) = 2[(X 2 + l) 2 - 2X 2 ] 

= 2(X 2 + 1 - V2X)(X 2 + 1 + V2X) 

• Pour factoriser dans C[X], il faut chercher les ra- 
cines des polynomes. On cherche done les complexes z tels que 
P(z) = 0. 

Posons Z = z 2 , alors P(z.) = z 4 + z 2 + 1 = Z 2 + Z + 1, done 
P(z) = 0<=>Z 2 +Z+1=0. 

Z est done racine d’un polynome du second degre, de discri- 
minant -3, on trouve alors ses racines Z\ et Z 2 par une for- 

, „ -1+«V3 j2n _ -1-/V3 

mule bten connue Zi = = e t et Z? = = 

2 “2 

e~ i2 f =Zi. 

II reste alors a resoudre z 2 = Z\ et z 2 = Z 2 dans C. 

,-s \ 2 

e l ? 

• it \2 


z 2 = Zi = e‘ T « z 2 = (e‘ j) 

» (ze'^f = 1 

» ze “‘1 = ±1 


Done les solutions de z 2 = Z\ sont e ! J et = e'T . 
Remarquons alors que 

z 2 = Zi <=> z 2 = Zi 
« z 2 = Z 2 

done les solutions de z 2 = Z 2 sont les conjuguees des solutions 
de z 2 = Zi. Done les solutions de z 2 = Z 2 sont e'J = e - '? et 

; 4w ■ 4rr 

e'T = c -'t. 


• Pour factoriser dans R[X], on part de la factorisation dans 
C[X], on regroupe les facteurs correspondant aux racines 
conjuguees, que l’on developpe pour obtenir un polynome reel 
irreductible de degre deux : 


(x - e'?) (x - c - '?) = X 2 -2cos^j+ 1 
= X 2 - X + 1 

en utilisant que c'? + = 2cos| — j d’apres les formules 

;t 

(X - e'T) (x - e~'T )=X 2 - 2 cos j + 1 


d'Euler, et 


=X 2 + X + 1 


Done 


P = (X 2 - X + 1)(X 2 + X + 1) 


et cette ecriture est le produit de deux polynomes irreductibles 
de degre deux. 

Remarque - Une astuce de calcul permet d'utiliser l’identite 
remarquable a 2 -b 2 = (a - b)(a + b), ce qui donne directement 
le resultat : 

P = 2[(X 2 + l) 2 - X 2 ] 

= 2(X 2 + 1 - X)(X 2 + 1 + X) 

• Pour factoriser Q, on commence a chercher ses racines. 
Comme Q a une racine « evidente » qui est 1, on factorise Q 
par X - 1. Le moyen le plus rapide est de le faire par l’algo- 
rithme de Horner : 



1 

-2 

2 

-l 

1 

T 

-1 

T 

0 


done Q = (X- 1)(X 2 — X + 1). Le discriminant de X 2 — X + 1 est 
-3 < 0, done e’est un polynome irreductible dans R[X], done 
la factorisation de Q dans R[X] est Q = (X - 1)(X 2 - X + 1) 


, 1 ± i V3 

Les racines complexes de X - X + 1 sont , done la 

factorisation de Q dans C[X] est : 


‘- ,V5 
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4.30 


1) a est racine de Q 1 Q 2 , done Qi(a)Q 2 (a) = 0, mais comine 
par hypothese, Qi(a) t 0, on a £> 2 ( 0 ) = 0. Notons alors k 
l’ordre de multiplicite de a comme racine de Q 2 . 

La formule de Leibniz donne alors 

(QiQi)™ = ^ 
i = 0 

Evaluons cette formule en a : on a (QiQ 2 Y k \a) = 

t--i 

Qi(a)Q^\a) + ^ 0 = Qi(a)Q*\a) t 0, puisque a racine 

i=0 

d'ordre k de Q 2 signifie Q£(ai) = 0 pour i < k — 1 (done 
tous les termes de la somme pour i < k - 1 sont nuls) et 
Q lk) (a) ± 0. Comme a est racine d’ordre au moins h de Q 1 Q 2 
et (Gi2 2 ) w (a) * 0, on a k > h, ce qui donne bien que a est 
racine d'ordre au moins A de Q 2 . 

2) Montrons par recurrence forte sur l'entier k l’assertion : si P 
est un polynome de degre k ay ant des racines an, .... a„ deux 
a deux distinctes, de multiplicites respectives au moins hi, . . ., 
h„, alors il existe Q e K[X] avec 


4.31 


1) Si P est un polynome reel, P' , P" aussi par derivation, 
puis par multiplication et addition de polynomes reels, Q = 
P" - 4 XP' aussi. Done Q e R[X], 

De plus, d’apres les regies sur le degre, 

• deg(P") < deg(P') - 1 < deg(P) - 2, 

• deg(-4XP') = deg(-4X) + deg(P') = 1 + deg(P') < deg(P), 

• comme deg(0 < max(deg(/ > "),deg(-42^ r / ,, )), on en deduit 
deg(G) < deg(/ > ). 

Done si P G R„[X], on a deg(2) < degCR) < n, done on a bien 

q e R-m. 

2) En derivant la relation (★), on a 

(H 1 : - AXH'J = -AnHl 
done H'" - 4 H' n - 4XH" = -4 nH'„, soit 

H'n ~ 4 XH: = -4(n - 1 )H' n . 

Soit n > 1. Comme H n est unitaire de degre n, il s’ecrit 
a 0 + ciiX + • • • + a„_ iX"- 1 + X" avec ( a 0 , .... a„_ 1 ) 6 R' ! . Done 

H' n = ai+ 2 a 2 X + ••• + («- l)a„_iX"“ 2 + nX"~\ 


P = (X- ai ) hl ...(X- a,,/"' Q. 


Initialisation : Pour k = 1, un polynome P de degre 1 s’ecrit 

b 

P = aX + b avec a 0, done P n’a qu’une seule racine. — , 

a 

j, done Q = a convient. 

Heredite : Supposons les assertions vraies pour tout entier in- 
ferieur ou egal a k. Alors, si P est de degre k + 1 ayant des 
racines a lt ..., a n deux a deux distinctes, de multiplicites res- 
pectives au moins hi, . . ., h„, par definition d’une racine mul- 
tiple, il existe un polynome Q 2 avec P = (X - a i) ,!1 Q 2 . 


qui est simple, et on a P = a X H — 

a 


Comme a 2 , . .., a„ ne sont pas racines de (X - a i) ,!1 (car ce 
sont des nombres differents de ai), la premiere question donne 
que a 2 , . . ., a n sont des racines deux a deux distinctes de mul- 
tiplicites respectives au moins h 2 , . . ., h„ de Q 2 , et comme 
deglGi) = deg(P) - hi = k + 1 - hi < k, l’hypothese de recur- 
rence assure P existence de Q 6 K[2f] avec 


Q 2 = (X- a 2 f 2 ... (X - a n ) h " Q. 


Et done 


P = (X-ai) h 'Q 2 

= (X - aifXX - a 2 fi ... (X - a n ) h »Q. 


Conclusion : Par recurrence forte, l’assertion est vraie pour 
tout entier k > 1. 


H' n est de degre n — I (car n t- 0) et de coefficient dominant n. 

Done —H' est unitaire de degre n - 1. De plus, en divisant la 
n 

relation montree au debut de la question par n. on a 

Par unicite d’un tel polynome, on obtient P/„-i = —H' , autre- 

n 

ment dit H' n = nH„_ 1 . 

Par consequent, si n > 2, on a 

K = (H'J 

= (nH^i)' 


= » K - 1 

= n(n - 1 )H „_2 

n — 1 

Et done le polynome R = H n - XH n _\ H — H n _ 2 vaut : 

R = H n -X-H' n + ^- 1 H'' 

n 4 n(n- 1) 

= l(4nH n -4XH' n + H'') 


puisque H„ verifie (■*). 

3) 1 est un polynome reel de degre 0 unitaire et verifie (1)" - 
4X(\ )' = 0 = -4 x 0 x (1), done par unicite d’un tel polynome, 
e’est Hq. 
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A est un polynome reel de degre 1 unitaire et verifie X" - 4X x 
X' - -AX = -4 x 1 x X, done par unicite d'un tel polynome, 
e’est H i. 

Pour trouver H 2 , puis H 3 , on va utiliser la relation de recurrence 
prouvee a la question precedente : 


Utilisons alors la formule trigonometrique 2 cos(o) cos(fc) 
cos(a + b) + cos (a - b), pour obtenir 

2 cos(0) cos ((n + 1)0) = cos ((n + 2)6) + cos (nd), 

et done en reportant dans r, I+2 (cos(0)), on obtient bien 



T„ + 2 (cos(0)) = cos (( n + 2)6), 
done P n+2 est vraie. 

Conclusion : Par recurrence double, P assertion P„ est vraie 
pour tout entier n. 

b) Supposons que l'on ait un autre polynome U„ 6 R[A] veri- 
fiant V0 s R, l/„(cos(0)) = cos (nO). 


4) PROGRAM ecricome2010 ; 


Alors, V6 6 


VAR u,v,aux :REAL ;k INTEGER ; 
BEGIN 
v :=1 ;u :=1 ; 

FOR k :=2 TO 2010 DO 
BEGIN 

aux :=u-(k-1)/4*v ; 


v :=u ; u :=aux ; 


END; 

WRITE(’La valeur de u(2010) est : ’,u) ; 


END. 


4.32 


1) cos(20) 

cos(30) 


2cos 2 (0) - 1 


et 


cos(20 + 6) 

cos(2 6) cos (6) - sin(20) sin(0) 

(2cos 2 (0) - 1) cos(0) - 2cos(0) sin 2 (0) 
2cos 3 (0) - cos(0) - 2cos(0)(l - cos 2 (0)) 


4cos 3 (0) - 3 cos (6) 


2.a) Montrons par recurrence double sur n P assertion P„ : 
« V0 6 R, T„( cos(0)) = cos (nd) ». 

Initialisation : Pour n = 0, comme To = I, on a TO 6 R, 
r 0 ( cos(0)) = 1 et cos(0 x 6) = cos(O) = 1, done P 0 est vraie. 

Pour/! = 1, comme Ti = X, on a V0 e R, ri(cos(0)) = cos(0) = 
cos(l x 8), done Pi est vraie. 

Heredite : Supposons que pour un entier n, on ait P„ et 

P n+ 1 vraies, alors en utilisant la formule definissant T„ +2 , on 
a V0 6 R : 

r„ +2 (cos(0)) = 2 cos(0)r„ +1 ( cos(0)) - r„(cos(0)) 

= 2 cos(0) cos ((n + 1)0) - cos (n0) 


(T n - i/„)(cos(0)) = r„(cos(0)) - f/„(cos(0)) = 0, 

done le polynome T„ - U n admet comme racine tout nombre 
reel qui peut s’ecrire cos(0) avec 0 dans R, autrement dit tout 
reel de Pintervalle [-1, 1], II a done une infinite de racines, et 
done T„ - U„ = 0, done T n = U„. Done il y a bien unicite d’un 
tel polynome. 

c) La definition de la suite [T n ) ne N donne : 


T 2 = 2 AT i - T 0 



To = 2 XT 2 - T { 


= 2X(2X 2 - 1) - A 


4A 3 - 3X 


T 4 


2XT 3 - T 2 

2X(4X 3 - 3X) - (2 A 2 - 1) 
8A 4 - 8A 2 + 1 


d) Les calculs de T\, T 2 , T 3 et T 4 suggerent de montrer par 
recurrence double pour n > 1 l’assertion A„ : « T n est un poly- 

comme coefficient dominant 



Initialisation : Pour n = 1 et n = 2, on verifie directement que 
A i et A 2 sont vraies, a partir de Ti = A et T 2 = 2A 2 - 1. 

Heredite : Supposons A„ et A„+i vraies pour un certain entier 
n > I . Alors d’apres les regies sur le degre, 

• deg(2Ar„+i) = 1 + deg(r, I+1 ) = n + 2 et 


» deg(-r„) = «, 


done 

deg (2AP„ +1 - T n ) = maxfn + 2, n) = n + 2 


(on est dans le cas oil il y a egalite car les degres des deux 
polynomes que l'on additionne sont differents). 
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De plus, comme seul 2XT n+ i contient un terme non nul en X ll+2 , 
le coefficient dominant de T„ +2 est le coefficient de X" +2 de 
2XT n+u et done deux fois le coefficient de T„ + 1 , dont 2x2" +1 = 

2 " +2 . 

Enfin, 


T n+2 (-X) = 2(-X)T n+] (-X)-TJ-X) 

= 2(-X)(-l)" +1 r„ +1 - (-If 7V 

H.R. 

= (-l) n+2 (2XT„ +l - T„) 

= (-i)' ,+ 2 r , I+2 


deux a deux distinctes, ce qui nous fera n racines distinctes 
pour T„ : 


0 


n 3n 
2 n 2n 


2 (n - 1) + 1 
2 n 


77 

7T = 7T <77, 

2 n 


et cos est strictement decroissant sur [0, zr], done 


( 77 \ (377 \ 

cos — > cos — > • • • > cos 
\2nl \2n) 


2{n - 1) + 1 
2 n 


ce qui donne bien To > X\ > ■■■ > t„_i, done les x *, pour 
0 < k < n - 1, sont bien deux a deux distincts. 


puisque (-l)x(-l)" +1 = (-1)" +2 et (-1)" = (-1)' !+2 . Done A„ +2 
est bien vraie. 

Conclusion : Par recurrence double, 1’ assertion A„ est vraie 
pour tout entier n > 1. 

On en deduit que si n est pair, T n est une fonction paire, et si n 
est impair, T„ est une fonction impaire. 

Remarque - L" assertion Ao est fausse car le coefficient de To 
est 1 et non 2 _1 . 

e) De la definition de la suite (7V), on a pour tout entier n. 


Done (.t 0 , Xu <. . , sont n racines deux a deux distinctes de 
r„, et elles se trouvent dans [-1,1], 

Comme deg(r„) = n et que Ton a trouve n racines reelles deux 
a deux distinctes de T n , et comme la somme des multiplicites 
des racines complexes de T„ fait son degre (done n) ne peut 
avoir d'autres racines (reelles ou complexes) que les jq., et ces 
racines sont toutes de multiplicity; 1, done simples. 

4) 

To = 4X 3 - 3X 
= X(4X 2 - 3) 

= X{2X - V3)(2X + V3) 


r„ +2 (l) = 27) I+1 (1) - 7'„(1) 


avec 7o(l) = Till) = 1. On constate alors que la suite 
(7V(l))„ eN est une suite recurrente lineaire d’ordre 2, son equa- 
tion caracteristique est r 2 - 2r + 1 = (r - l) 2 , done il existe 
(d,/i) 6 R. 2 tels que pour tout entier n, 

T n ( 1) = (V + f7n)l" =A + fm 

Pour n = 0, on a done A = 7o(l) = 1, et pour n = 1 on a 
A + \x = T\(\) = 1, done /j = 0. Done, pour tout entier n, 

r„( l) = 1 1. 


done les racines de To sont |~0~|, 


V3 

2 


et 


V3 

2 


Si l’on part de Pexpression des jq, les racines de To sont 


.To = cos 


Xi = cos 


x 2 = cos 


2x0+1 

2x3 

2x1 + 1 
2x3 

2x2+1 


77 | = COS | —77 
6 


V3 
2 ’ 


: COS I -7T | = 0 et 


2x3 


il I = cos —n 


V3 

2 


Remarque - On aurait aussi pu montrer ce resultat par recur- 
rence double sur n. 

3) Soit x 6 [-1, 1] une racine de T. Comme x e [-1, 1], il 
existe 6 6 R avec x = cos(S), et done 

0 = T„(x) = 7V(cos(0)) = cos(/70). 

77 

Done il existe k 6 Z avec nO = — v kn. Done les racines dans 

2 

[-1,1] de T„ sont les nombres 


77 kn 

x k = cos I 1 I = cos 

2 n n 


2k + 1 
2/7 




4.33 


1) Sur Pintervalle ouvert ] - °o,0[, / est constante, done de 
classe C°° . Sur Pintervalle ouvert ]0, +oo[, / est definie par la 

formule x h+ e ~* , or x i-» — est de classe C°° sur ]0, +<x>[ a 

x 

valeurs dans R, exp est de classe C°° sur R, done par composi- 
tion, / est de classe C°° sur ]0, +oo[. 


2) ★ On va montrer l’existence de P„ par recurrence sur /; : no- 
tons A„ P assertion «il existe un polynome P„ € R[X] tel que 

Vt > 0, f n \x) = P„ (-) e-7 ». 


pour k 6 Z. 

T n etant de degre n, il a au plus n racines deux a deux distinctes. 
© Prouvons que les valeurs x q obtenues pour 0 < k < n - 1 sont 


Initialisation : pour n = 0, on cherche un polynome P 0 tel que 

Vt > 0, 


f°\x) = Po j e « = P ° ( t) 


119 







CORRIGES 


Polynomes reels on complexes 


Or, / <0 '(x) = f(x), done le polynome P 0 = 1 convient. 

Heredite : Supposons A„ vraie pour un entier n > 0. Alors, 
Vx > 0, 


f n+1 \x) = ( f M Y(x ) 



Posons alors 


P n+ , = -X 2 P'+X 2 P„ 


e’est bien un polynome 


reel, puisque par hypothese de recurrence, P n en est un, et il 
verifie bien que Vx > 0, 


question precedente a montre que / etait continue en 0. Done 
/ est bien continue sur R. 

Heredite : Soit n eW, et supposons que / soit de classe C" -1 
sur R. 

Done est continue sur R, et on a vu que / etait de classe 
C°° sur R*, done est derivable sur R*, et (/ (,i_1) )' = f (n) 
sur R*. 

Or, d’apres la question 2, on sait qu'il existe un polynome reel 
P„ avec : Vx > 0, 


/ w (x) = P„(i)c-i 

Faisons le changement de variable t = - : 


/ ( " +1) (x ) = P„ +1 



e *, 


done A„ + 1 est vraie. 

Conclusion : Par Paxiome de recurrence, A„ est vraie pour tout 
entier n. 


* Montrons l’unicite d'un tel polynome : supposons qu'il 
existe (P n ,Q„) 6 R[A ] 2 avec Vx > 0, f"\x) = P„(-) = 


/1\ 1 

Q/i I — I ■ Alors pour tout x > 0, - est racine du polynome 

~ Qn , mais comrne tout element y de ]0, +<x>[ peut s’ecrire 

y = — avec x > 0 (on prend x = -), alors tout element de 

x y 

]0, +oo[ est racine de P„ - Q„, done P„ - Q„ a une infinite de 
racines, done e’est le polynome nul. Done P„ = Q„, d’ou l’uni- 
cite. 


3) lim e * = 0 = /( 0), done lim /(x) = /( 0). Comme 

x— >0 + x— »0 + 

lim /(x) = lim 0 = 0 = /( 0), on en deduit bien que / est 

x— >0” x— >0“ 

continue en 0. 


Regardons alors le taux d’accroissement de / en 0 : si x < 0, 

/(*) ~ /(0) = Q — > Q 

x — 0 x~>o- 


Si x > 0, - — i—- = —e i . Faisons alors le changement de 

x - 0 x 

variable t = - , qui va nous permettre de reconnaitre une limite 

0 ) 1 

usuelle : lim = lim —e * = lim te = 0. 

x->0+ X - 0 x-<0 + X r— >+oo 

On peut done en conclure que / est derivable en 0 et que 
/'( 0) = 0 . 


4) Montrons par recurrence sur n l’assertion « / est de classe 
C n sur R » (on sait deja que / est de classe C" sur R*, done il 
suffit de regarder en 0). 


Initialisation : pour n = 0, etre de classe C° e’est etre conti- 
nue. La question 1 a montre que / etait continue sur R*, et la 


f n \x) = P n (t)e~‘. 


Puis, si x — » 0 + , alors t — > +oo. Done, si P„ est non nul, que 
p = deg(P„), et a est son coefficient dominant, alors on a 

P n (t) ~ at”, 

I— >+oo 


et done 


P„(t)e ’ ~ at p e 

f— >4-oo 


0. 


Cette limite reste vraie si P„ = 0. Done lim f^Kx) = 0. 

>0 + 

Comme pour x < 0, on a f (n \x ) = 0, cela donne 
lim f n \x) = 0. 

x — >0 — 

Done lim/ (,! '(x) = 0. 

x — >0 

Toutes les hypotheses du theoreme de prolongement de la de- 
rivee ont ete verifiees, on peut done en conclure que 
est derivable en 0, que (/ ( " _1) )' est continue en 0 et de plus 
/(">( 0 ) = (/("-»)'( 0 ) = 0 . 

Done on obtient bien que / est de classe C n sur R. 

Conclusion : Par axiome de recurrence, on deduit que / est de 
classe C" sur R, pour tout n, ce qui donne que / est de classe 
C°° sur R. 

De plus, le calcul de limite que Ton vient de faire donne que 
f <n, (0) = 0 pour tout entier n. 


1) / est bien definie et de classe C°° sur I, comme inverse d’une 
fonction de classe C°° qui ne s’annule pas. 

1 


2) Vx e /, /(x) = 


cos(x) ’ 


, done 


Po = I 


convient. 


Vx 6 /, f(x) = | ^ (d'apres la formule ( — | = — — ), done 

cos 2 (x) \u) u- 


P\ = X\ convient. 








Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Polynomes reels ou complexes 


CORRIGES 


Puis, Vx e I, 


/"(-*) = 


cos(x) cos 2 (x) - sin(x)2 cos(x)( - sin(x)) 


cos 4 (x) 


cos 2 (x) + 2 sfir(x) 
cos 3 (x) 

1 + sin 2 (x) 
cos 3 (x) 


P 2 =X 2 + 1 


convient. 


(car cos‘ + sin 2 = 1). Done 

3) Montrons par recurrence sur n : « il existe un polynome P„ 

,i w , , Pn(sin(x)) 

tel que : Vx e /, /’(x) - ; >>. 

cos' !+1 (x) 

Initialisation : Pour n = 0, Po = 1 convient. 

Heredite : Supposons qu’il existe P„ tel que Vx 6 I, / (n, (x) = 

1 „(sin(A)) ' a j ors comnte f <n+r> (x) = (f M )'(x), derivons f (n> 
cos" +I (x) 

comme un quotient. Posons u(x) = P„(sin(x)) et v(x) = 

cos" +1 (x), aiors / w = -, done / ( " +1) = - — 

v v ir 

Or, on a Vx 6 /, i/'(x) = cos(x)P'(sin(x)), done 

u'(x) cos(x)P'(sin(x)) 
n(x) cos” +1 (x) 

cos 2 (x)P'(sin(x)) 

cos" +2 (x) 

_ (1 - sin 2 (x))P;(sin(x)) 
cos" +2 (x) 

et d'(x) = (n + 1)( — sin(x)) cos"(x), done 

o' (x) (n + l)sin(x) 

o 2 (x) cos' i+2 (x) 

Done pour tout x 6 /, on a 


f (n+1 \x) = 


(1 - sin 2 (x))P;(sin(x)) 
cos" +2 (x) 

(n + 1) sin(x)P„(sin(x)) 
cos' !+ 2 (x) 


On pose P n+ 1 = (1 - X 2 )P' n + (n + i)XP„, e’est bien un po- 
lynome car par hypothese de recurrence, P„ en est un, et on a 

bien / ,,i+1, (x) = ^ pour tout x e I. D’ou l’heredite. 

cos' i+2 (x) 

Conclusion : Par axiome de recurrence, P assertion est vraie 
pour tout entier n, d'ou l’existence de P„. 

De plus on a vu qu’on a la relation 


P n+1 =(l-X 2 )P'„ + (n+l)XP, l 


Remarque - Le polynome P„ est unique. En effet, si Q„ e 

verifie Vx 6 /, f <n> (x) = -- - s ‘ n ^ A ^ a i ors 0 n en deduit 
J cos" +1 (x) 

Vx e /, P„(sin(x)) = <2„(sin(x)). 


que 


Done tout element de sin(/) est racine de P„ — Q„. Or, comme 

10 . 42 ] 


il y en a une infinite, puisque sin(/) = 


et qu’un poly- 


nome ayant une infinite de racines est necessairement nul, on a 
bien P„ - Q„ = 0, soit P„ = Q„. 

4) La relation demandee a deja ete montree a la question 3. 
Pour calculer P 2 , on utilise aiors cette relation : 

P 3 = (1 - X 2 )P', + (2 + 1 )XP 2 
= (1 - X 2 )2X + 3X(X 2 + 1) 


X 3 + 5X 


5) Montrons par recurrence sur n la proposition : « P„ a pour 
monome dominant X " » (e’est a dire P n est de degre n et de 
coefficient dominant |T~| ). 

L’ initialisation est faite pour n = 0, d’apres les calculs fait 
dans les questions precedentes. 

Heredite : Supposons que P„ = X" + Q„ avec Q„ e R„_i[3(] 
(e’est une fagon d'ecrire que P„ a pour monome dominant X"). 
Aiors P' n = nX"~ l + Q' n , et done 

P n+l = (1 - X 2 )( n X'- 1 + Q' n ) + (n + l)X{X" + Q„) 

= X" +1 + Q, I+l 

en posant 

Q n+ i = ( nX +Q' n - X 2 Q'„ + (n + 1 )XQ n ). 

Or, 

• deglnX"- 1 ) = / 2 -l (car n * 0), 

• deg (Q'„) <n-2 (car Q„ e 

. deg (X 2 Q’„) = 2 + deg(2;) < n , 

• deg(X<2„) = 1 + deg(g„) < n, 

done comme le degre d’une somme est inferieure ou egale au 
maximum des degres, on a 

deg(2„+i) < n, 

ce qui donne bien que le monome dominant de P„,< est X n+l . 


Conclusion : Par recurrence sur n, on obtient que P„ a X n 
comme monome dominant, pour tout entier naturel n. 

w est une fonction de classe C°°, comme composee 
de la fonction exp et d’un polynome. 

1) Vx 6 R, w'(x) = -2xe~* 2 , done 

Hi(x) = (-lye^w'ix) = - e r (-2xe _t ") = | 2x | . 
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Vx 6 : 


, w"(x)=-2e~ ** + 4x 2 e~ x2 =(4x 2 - 2)e ~^ , done 
H 2 (x) = (-1 ) 2 e*V'(x) 


l [4x 2 -2) ( 




4.x 2 


Vx e R, w"\x) = 4xe~T +8xe~* 2 — 8x 3 e~* 2 = (-8x 3 + 12x)<r*\ 

done 

H 3 (x) = (-l) 3 e- <2 iu"'(x) 

= -e' 2 (-Sx 3 + l2x)e~* L 


8jc 3 - 12x 


2.a) Derivons la relation qui donne H„ (e’est possible, car w est 
C°°, done w M aussi, et x i-» e ^ aussi) : on derive un produit, 
done Vx 6 R, 

HJx) = (-l) n 2xe xl w M (x) + (-l fe^w^ix) 

= 2xHJx) - H„ +I (x) 
done Vx 6 R, H n+l (x ) = 2xH n (x) - H' n {x). 

b) Montrons par recurrence sur n que « H„ est un polynome 
reel de degre n ». 

Initialisation : Ho est un polynome reel de degre 0, puisque 
e’est le polynome constant egal a 1. 

Heredite : supposons que pour un entier n, H„ est un polynome 
reel de degre n. Alors par produit, 2 XH n est aussi un polynome 
reel, et par derivation H’ n aussi, done en additionnant, on obtient 
bien que H, l+ i est un polynome reel. 

Puis si deg (H„) = n, alors 

• deg(2 XH„) = deg(2X) + deg (H n ) = 1 + n et 

• deg (H' n ) < deg (H„) - 1 = n - 1. 

Done, comnie deg(2 XH„) V deg(W'), on peut aflirmer que 
deg(2 XH n -H' n ) = max (dsg(2XH„), deg(H')) 

= max(/! + 1, deg(H')) 

= n + 1 

car deg {H' n ) < n + 1. Done H„ +i est bien de degre n + 1. D’ou 
l’heredite. 

Conclusion : La proposition est done vraie pour tout entier na- 
tural n. 

c) Ho = 1, 

Hi = 2XH 0 - H' 0 = 2X x 1 - 0 = 2X, 

H 2 = 2 XHi - H[ = 2X x 2X - 2 = 4X 2 - 2, 

H 3 = 2X(4X 2 - 2) - (8X) = %X 3 - 1 2 A, 

H 4 = 2A(8A 3 - 12 A) - (24A 2 - 12) 


16 A 4 - 48A 2 + 12 


3) Notons a„ le coefficient dominant de H n . Comme deg (H' n ) < 
deg(2A H„), le coefficient dominant de 2A H„ - H' n (e’est a dire 
de H n+ i, done a n+ 1 ) est celui de 2A H„, done celui de H„ (e’est 
a dire a„ ) multiplie par 2. Done pour tout entier n, a„ + i = 2a„, 
on reconnait done une suite geometrique, et comme tto = 1 (car 
Ho = I ), on a pour tout entier n, a n = 2" . 

4) Montrons que 

pour tout x 6 R, H n (—x) = (-1 )"H n (x), 
par recurrence sur n. 

Initialisation : pour n = 0 ,H 0 (-x) = 1, et (-l)°//o(x) = lxl = 
1, done e’est vrai. 

Heredite : Soit n 6 Nun entier tel que la formule H n (—x) = 
(- 1 ) n H„(x) soit vraie pour tout reel x. On peut alors la deriver, 
et on obtient (en derivant H n (—x) comme une fonction compo- 
see !) que 

-K(-x) = (-i)X(x), 
soit H'J-x) = (-1 y-'H'Sx) = (-1 ) n+1 H' n {x). 

Done, Vx 6 R, on a (par la formule de la question 2.a.) : 

H n+ i(-x) = 2(-x)H n (-x) - H'J-x) 

= 2(-x)(- 1 )"H„(x) - (-1 r +l HJx) 

= (~\r'\2xH n (x) - H’ n (x)\ 

= (-l r + 'H, I+ i(x) 
d’ou la formule au rang n + 1. 

Conclusion : Par recurrence sur rentier n, on obtient bien que 
Vn 6 N, Vx G R, H n (-x) = (-1 )"H„(x), autrement dit, 

• H„ est une fonction paire si n est un entier pair, 

• H n est une fonction impaire si n est un entier impair. 


l.a) Supposons p > 2. On a Q = A 2 / J " + P"+4P'-2/ J . Ecrivons 
p 

P = 2 a k% (avec a p V 0, puisque p = deg(P)), alors 

k = 0 


P - 1 


r !)«(:+, A* et 

k = 0 
P 

P" = ^ k(k - l)a k X k ~ 2 , 


done A 2 P" = ^ k(k- l)a k X k = k{k- \)a k X k (car les termes 

k=2 k = 0 

pour k = 0 et k = 1 de cette somme sont nuls). On aura aussi be- 

p - 2 

soin de reecrire P" sous la forme P" - ^(fc + 2 ){k + 1 )a k+2 X k . 
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Alors, en reportant, on a 

p 

Q = £*(*- l) a kX k 

k= 0 
P-2 

+ Yjk + 'l)(k+\)a M X k 

k= 0 

p-1 p 

+AY l (k+\)a k+l X k -lY i a k X k 

k= 0 £=0 

Done Q = (p(p - 1) - 2 )a p X p + ((p - \)(p - 2)a p _! + 4 pa p - 

p-2 

2a p -\)X p ~ l + * (k( k — l)ar + {k + 2)(k + I )a k +2 + 4 ( k + 1 )a k+ i — 
k = o 

2 a k )X k . 

Comme p est le plus grand degre apparaissant, deg(0 < p, et 
comme le coefficient de X p est (p(p-\)-2)a p = ( p 2 -p-2)a p = 
(p-2)(p+ 1 )a p et qu’il ne s’annule que pour p = 2 (car p positif 
et a p t 0), si p > 2, on a bien deg(0 = p. 

Si p = 2, le coefficient devant X p est nul, et done dans l’expres- 
sion de Q, la plus grande puissance de X qui apparait est X p ~ ] , 
done on a bien deg(0 < p. 

b) D'apres la question precedente, si Q est de degre 2, cela 
force que deg (P) < 1 . 

Mais, si P(X) = aX + b, alors P' = a e t P" = 0, et done 
Q = -2 aX + (4 a - 2b) n’est pas de degre 2. Done Q n’est 
jamais de degre 2. 

Remarquons que si 0 < p = deg (P) < 1, le calcul precedent 
donne que le coefficient dominant de Q est celui de P multiplie 
par (p - 2)(p + 1). 

2.a) L" equation 1 revient a demander a ce que Q soit nul, done 
tous les coefficients de Q doivent etre nuls, et d'apres le cal- 
cul precedent, le coefficient de X p (ou p = deg(P) est entier, 
puisque l’on cherche P non nul) est celui de P multiplie par 
(p - 2 )(p + 1), done n'est nul que pour p = 2. Done si P est 
solution de l’equation 1, alors P est de degre 2. 

b) II faut done chercher P sous la forme 

P = aX 2 + bX + c. 

OnaalorsP' = 2aX+betP" = 2a, done (X 2 + \)P" +4P’ -2P = 
2 a(X 2 + 1) + 8 aX + 4 b- 2 aX 2 - 2 bX -2 c = (8a - 2 b)X + 2 a + 
4b-2c = 0. 


Done les solutions de l'equation (1) sont les polynomes 

:c a 6 R quel- 


P = aX 2 + 4 aX + 9 a = a(X 2 +4X + 9) 


conque. 

3.a) Cherchons P = aX + b solution de l'equation (2) : 


P' = a et P" = 0, done 


(X 2 + 1 )P” + 4 P' - 2P = 4a - 2 aX - 2b 

= -2 aX + (4a - 2b) 


Deux polynomes sont egaux si et seulement s’ils ont meme co- 
efficients, done 


(X 2 + 1 )P" +4P' -2P = X & 




-2a = 1 
4a - 2b = 0 


Done 




est solution. 


b) II y a une equivalence a montrer, done deux implications. 


Supposons que P soit solution de l’equation (2), alors comme 
P i est aussi solution de l’equation (2), on peut ecrire : (X 2 + 
DP" + 4P' - 2P = X = (X 2 + \)P’l + 4 P\ - 2 Pi, done en 
soustrayant : 


(X 2 + 1 ){P" - P’l) + 4{P’ - P\) - 2(P - P t ) = 0. 


Comme P" - P" = (P- Pi)" et P' - P\ = (P - Pi)', on obtient 
bien que P - Pi est solution de l’equation (1). 

Reciproquement, supposons que P- Pi soit solution de l’equa- 
tion (1). Alors 

(X 2 + 1)0 - Pi)" + 4 (P - Pi)' -2(P-Pi) = 0, 
done on a aussi 

(X 2 + 1)(P" - P'i') + 4(P' - P[) - 2 (P - Pt) = 0, 


Or un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients 
sont nuls, done 


(X 2 + 1 )P" +4P'-2P = 0 & 
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8a - 2b = 0 
2 a + 4b - 2c = 0 
b = 4a 
c = 9a 


done en separant, on a bien (X 2 + 1 )P" + 4 P’ -2 P = (X 2 + 
I )P" + 4P\ - 2Pi = X (car Pi est solution de l’equation (2)), et 
done P est bien solution de l’equation (2). 


c) Les solutions de l’equation (2) sont done les polynomes 



1 + a(X 2 + 4X + 9) 


avec a 6 R quelconque. 
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Introduction 

Nous allons introduire la notion de systeme lineaire et decrire la resolution d’un 
tel systeme par la methode du pivot de Gauss. Ce procede de resolution presente 
l’avantage d’etre facile a mettre en ceuvre et systematique. 

Prerequis 

• Calculs dans R et C. 

Objectifs 


• Mener a bien la resolution d’un systeme lineaire par une methode systematique 
ne demandant pas de genie, ni d’invention. 


5.1 Definitions 

Dans ce chapitre, K designe R ou C. 

Definition - Soient n et p dans N* ; JJn systeme lineaire de n equations a p inconnues 

est un systeme (S) de la forme : 

' a\\X\ + 012*2 + ■ ■ • + ai p x p = b\ 

021*1 + 022*2 + • ■ • + a 2p Xp = b2 

< . ou pour tout ( i , j) e [[ 1 , x [[1 , /?]] , a,y e K, bj e K. 

a n \X\ + a n 2*2 + ■ ■ ■ "t" a n pXp — b n 

• x\ , *2> • • ’ . XpSont les inconnues du systeme (S) ; 

• les aij pour (i, j ) e P , nj x [[1 , /?]] sont les coefficients du systeme (S) ; 

• (b\, b 2 , ■ ■ ■ , b„) est appele second membre du systeme (S). 

Notation - Dans la suite du chapitre, on representera le systeme ( S ) sous la forme d’un 
tableau de nombres, en ne retenant que les coefficients qui figurent devant les inconnues 
et en separant le second membre par un trait vertical : 


«ti 012 • • ■ ai p 

b \ ' 

021 022 fl2 p 

b 2 

£*nl Unp 

bn , 
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Chaque ligne du tableau correspond a une equation du systeme (.S' ). 

. Le systeme est dit homogene lorsque le second membre est nul. 

• Le systeme homogene associe a (.S' ) est le systeme obtenu en rempla 5 ant le second 
membre par (0, 0, ■ • • , 0). 

• Un p-uplet (,V| , .s' 2 , • • • , Sp) est solution de (S ) si et seulement si les n egalites obtenues 
en remplagant (x\ , X 2 , ■ ■ ■ , Xp'j par Li , S 2 , ■ ■ • ,s p ) sont vraies. 

. Deux systemes sont equivalents si et seulement s’ils ont le meme ensemble de solu- 
tions. 

. Un systeme est dit impossible si et seulement s’il n’admet aucune solution, indeter- 
mine s’il possede strictement plus d’une solution. 

5.2 Operations elementaires 


Definition - On note L\,Li, ■ ■ ■ ,L n les n lignes du systeme (S). On appelle operation 
elementaire sur les lignes du systeme (S) toute operation du type : 

• Li <-> Lj oil i ^ j : on e change les deux lignes L,et Lj. 

• Lj <— aLj oil a e K* ; on multiplie Li par le scalaire non nul a. 

• Li <— Li + ALj ou i + j et-i e K : on ajoute a Li un multiple d’une autre ligne Lj. 

Proposition - Quand on effectue des operations elementaires sur les lignes d’un sys- 
teme lineaire, on obtient un systeme equivalent. 



Pour que cette operation 
conduise a un systeme equi- 
valent, le coefficient a de 
la ligne que I'on remplace 
ne doit pas s'annuler. Cela 
est facile a verifier lorsque 
les coefficients du systeme 
sont constants. Lorsqu'ils font 
intervenir un parametre m, 
il faut discuter suivant les 
valeurs de m qui annulent a 
(qui peut alors etre fonction 


Operations deduites des precedentes : 

1. Li <— aLj + 1 3Lj ou i + j et ( a,/3 ) e K* x K 

En effet, on effectue d’abord Lj <— Lj + - Lj puis Li <— aL,. 

2. Lj t — Lj + ^ A jL j ou A j € Yl. 

i< 

j*‘ 

n 

Par exemple, L, <— 2 Lj : on remplace une ligne par la somme des lignes lorsque celle-ci 
3 = i 

est simple. 


de m). 

5.3 Miee en oeuvre de la methode du pivot 


de Gauss 


Ce paragraphe se propose d’illustrer la methode du pivot sur quelques exemples. 

5.3.1 Exemple 1 

( 2 x + y + z = - 1 
x - y = - 1 

3x + y + 2z = - 1 
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Solution - Le systeme se reecrit sous forme de tableau : 


'211 

-V 

1 -1 0 

-1 

3 12 

-1, 


Echangeons L\ et Li afin de placer un nombre plus simple en haut et a gauche. On va etre 
amene a diviser par ce nombre (ici 1) pour obtenir des zeros en-dessous dans la meme 
colonne ; ce nombre est appele pivot : le pivot ne doit pas pouvoir s’annuler. 



1-10 

-V 

L\ «-» Li 

2 1 1 

-1 


, 3 1 2 

- 1 , 


Grace a des operations du type L, <— L, + ALj, creons des zeros en-dessous du pivot : 




1-10 

-r 

L2 * 

- L 2 - 2L\ 

0 3 1 

1 

L3 <r 

-Li- 3 Li 

0 4 2 

2 , 


En raisonnant de fagon analogue sur les deux dernieres lignes, et en choisissant le coeffi- 
cient 3 comme nouveau pivot, on effectue 1’ operation L? <— 3 L 3 - 4 Z. 2 - Notons que cette 
operation est licite car le coefficient 3 devant la ligne que l’on remplace est non nul. 


1-10 

-r 

0 3 1 

1 

002 

2 , 


On revient au systeme : 

! x — u — -1 
3 y +z =1 
2 Z - 2 

Ce systeme, echelonne, se resout facilement en partant de la troisieme ligne et en repor- 
tant les valeurs trouvees dans les lignes au-dessus : 



Le systeme (SI) possede un unique triplet solution, a savoir (—1,0, 1). 
L’ ensemble des solutions est alors {(-1.0, 1)} 

5.3.2 Exemple 2 

( x—y+ 3z = -1 
x + y - z =1 
lx + y + 5z =1 

Le systeme se reecrit sous forme de tableau : 


' 1 

-1 

3 

-r 

1 

1 


1 


1 

5 

1 , 
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Solution - Creons des zeros en-dessous du pivot de la premiere colonne : 


L 2 

L 3 


Li-Li 
L 3 - 71, 


( 1 -1 

3 

-V 

0 2 

-4 

2 

OO 

o 

-16 

8 , 


On utilise le pivot indique, puis on divise L 2 par 2 4- 0 : 



1-13 

-V 


'1-13 

-r 


0 2-4 

2 

1 

l 2 *- ~l 2 

0 1 -2 

1 

Li ^ L 2 - 4 L 2 

,000 

0 J 

O 

O 

o 

0 , 


Le systeme s’ecrit done : 

( x - u + 3z = —1 
{ y~2z= l 

11 se resout en : 

I x- -z 
\ y = 2z + 1 


Le systeme (S2) possede une infinite de solutions qui s’expriment, ici, a l’aide de l’in- 
connue z, que nous appellerons inconnue secondaire. x et ij sont appelees, dans cette 
resolution, inconnues principales. Les solutions s’ecrivent en exprimant les inconnues 
principales en fonction de l’inconnue secondaire (ou le cas echeant, des inconnues secon- 
daires) qui figurent de cette facon dans la solution. Suivant le mode de resolution choisi, 
les inconnues principales et secondaires peuvent differer. 

L’ ensemble des solutions est : {(-z, 2 z+ 1, z) |z G K ). 


Exemple 3 

I x+2 y - z- 1 

3x — y + z = 2 
5,v + 3 y — z =3 


Solution - Procedons de fagon analogue aux exemples precedents : 


L 2 ^L 2 - 3L\ 
L 2 < — L 3 — 5L\ 

Li L 2 - L 2 



f 

1 2 

- 

1 

r 



3 -1 

1 


2 



5 3 

- 

1 

3j 

( 

1 

2 ■ 

-1 


1 ' 

0 

-7 

4 


-1 

l 

0 

-7 

4 


2 J 

r 

1 

2 ■ 

-11 


1 ' 

0 

-7 

4 


-1 

l 

0 

0 

0 


-U 


Le systeme (S3) est done equivalent au systeme suivant : 


I x+2 y-z - 1 
-zy + 4z = 2 

o = -i 


La troisieme equation etant manifestement fausse, ce systeme n’a pas de solution. 

Ce type d’ equation dans laquelle plus aucune inconnue ne figure est appelee equation 
de compatibilite. Le systeme admet au moins une solution si et seulement si toutes les 
equations de compatibilite sont des enonces vrais. 
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5.3.4 Meth ode du pivot de Gauss 

Soient n et p dans N*. On part d’un systeme (S) de n equations a p inconnues ayant au 
moins un coefficient non nul a, ; -. 

Etape 1 

En changeant eventuellement l’ordre des equations et en renumerotant les inconnues, on 
peut supposer que an 4 0. ci\ \ est le premier pivot. 

an «12 • ■ • flip b i 
«21 «22 • ■ • Clip b2 

Cl„ | «„2 . . . Cl up b n 

On effectue les combinaisons lineaires de lignes suivantes pour i e [[2, «]] : 

Z./ c ci\iL[ Gj\L\ 

et on obtient un systeme de la forme : 

an an . . . flip bi_ 

0 022 ... fl2^ b 2 
0 a, ,2 . . . fl/ip b n 

A cette etape, on examine les difFerentes lignes : 

• Lorsque tous les coefficients aja, • • • , de la A: ICI)1C ligne sont nuls, mais que bp 4- 0, 
cette ligne s'ecrit 0 = bp (c’est une equation de compatibility) . Lp correspond a un 
enonce faux, le systeme n’a alors pas de solution. La resolution est terminee. 

• Lorsque tous les coefficients aja, ■ ■ ■ , cipj, de la £ leme ligne sont nuls, et que bp = 0, 
Lp s’ecrit 0 = 0; cette ligne qui correspond a un enonce vrai, est done inutile, on la 
supprime. On en fait autant pour toutes les lignes qui sont de ce type. On passe a la 
deuxieme etape. 

/ 

Etape 2 

On recommence alors a 1’ etape 1 avec le systeme (S’) extrait du systeme (S) : 

022 ■■ ■ 02 P b2 
< ! ! ! 

On' 2 - ■ • fl/i'p b,p 

qui comporte strictement moins de lignes et de colonnes que (S), i.e. n' < n. 

La taille du systeme diminuant a chaque etape, on est assure que ce processus se termine. 
II permet : 

. soit de conclure que le systeme n’a pas de solution ; 
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. soit, dans le cas contraire, de transformer le systeme (S) en un systeme triangulaire que 
Ton resout de proche en proche, en partant de la derniere ligne et en remontant. Comme 
on n’a efFectue que des operations licites sur les lignes de (S), le systeme obtenu lui est 
equivalent et a le meme ensemble de solutions. 

On peut etre amene, lorsque le systeme final comporte plus d’inconnues que d’equa- 
tions, a fixer des inconnues secondaires en fonction desquelles les solutions seront 
exprimees, le systeme est alors indetermine ( cf exemple 2 ). 

Remarque - La methode decrite ci-dessus est systematique et aboutit a coup sur. Ce- 
pendant, ce n’est pas toujours celle qui minimise les calculs. 


Exemple d’eejuation avec un parametre 

Enonce - Soit m un parametre complexe. On cherche a resoudre le systeme (S m ) dans 
C, suivant les valeurs de m : 

! x + y + ( 1 - m) z = m + 2 
(. m + 1) x - y + 2z = 0 
2x — my + 3z = m + 2 


Solution - Passons a l’ecriture sous forme de tableau et mettons en ceuvre la methode 
du pivot avec les operations indiquees : 


L 2 

f-3 


L3 


L\ + L2 

L 3 + mL\ 


L 3 - Li 


? 1 

1 

1 — 111 

m + 

2 ' 

m + 1 

-1 

2 

0 


2 

—m 

3 

m + 

2, 


1)J 


1 1 1 -m 

777 + 2 

m + 2 0 1 — m 

m + 2 

0 0 2m - m 2 

m {m + 2 ) ) 


11 1 

m + 2 0 3 - 

m + 2 0 3 + m ■ 


m 

m 


m + 2 
m + 2 
(, m + 2) (m - 


Revenons a l’ecriture sous forme de systeme : 


1 x + ly + (1— m) z = m + 2 
{in + 2)x + (3 — m) z = m + 2 
(2m - m 2 (z — m (, m + 2) 


On est amene a diviser par les expressions en bleu pour resoudre le systeme. 11 convient 
par consequent de distinguer des cas suivant leur nullite. Les valeurs de m conduisant a 
des cas particuliers sont 0, 2 et (-2). 

D’ou la discussion suivante : 


l er cas : m = 0 


(So) o 


x + y + z — 2 
2x + 3z = 2 


« 1 


y = ^4-x) 


1 2 

L’ ensemble des solutions est ^ I x, — (4 - x) , - (1 - x) I \x e 
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2 e cas : m - 2 

(S 2 ) => 0 = 8 (L 3 ) 

Le systeme n’a pas de solution. 

3 e cas : m = -2 

' x + ij + 3z = 0 


(S-2) 


z = o 


<=> 


x=-y 

z- 0 


L’ ensemble des solutions est {(—y, y, 0) \y G C ) 

4 e cas : m £ {0, 2, -2} 

y — m + 2 — 1 


(S m) ^ 


y = m + 2 — x + {in — 1) z 

. m - 3 

x = 1 + -Z 


(S m ) O < 


X = 


m + 2 
2 — 777 
777 + 3 
2 — in 

777 — 2 
777 + 2 


777 + 2 


<=> i JC = 1 + 
777 + 2 


777 — 3 
2 — 777 


2 - 777 


+ (777 


Z = 


■ 777 


2 — 777 

L’ ensemble des solutions est 


1 777 + 3 111 + 2 

! - 2 ’ 2 - 777 ’ 2 — 777 


1) 


in + 2 
2 - 777 


Synthese 


Savoirs 

. Les operations permises dans la methode du pivot de Gauss. 

Savoir-faire 

. Methode du pivot de Gauss. 

Mots-cles 

. Systeme lineaire, . second membre, 

. inconnue, . systeme homogene. 
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Tests de connaissances 


( x +2 z = 2 

< 2x -y +3z = 4 
[ x -2y +5z = -2 

Par quelles operations elementaires commenceriez- 
vous la methode du pivot ? 

5.2 

( Ax +2 z = A + 2 
\ x +2 y = 3 
1 y +z = 2 

L’ operation L 2 <— AL 2 - L\ transforme-t-elle le systeme 
en un systeme equivalent ? 

5.3 Indiquer si (1.-2, 3), (2, -2, 2) sont solutions du sys- 

( x- y + z = 6 
x + y + z = 2 . 

6x - y = 8 


5.4 La methode du pivot a permis d'aboutir au systeme sui- 

( x + y + z = 3 

2y + z = 4 

Ecrire l’ensemble des solutions du systeme de depart. 

5.5 Vraioufaux? 

/I designe un parametre reel. On considere le systeme : 
Ul-A)x + 3y= 1 

I 5x + (2 - d) y = 0 

1) L" operation L 2 <— 5Li - (1 - A) L 2 est licite dans la 
methode du pivot. 

2) L’ operation L\ 5Li - (1 - A)L 2 est licite dans la 
methode du pivot. 


Exercices d’application 


5.6 

Resoudre dans R le systeme 

' 3x -y +z = 5 
. x +y -z = 2 
-x +2y +z = 3 

5.7 

Resoudre dans R le systeme 
x +2y -z = 1 
y +2 z = 1 
3.v +ly -z = 1 


5.9 

Resoudre dans R le systeme 
2x - 14 y + lz — lt+\\u = —\ 
Ax - lOi / + 5z - 5t + lu = 1 
x + 2y — z + t — 2u= 1 
2x — 2y + z—t + u= 1 

5.10 

Resoudre dans R le systeme 
—sx +y =0 

x -sy +z =0 
y -sz +t = 0 
z -st = 0 

oil s est un parametre reel. 


5.8 

Resoudre dans R le systeme 
x +2y = -1 

• 2x -y +5z = 3 
3x +6z = 3 


5.11 

Resoudre dans C le systeme 

( x + Ay + A 2 z = a 
Ax + y + Az= P 
A 2 x + Ay + z = y 

ou A, a, p, y sont des parametres complexes. 
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La deuxieme colonne comporte un zero ; le plus 
astucieux est done de commencer par L 3 «— L 3 - 2L 2 . On peut 
ensuite echanger Li et L 2 . 


La reponse est NON. Pour que l’operation trans- 
forme le systeme en un systeme equivalent, le coefficient de 
la ligne que l’on remplace (ici L 2 ) ne doit pas s’annuler. C'est 
le cas si A t- 0. Mais commencer par cette operation oblige 
a distinguer 2 cas, qui sont A = 0 et A 0. II est plus com- 
mode de commencer la resolution du systeme par Li <-» L 2 , 
puis L 2 <— L 2 - ALi . 


( 1 - (-2) + 3 = 6 
On verifie que j 1 + (-2) + 3 = 2 
\ 6 x 1 - (-2) = 8 

(2, -2, 2) est done bien solution du systeme propose. 


En revanche, (1, -2, 3) ne verifie pas la troisieme equation ; en 
effet, 6 x 2 - (-2) = 14 t 8 et (2, -2, 2) n’est done pas solution 
du systeme. 


Le systeme obtenu est equivalent a 


' x = y - 1 
, Z = 4 - 2y 

L" ensemble des solutions est \(y - 1, y, 4 - 2y) \y e R). 

Cependant, comme y et z figurent dans les deux equations, on 
peut aussi choisir z comme inconnue secondaire. L’ ensemble 
des solutions s’ecrit alors : 


1) Le coefficient de la ligne Lo qu'on remplace 
s’annule pour ,1=1. L" operation est done licite pour A t 1 
et illicite pour A = 1. C’est done VRAI pour A ± 1 et FAUX 
pour A = 1. 


2) VRAI : Le coefficient de la ligne L\ qu'on remplace, egal a 
5, est non nul, done cette operation est licite. 


'3-11 

5' 

1 1 -1 

2 

,-12 1 

3, 



11-1 

2' 

Z/[ > 1_J 2 

3 -1 1 

5 


,-12 1 

3, 


L 2 < — L 2 — 3Li 
L 3 * — L 3 + L/[ 


1 1 

L 2 «— —L 2 + —Li 


1 1 -1 
0-4 4 
0 3 0 

1 1 -1 

0 0 1 
0 3 0 


2 1 
-1 
5 
2 
17 

12 

5 


L\ «— Li + L 2 - -L 3 


/ 

7 

1 1 -1 



4 


17 

0 0 1 



12 

O 

0 

5 
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( , 

0 

0 

1 

2 

1 

0 — 





3 

3 

0 

-18 9 

-9 15 

-3 

0 

0 

0 

0 0 

0 

,0 

0 

0 

0 0 

0 , 


« creuser » un peu plus le haut du tableau. 


+ — 


1 0 0 od 1 2 ' 

L,<~— 10-21 -1 - 

- 1 3 3 

00000 0 
00000 0 


Revenons au systeme, en n’ecrivant pas les lignes 0 = 0: 



Prenons x, z en tant qu’inconnues principales et y,t,u comine 
inconnues secondaires. 

L’ ensemble des solutions est 


2 + u 5 1 , 

— — ■ y,2y + t- —u — t, u] \(y,t,u) e R 


Cependant, on peut exprimer les solutions a l’aide d'autres in- 
connues secondaires et les obtenir sous une forme differente. 


Ce systeme etant homogene, on ne precise pas le 
second membre qui reste nul tout au long du calcul. 

s 10 0 1 

1-510 
0 1-51 
0 0 1-5 

1 -5 1 01 

-5 1 0 0 

0 1-51 
0 0 1-5. 

< I -5 10 1 

0 1 - 5 2 5 0 

0 1-51 


L\ L. 2 


L 


1^2 + sL i 


L. 4 < — /,4 + 5 ^5 2 — 2 j Lt, 


( 1 -5 1 0 

0 1-5 1 

0 0 1 -5 

0 0 0 - 5 4 + 35 2 - 1 


On discute suivant les valeurs qui annulent les coefficients dia- 
gonaux : 

— 5 4 + 35 2 — 1 = 0 «=> 5 4 — 35 2 + 1 = 0 

~ _ 5 
“ 4 


, 3+V5 , 3-V5 

« I 5” = OU 5” = 


2 2 

Pour ces valeurs de s, le systeme equivaut alors a : 

x- sy + z = 0 
y - sz + t = 0 
z- st = 0 


done a 


x = (V - 25) / 
IJ = (5 2 - l)f 
(z = St 


(x, y , z, t) = t^s 3 - 2s, 5 2 - 1, 5 , l) 


Conclusion : 


Si 5 6 < - - 


2 \ 2 
Pensemble des solutions est 
jf ^5 3 - 25, 5 2 - 1, 5 , d \t £ R-} 


3+V5 3+V5 3-V5 3-V5 


Slst '< '• 2 ' \ 2 ’ \ 2 

Pensemble des solutions est j(0, 0, 0, 0)}. 


3+V5 3+V5 3-V5 3-V5 


Ct * Li. 


' 1 

\ 'J 

-5 

1 

0 1 

L J / 


I 


0 

1 

—s 

1 



' 1 A A 2 

a ' 

0 1 

— 5 2 

S 

0 



A 1 A 

p 

lo 

0 

1 

- s , 



J 2 I 1 

r , 


L 3 «— L 3 + ^5 2 — I j L 2 


L,A 


'i 

-5 

1 

0 

1 

-5 

0 

0 

1 

,0 

0 5 ( 2 - 


(1 -5 1 0 1 

0 1-5 1 

0 0 5 ( 2 - 5 2 ) 5 2 - 1 
0 0 1 -5 

0 
1 

—s 




' 1 A 

A 2 

a 

) 

L3 <— L3 — AL2 


A 1 

A 

p 




,0 0 

1 -AA 

\y-Ap) 

1 

' 1 

A 

A 

2 


-J 

1=: 

1 

1 

0 

1 - AA d(l - 

-aa) 

P 

1 

,0 

0 

1 - 

AA 

y 
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CORRIGES 


Systemes lineaires 


l er cas : AA = 1 et p=Aa et j=A a 

L 2 et L 3 s’ecrivent 0 = 0. Le systeme est equivalent a sa pre- 
miere ligne et a pour ensemble de solutions : 

{(*, y, z ) € C 3 \x + Ay + A 2 z = a } 

2 e cas : AA - 1 et (p t Aa ou y ^ W) 

Le systeme n'a pas de solution. 

3 e cas : AA t 1 

Effectuons encore deux operations pour simplifier les coeffi- 
cients : 

Li <— L\ —L 2 


1 

-AA 

A / — \ \ 

1 0 

0 

or J3 - Aa) 

0 1 - AA A 

( 1 - /(I ) 

1 - AA_ ’ 

v ) 

P - Aa 

O 

O 

1 - AA 

y-lp 


L 2 <— L 2 — AL 3 



\(a-Ap /3 ( I + d/l) - Aa - Ay y - Ap 
l(l-dl’ I - AA ’l-AA / 
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Introduction 

Nous allons introduire la structure d’espace vectoriel, mettre en evidence les prin- 
cipaux espaces vectoriels connus. Nous appliquerons les theoremes de ce chapitre 
aussi bien aux espaces vectoriels du cours d’algebre qu’aux espaces de suites et de 
fonctions tires du cours d’analyse. 


Prerequis 

• Polynomes. 

• Methode du pivot de Gauss pour les systemes lineaires. 


Objectifs 

• Definir la structure d’espace vectoriel. 

• En expliciter les premieres proprietes. 


Dans ce chapitre, K designe R ou C. 


6.1 Structure d’espace vectoriel 


6.1.1 Definition 


Soit E un ensemble, + une operation interne sur E appelee addition, c’est-a-dire une 
ExE -> E 

_> + et ■ une multiplication externe sur E, c’est-a-dire une ap- 


application 
plication 


1 

Kx£- 

(a, - *) i 


E 

a ■ x 

On dit que (£,+, ) est un K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K 
ment si : 

• L’ addition possede dans E les proprietes suivantes : 

a) V ( ~x,~y ) e E 2 ,^x + ~y = ~y + 3v : la loi + est commutative. 

b) V (~x ,~y 6 E 3 , ("3c +~y^j +~z = ~x + yy + ~z) • l°i + est associative. 

c) L’ addition possede dans E un element neutre, i.e. 

Ill/ 6 E/Vx C. E . X + ( 1 / — O E "F X — X . 


si et seule- 
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d) Tout element de E possede dans E un symetrique pour l’addition ou oppose i.e. 
Ex G E, B.r' G Efx + x' - x' +~x = Oe 

x' est note - x . 

• Les proprietes suivantes reliant 1’ addition et la loi • sont verifiees : 
i(x,~y) g E 2 , V (a,/3) e K 2 , 

e) a ■ tx + ~y) = a ■ ~x + a -~y 

f ) (a + p) ■ x - a ■ x + /3 ■ x 

g) (ap)-~x =a-(/3-^x) 

h) 1 -x = x. 


Remarque - Montrer qu'un 
ensemble est un espace vec- 
toriel est une question fre- 
quente. Pour y repondre, on 
utilisera la methode decrite a 
la page 139 et non pas cette 
definition. 


Vocabulaire - Les elements de T espace vectoriel E sont appeles vecteurs, on les notera 
~x,~y,~Z, dans le debut de ce cours, puis x, y, z , ... 

Les elements de K i.e. les reels ou les complexes, sont appeles scalaires, on les notera 
par des lettres grecques a,/3, y, ... 

Oe, element neutre pour Faddition, est appele veeteur nul de E. 


6.1.2 Autres regies de calcul 


6.1.3 


• Vx G E, 0 ■ ~x - Oe, 


• Va gK, a ■ Oe — Oe 
.v(1,1)g£ 2 ,VW)gI 2 , 


a ■ (~x j = (—o') - ~x = - (a -~x) 
• (a - P) ■ x = a ■ x - j 6 ■ x 
a ■ tx —~y) = a -~x - a -~y 


Vo G 


Ex g E, 


a • x = Oe o I a = 0 ou .u - Oi 


Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels 


Rappe - Si K est un ensemble quelconque, K x K = {(x, y) \x G K , y G K ). 
Plus generalement, si n G N*, 


K" = KxKx--xK = {(xu-- - ,x n )\xi e K, - ,x„g K} 

n fois 

Exemple 1 

(K", +, •) est un K-espace vectoriel, muni des operations suivantes : 

V ( X\,X2 , ..., X „ ) G K", V (i/l , i/2. y>i) e K", Vo G K, 

(xux 2 ,...,x„) + (yi,y 2 ,-,y n ) = Oi +y\,x 2 + y 2 ,...,x n + y n ) 
a ■ (xi,x 2 , ..., x„) — (axi,ax 2 , ..., ax „ ) 

Remarque - On remarquera qu’a droite du signe =, il s’agit de Faddition et de la mul- 
tiplication usuelle des reels ou des complexes, alors qu’a gauche, + et ■ designent les 
operations de Fespace vectoriel K". 
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(K [X] , +, •) est un K-espace vectoriel, ou + et • designent les operations usuelles sur 
les polynomes. 
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Remarque - + et • a droite du Exemple 3 

signe = designent les opera- 
tions de I'espace vectoriel E, Si F est un ensemble quelconque (i.e. ne possedant pas necessairement une struc- 

alors qu'a gauche, elles desi- ture), si E est lui-meme un K-espace vectoriel, E F designe l’ensemble de toutes les 

gnent les operations de E F que applications de F dans E. 

I'on est en train de definir. F 

On definit alors sur E les operations + et ■ suivantes : 

V (/, g) e (£ f ) 2 , Vfl e F, (/ + g) (a) - f (a) + g (a) 

V/ e E f , V/t e KVa e F, (A- f) (a) = A- f (a) 

Alors [e f , +, j est un K-espace vectoriel. 

C’est en particulier le cas si E - K. 

Exemple 4 

(k n , +, , ensemble des suites a coefficients dans K indexees par N, est un K-espace 

vectoriel. 

En effet, si on choisit dans 1’ exemple 3 F — N et E - K, E 1 est alors 1’ ensemble des 
suites a coefficients dans K indexees par N. 

De fagon tout a fait analogue, si ./ designe une partie de N, (K y , +, -j, ensemble des 
suites a coefficients dans K indexees par J, est un K-espace vectoriel. 

Notation - Lorsque l’on a l’habitude de manipuler les espaces vectoriels, on ecrit indif- 
feremment : 

« (E, +, •) est un K-espace vectoriel » ou bien « E est un K-espace vectoriel ». 

En effet, les operations sont toujours l’addition de E et la multiplication d’un element de 
E par un scalaire. 

Souvent, on ne precise pas si K = R ou si K = C et on ecrit : « E est un espace vectoriel » 
au lieu de : « (E, +, •) est un K-espace vectoriel » lorsqu’il n’y a pas de confusion possible. 


6.2 Sous-espaces vectoriels 

Combinaison lineaire 

Definition - Combinaison lineaire 

Soit (£, +, •) un K -espace vectoriel, p entier nature l non mil , et lt \ , X 2 , • • • , lt p p vecteurs 
de E. On appelle combinaison lineaire des vecteurs x\,X 2 , ■ ■ ■ tout vecteur de E 
s’ecrivant sous la forme : 

p 

A\x\ + A 2 X2 + • • ■ + ApXp = ^ Afxi 

i = 1 

oil A\, A 2 , ■■ ■ , A p designent des scalaires. 

Sous-espaces vectoriels 

Definition - Soit ( E. +, •) un IS -espace vectoriel et F un sous-ensemble de E. 

On dit que F est un sous-espace vectoriel de (E, +, •) (note SEV dans la suite) si et 
seulement si F est non vide et stable par combinaison lineaire. 


6 . 2.1 


6 . 2.2 


137 


COURS & METHODES 


Espaces vectoriels 


C’est-d-dire F est non vide et toute combinaison lineaire de vecteurs de F est un vecteur 
de F. 


Theoreme - Soit (E, +, •) un K-espace vectoriel et F un sous-ensemble de E. 

F est un SEV de ( E , +, •) si et seulement si l’une des conditions suivantes (equivalentes) 
est verifiee : 

(FE0 

| V ,1?) e F 2 , V (d, /.<) e K 2 , Ait + p~v e F 
(FE0 

| V (it ,~vj € F 2 , Vd G K 2 , Alt +At G F 
' F + 0 

■ V j G F 2 ,Aa +~v g F (F stable pari’ addition) 

F7i g F, Vd G K, Am g F(F stable par la multiplication par un scalaire) 

On admet l’equivalence de ces enonces, facile a demontrer. 

Proposition - Soit ( E, +, •) un K-espace vectoriel. 

1. Si F est un SEV de (E, +, •), alors 0 e g F. 

2. Une intersection de SEV de E est un SEV de E. 

Demonstration 


1. 

2 . 


Soit F est un SEV de (E, +, •), F + 0, done on peut trouver dans F un vecteur x . 

^ ) 

F etant stable par la multiplication par un reel, 0 • x G F, soit O^gF. 

Nous allons montrer cette propriete pour une famille finie (Ft , Ft, .... F’ ; ,j de SEV de 
E, ou p 6 N*. 

— > — > p p 

D’apres 1., Vi G |l,p| , Og G F,- ; ceci signifie que 0 £ G H f 7 , ; done H E, V 0. 


/=! 


i=l 


P 

n Ft 

;=i 


et ia,p) G K 2 , alors F, etant un SEV de (E, +, •) est stable 


Soient tx,~y) 

par combinaison lineaire, done Vi G [[1, pj , ax + ffy e Fj. 
Ceci se traduit par : ax + 01j e P| F,. 

i=i 

p 

On a prouve que P| F, est stable par combinaisons lineaires. 


n Fj est done un SEV de E. 

i= 1 


Theoreme - Soit (E, +, •) un K-espace vectoriel et F un sous-ensemble non vide de E. 
F est un SEV de (E, +, •) si et seulement si (F, +, •) est un K-espace vectoriel. 


Demonstration 

F est inclus dans E, done les proprietes abcdefghdela definition d’un espace 
vectoriel, vraies dans E, le sont aussi dans F. 

Ainsi (F, +, •) est un K-espace vectoriel si et seulement si F est stable par + et • i.e. si et 
seulement si F est un SEV de ( E , +, •)• ■ 

Cette proposition est extremement utile pour montrer qu’un ensemble F est un espace 
vectoriel. 
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Methode 1 Montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel. 

1. On constate d’abord que F est inclus dans un « grand » espace vectoriel E connu (cf exemples 
fondamentaux d’espaces vectoriels). 

2. On prouve ensuite que F est un SEV de (E, +, •)■ 

De cette fafon, en classe preparatoire ECS, on n’a jamais a demontrer les proprietes a b c d e f 

g h de la definition d’un espace vectoriel. 


6 . 2.3 


© 


Exemples fondamentaux 


Exemple 1 

Sous-espaces triviaux. 

Si (E, +, •) est un K-espace vectoriel, alors E et 0 sont des SEV de E. 

Exemple 2 

Espaces de polynomes 

Pour n G N, (K„ [V] , +, •) est un K-espace vectoriel, ou K„ [V] designe l’ensemble 
des polynomes de degre inferieur ou egal a n. 

En particulier, Ko [V] designe l’ensemble des polynomes constants a coefficients 
dans K. 


Demonstration - K„ [X] c K [X], 


Notons 0 le polynome nul, a savoir 


x i — * 0 


. 0 a pour degre — oo, done 0 G K„ [X] et 


K„ [X] est non vide. 

Enfin, soient (P, Q ) G (K„ [X]) 2 et ( a,/3 ) G K, puisque P et Q sont de degres inferieurs ou 
egaux a n, on a : d° ( aP + y 3Q ) < max [d° ( aP ) , d° (J3Q)\ < n. 

Done {aP + (3Q) e K„ [X], 


Done K„ [X] est stable par combinaisons lineaires et e’est un SEV de (K [X] , +, •), done. 
(K„ [X] , + , •) est lui-meme un K-espace vectoriel. ■ 


Exemple 3 

Espaces de fonctions 

Soit I un intervalle de BL Rappelons les notations usuelles : 

C (I, R) designe P ensemble des applications continues de I dans R. 

D (I, R) designe 1’ ensemble des applications derivables de I dans R. 

£)”(/, R) designe 1’ ensemble des applications n fois derivables de I dans R, ou 

n e N*. 


Alors (C (/, R) , +, •), (2D" (I, R) , +, •) sont des R-espaces vectoriels. 

En procedant comme a l’exemple precedent, ces ensembles sont inclus dans F/, ensemble 
de toutes les applications de I dans R, qui est un espace vectoriel ; de plus, la continuite 
et la derivabilite se conservent par 1’ addition des applications et la multiplication d’une 
application par un reel. Autrement dit, ces ensembles sont stables par combinaisons li- 
neaires. De plus, ils contiennent la fonction nulle. Ceci assure que ce sont des SEV de 
(R 7 , +, •), done eux-memes des R-espaces vectoriels. 
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6.2.4 Exemples et contre-exemp lee 

Exemple 1 

Soit F = {(x, y, z) e C 3 \x + 2y + 3z — o}. Montrer queFest un C-espace vectoriel. 

Solution 

• Nous constatons d’abord que F c C 3 ; or (c 3 , +, ■) est un C-espace vectoriel. 
0+2x0+3x0=0: ceci prouve que (0, 0,0) e F et par consequent, F V 0. 

. Montrons que F est stable par combinaisons lineaires : 

V~m = ( x,y,z ) e F, VI? = (x',i/,z') e F, V(a,/3) eCxC 

. Par definition des operations dans C 3 , au + 0~v = (ax + fix’ , ay + Py' , az + Pz') 

Montrons que les coordonnees de a it + (j is verifient P equation de F : 

(ax + Px') + 2 (ay + Py' ) + 3 (az + Pz') = 
a(x + 2y + 3 z) +P (x + 2y + 3 z') = 0 (*) 

=o =o 

En efFet, u e F done x + 2y + 3z = 0 
De meme, v e F done x! + 2/ + 3zf — 0 
(*) montre que au + 0~v e F 

Conclusion F est un SEV de (C 3 , +, -j, done (F, +, •) est lui-meme un C-espace 
vectoriel. 

Exemple 2 

L’ ensemble A des suites arithmetiques a coefficients reels est-il un espace vectoriel ? 

Solution 

Rappelons d’abord qu’une suite reelle (u„) est arithmetique si et seulement si 
3 r e R /V« e N, u n +\ — u n + r. 

Remarque - Dans cette formulation, le symbole 3, place avant V, signifie que r est le 
meme pour tous les n entiers naturels. r est appele raison de la suite arithmetique (u n ). 
Ainsi, pour montrer qu’une suite est arithmetique, il suffit de trouver sa raison r, 
independante de n, e’est-a-dire dans laquelle la lettre n ne doit pas figurer. 

• La suite identiquement nulle est arithmetique de raison 0, done est element de A et 
A * 0. 

. Soient (u n ) et (v n ) deux suites arithmetiques et a,p deux reels ; 

(u„) etant arithmetique, a une raison r : 3 r e R /Vn e N, u n + 1 = u n + r 
De meme, (v„) etant arithmetique, a une raison r' : 

3/ e R /Vn G N, v n+ \ — v n + r' 

La suite (w„) = a (u n ) + p (v„) a pour terme general w„ = au„ + pv„. 

D’ou Vn G N, w n +\ - a (u n + r) + p ( v„ + F) — au n + pv„ + ar + p/ 

Ainsi, Vn G N, w n +\ — w„ + R en posant R = ar + p / 

R est constant par rapport a n, ceci prouve done que (w„) est une suite arithmetique, 
A est non vide et stable par combinaisons lineaires, done A est un SEV de (p H , +, -j 
Done (A, +, •) est lui-meme un R-espace vectoriel. 
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Methode 2 Montrer qu'un ensemble n'est pas un espace vectoriel. 

Pour montrer qu’un ensemble F n’est pas un espace vectoriel, il suffit de montrer que l’une des 
proprietes requises n’est pas verifiee, par exemple : 

1. Le vecteur nul n’est pas dans F. 

2. F n’est pas stable par l’addition : pour cela, il suffit de trouver x, y dans F tels que x + y i F. 

3. F n’est pas stable par la multiplication par un scalaire : pour cela, il suffit de trouver x dans F, A 
dans K tels que Ax £ F. 


Exemple 3 

L’ ensemble G des suites geometriques a coefficients reels est-il un espace vectoriel ? 

Solution 

Rappelons d’abord qu’une suite reelle (u n ) est geometrique si et seulement si 
3 q e R/Vn € N, u n+ 1 = qu n 

Montrer que G n’est pas stable par l’addition revient a exhiber deux suites geome- 
triques dont la somme n’est pas geometrique : 

nr / ir . 


Posons pour n e N, u„ 


et v n — 


; alors pour n impair, u n + v n — 0 et pour 


n pair, u„ + v„ =2x1- 


Ainsi, uq + vq - 2 ; u\ + v\ - 0 ; U 2 + V 2 - — ; on a done pour tout q reel, 

— = U 2 + V 2 + q X (u\ + Vi ) = 0 et la suite (u„ + v n ) n’est done pas geometrique. 
Ainsi 1’ addition n’est pas une operation interne dans G. Ceci prouve que G n’est pas 
un R-espace vectoriel. 

Exemple 4 

Soit I un intervalle de R. 

L’ ensemble P des applications a valeurs positives ou nulles de I dans R est-il un 
R-espace vectoriel ? 


Solution 
Soit / : 


I -> R 

X 1 


(-1)./ i P puisque(-l) ./ prend des valeurs strictement 


(-1) • / : ^ ^ . (-1)./ <£ P puisque(-l) ./ prend des val 

X I ^ 1 

negatives. Done P n’est pas stable par la multiplication par un reel. 
Done P n’est pas un R-espace vectoriel. 


Exemple 5 

Soit F = {/ e T> ( 

Solution 


e R, 2/ (.r) + 3/' (x) = 0). F est-il un R-espace vectoriel ? 


T c T> (R, R) et (D (R, R) , +, •) est un R-espace vectoriel 
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. Notons 0 1’ application nulle, a savoir 

0 e D (R, R) et Vx e R, 20 (x) + 30 (x) = 0 done 0 e F. Par consequent, F V 0. 
Soient /, gr dans F eta, fi dans R ; /, gr etant derivables sur R, af + fig Test egalement 
et (af + fig)' = af + fig' . 

Pour tout .reR, , r 

2 (af + fig)' (x) + 3 (af + fig) (x) = a 2 /' (x) + 3/ (x) + /? 2g' (x) + 3 g (x) =0 

=ocar/eF =ocaxgeF 

Ceci montre que af + fig € F . Ainsi F est stable par combinaisons lineaires. 

F est done un sous-espace vectoriel de D(R, R), done lui-meme un R-espace 
vectoriel. 

6.2.5 Espace engendre par une famille de vecteurs 

Theoreme et definition - Soit (E, +, •) un K-espace vectoriel, p e N*, et 
x\,---,x p pvecteurs de E. L’ ensemble des combinaisons lineaires des vecteurs 
x\, • ■ • , x p est un sous-espace vectoriel de E. 

On le note Vect(x *,X 2 , ■■■ , x^) et on l’appelle sous-espace engendre par la famille 
(xt, xt, • • • , 3EJ). Ceci signifie que : 

Vect (xt, X 2 , • • • , x^) = |/liXi + • • • + Apltp |(di, • • • , A P J e K p j 
Vect(x*i,X 2 , ■ ■ ■ ,? p ) = 1 2 d,-xv |(di, • • • ,A P ) e K p 

Demonstration 

Notons F = 1 2 AjXj |(di, ■ • • , A p ^j e K p 

Si on prend A\ = A 2 = ■ ■ ■ = A„ = 0, on obtient que ^ Afx, = 0 e ; done 0e e F et F V 0. 

;=1 

Soient |~x , x! j e F 2 et (a,fi) e K 2 : 

p -» /> 

3 (di, • • • , A p "j e K p fx = ^ Afx, et 3 (d, , • • • , d',) e KF/x' = £ d'xy. 

i= 1 *” 

P P P 

Alors ax + fix' = a ^ d/X/ + fi ^ djx^ = ^ (ad; + fiA'fifxj. 

i= 1 i— 1 i— 1 

Comme Vi e [[1, nj , a A, + fif e K, on peut affirmer que ax + fix’ e F. 

F est stable par combinaisons lineaires. 

On a done montre que F est un sous-espace vectoriel de E. m 

Methode 3 Montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel. 


R — > R 
x h 0 
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d’espaces vectoriels), peut etre ecrit comme le sous-espace engendre par une famille de vecteurs, 
e’est-a-dire : 
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F = Vect(x i , jco, • • • ,Xp\ ou3ci, • • • , x^ sont des vecteurs de E, en d’autres termes, si 
F est 1’ ensemble des combinaisons lineaires d’un nombre fini de vecteurs de E, alors 
F est un SEV de (E, +, •), et en particular Fest un espace vectoriel. 


Exemple 1 

K„ [X] = Vect(l,X,X 2 , ■ ■ ■ ,X n ) 

En effet, tout polynome de degre inferieur ou egal a n a coefficients dans K s’ecrit 
do - 1 +AiX+- ■ +A n X" ou do, • • • , A n sont des elements de K. 11 est done combinaison 
lineaire de 1 , X, X 2 , ■■ ■ ,X n . 

Nous retrouvons ainsi le fait que K„ [X] est un sous-espace vectoriel de K [X], et par 
consequent un K-espace vectoriel. 

Exemple 2 

Soit F = {(x, y, z) e K 3 |x + y + z = 0 J. Montrer que F est un R-espace vectoriel. 

Solution 

u = (x, y, z) e F <=> z = —x - y <=> u = (x, y, —x - y) 

~u e F <=> = x(l, 0, — 1) +y(0, 1, — 1) <r$~u = xa + yb 

~b 

On en deduit que F = Vect ^a, b j. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R 3 et par 
consequent un R-espace vectoriel. 


6.3 Families de vecteurs 


6.3.1 Famille generatrice 


Definition - Soient E un 'K-espace vectoriel, p e N* et x\, X2, • ■ ■ ,x p p vecteurs de E. 
On dit que la famille. (xj , X2, • • • , x^,) engendre E 
ou que la famille (xt,X2, • • • , x^) est generatrice de E 
si et seulement si E = Vect(x i,xi, • • • ,x^) 


p 

si et seulement si V"x e E, 3 (d] , A2, ■ ■ ■ A p ) G K p [x — ^ Afxi. 

/= 1 


Remarque - « La famille. (xi,xi, • • • , x^j engendre E » signifie que « E est le sous- 

espace engendre par la famille. (xj\ xt, • • • , x^j », au sens du paragraphe « Espace engen- 
dre par une famille de vecteurs ». 


Proposition - Toute famille contenant une famille generatrice est generatrice, e’est-d- 
dire que si on ajoute des vecteurs a line famille generatrice, elle reste generatrice. 
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Exemple 1 

Soit n, entier nature! non nul. Dans K", posons pour i e [fl , n]], 
ei — (0, • • • , 0, 1 . 0, • • • , 0), le 1 se trouvant en i me position. 

La famille Bq = (e\, H 2 , ■ ■ ■ , est generatrice de K". En effet, pour tout 

n 

(xi, ■ ■ ■ , x n ) e K", (xu ■ ■ ■ , x„) = ^ x/e,. 

i = 1 


Exemple 2 

Nous avons vu a l’exemple 1 du paragraphe « Espace engendre par une famille de 
vecteurs », que K„ [X] = Vect ( 1 , X, X 2 , • • • , X"). 

Ceci prouve que la famille (l,X, X 2 , ■ ■ ■ ,X"j engendre K„ [X]. 


Exemple 3 

Soit F le sous-espace de K 3 engendre par ( ) ou ~u — (1,1,2), 

~v = (3,0, 1),H; = (5,2,5). 

Determiner l’equation de F, c'est-a-dire a quelle condition sur x,y,z un vecteur 
(x, y, z) de R 3 est element de F. 

La famille (it est-elle generatrice de R 3 ? 

Solution 

(x,y,z) e F o 3 (a,/3,y) e K 3 /(.r,^,z) = or(l, 1,2) +j8(3,0, 1) +y(5,2,5) Ceci 
revient a dire que le systeme ( S ) ci-dessous possede au moins une solution : 
a+ 3/5+ 5y = x 
a +2y = y 
2 a +[3 +5y = z 



'13 5 

x ' 

Passons a l’ecriture sous forme de tableau 

1 0 2 

y 


,2 15 

Z , 


pivot : 


et utilisons la methode du 


Li 

Li 


L 2 -L l 
Li - 2L\ 


Li «- 3L 3 - 5L 2 


1 3 -5 
0 -3 -3 

0 -5 -5 

1 3 -5 
0 -3 -3 
0 0 0 


y-x 
z - 2x 

x 

y-x 

-x - 5y + 3z 


Le systeme (S ) est done equivalent a : 
a+ 3/5- 5y = x 
-3/5- 3y = y~x 


\ 


) 


( 0 = —x - 5 y + 3 z 

Si (S) a une solution, —x - 5y + 3z = 0. 

Reciproquement, si -x-5y + 3z = 0, alors les 2 pivots en bleu etant non nuls, on peut 
calculer a, [5 en fonction de y,x,y,z a l’aide des deux premieres equations. Le sys- 
teme ( S ) possede done au moins une solution (et meme une infinite qui s’expriment 
a 1’aide de l’inconnue y). 
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En conclusion, (S) a une solution si et seulement si —x - 5y + 3z — 0, c’est-a-dire 
x + 5y - 3z = 0. 

F a pour equation : x + 5y - 3z = 0. 

Mais le vecteur (1, 0, 0) e R 3 et il ne verifie pas cette equation ; en effet, 1+5x0- 

3 x 0 = 1 + 0, done F c K 3 . 

* 

La famille tu,~S ,~w\ n’engendre done pas R 3 . 

Exemple 4 

Soil E = {P e C 2 [X] \P(l-X) = P (X) }. 

Montrer que E est un C-espace vectoriel et en determiner une partie generatrice. 
Solution 

F6C 2 fflo3 (a, b, c) e C 2 /P (X) = aX 2 + bX + c. 

P e E <=> aX 2 + bX + c = a (x 2 - 2X + l) + b (1 - X) + c 
o a(-2X+ 1) + b{\ - 2X) = 0 
PeE <=> (-2X+ \ )(a + b) = 0 
-2X + 1 n’etant pas le polynome nul, 

P e £ » a + fe = 0 « fe = -a « P ® = a (l 2 - X) + c • 1 

E est done Fensemble des combinaisons lineaires de X 2 - X et 1, ce qui s’ecrit aussi : 
E = Vect(x 2 -X, l). 

D’apres la methode 3., E est un C-espace vectoriel et (x 2 -X, I j est une famille 
generatrice de E. 


Famille libre 

Definition - Soien E un K -espace vectoriel, p e IT* etxi, xZ, • • • ,x^p vecteurs de E 

On dit que la famille ••• ,x^j est libre ou que les vecteurs x t , 3c$, ■ • - ,~x P sont 

lineairement independants si et seulement si : 

V i , • • • , Ap ^ + A 2 X 2 + • • • + ApXp — 0 e — > Ai — A 2 — ■ ■ • — Ap — oj . 

Une famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite liee, ou on dit que ses vecteurs sont 

lineairement dependants. 

Autre formulation - Une famille est libre si et seulement si il n’existe pas de combinai- 
son lineaire nulle a coefficients non tous nuls des vecteurs de cette famille. 


Proposition - Une famille de vecteurs est liee si et seulement si Fun de ses vecteurs est 
combinaison lineaire des autres. 

En particulier, toute famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liee. 

Si la famille (vt , X 2 , ■ ■ ■ , x^ est liee et si ~x* p est combinaison lineaire des autres vecteurs, 
alors Vect (iff, xp, ■ ■ ■ , = Vect (x\,X 2 , ■ ■ ■ , 


Demonstration 

Rappelons d’abord que l’enonce A => B signifie [( non A ) ou B\. 
et que sa negation (i. e. son enonce contraire) est : [A et ( nonB )]. 
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En ecrivant la negation de l’enonce : « (it, x 2 , • • • , xjt) libre », on obtient que : 

(it, it, ■ ■ ■ , i)t) est liee si et seulement si : 

3 (di, d2, • • ■ dp) € KP/ (djit + A 2 X 2 + • • • + ApX^, — 0 e e t 3i e [[l.pj I A, V oj 

Supposons par exemple que A p + 0 (sinon, il suffit d’echanger x, et x p ) ; alors on peut 
ecrire : 

— (/tixl + A2X2 + • • • + A p -iXpJij . 

A p 

Reciproquement, si i^ = ariit + a^it + • • ■ + a p -\x p -\, alors : 

l-^-ai^-o^- — &p-\x p -\ = 0^ est une combinaison lineaire nulle deit,it, • • • , x^ 
a coefficients non tous nuls. 

On a bien montre que la famille est liee si et seulement si l’un des vecteurs est combinai- 
son lineaire des autres. ■ 


Cas particuliers : 

• p — 1 (it) est libre <=> it V Og. 

• p — 2 (it, it) est libre <=> it et it non colineaires. 


Exemple 1 

Reprenons pour n, entier naturel non nul. la famille (it) V;|| t ( de K", oil 
it = (0, ■ • • , 0, 1 , 0, • • • , 0), le 1 se trouvant en i hne position. Soit (di , • • • ,/l„)eK"; 

n 

y) d,it = 0 £ <=> (Ai,A 2 , ■ ■ ■ ,A n ) = (0,0, • • • ,0) <=> V; e [[1 , nj , A/ = 0. 

i=l 

Done la famille (it ) est libre. 

Exemple 2 

Considerons a nouveau la famille (l, X, X 2 , • • • , X") de K„ [X]. 

Soit (do, di, • • • , A n ) e K" +1 ; notons 0 le polynome nul, i.e. l’application nulle de K 

n n 

dans K. Supposons que ^ A,X l — 0, alors Vx e K, ^ d,x ! = 0 

i—0 i—0 

n 

L’application polynomial x i-» ^ d,x' est done identiquement nulle et tous ses 

i=0 

coefficients sont nuls : e’est-a-dire do = di = • • • = d„ = 0. 

La famille ( 1 , X, X 2 , ■■ ■ , X") est done libre. 
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Exemple 3 

Reprenons 1’ exemple 3 du paragraphe « Espace engendre par une famille de vec- 
teurs », ou if = (1,1,2),”? = (3, 0, 1) ,~w - (5, 2, 5) et voyons si la famille tu 
est libre. 

alt + /fv +yw = (0,0,0) o a( 1, l,2)+/3(3,0, 1) + y(5, 2, 5) = (0,0,0) 

(*) <=> (a + 3/3 + 5y, a + 2 y, 2 a + /3 + 5y) = (0, 0, 0) 

En reprenant la resolution du systeme dans l’exemple 3 de 6.3.1, 

( a+ 3 /3- 5y = 0 / _ 

(*)« -3/3- 3y = 0 « “ _ r «W,y) = y(8,l,-l) 

( 0 =0 7 

On en deduit en prenant par exemple y = 1 que 8 ”m +~v -~w = (0, 0, 0). 

La famille ( lt,~u,~w ) est liee. 

Commelu = 8”m +~v,F- Vect (it ,”?) et on a trouve une famille generatrice de F 
comportant moins de vecteurs. 


Proposition - (utile pour les families de polynomes) - Soit n e N* et (Pq, Pi,-- - , P„) 
une famille de K [X] constitute de polynomes tous non mils. 

Si d° (Pq) < d° (Pi) < ■ ■ ■ < d° (P„), la famille est dite echelonnee en degres, alors la 
famille (Pq, P\, ■ ■ ■ , P n ) est libre. 

En particulier, si Vi e [[0, «]] , d° (Pi) — i, la famille (Pq, P i, • • • , P„) est libre. 


Methode 4 Montrer qu'une famille est libre. 

Pour montrer que la famille (u\,U2, ■ ■ ■ , ii^j d’un K-espace vectoriel E, est libre, il s’agit de mon- 
trer que l’equation A\u[ + A 2 M 2 + • ■ • + A p u p - 0 e d’inconnues Ai,- ■■ ,A P n’a pour solution que 
Ai = ■ ■ ■ = A p = 0. 

Suivant le cadre dans lequel on se place, plusieurs approches sont possibles : 

1. Si E - K", en passant aux coordonnees, cela revient a montrer qu’un systeme de n equations a p 
inconnues a coefficients dans K n’a que la solution nulle. 

2. Si E - K n , on peut ecrire les egalites obtenues pour des rangs particuliers afin d’obtenir egalement 
un systeme d’inconnues A\, ■ ■ ■ , A p . 

3. Si E est un sous-espace de R 7 , ou I est un intervalle de R, ou un sous-espace de K[X], on peut 
envisager les approches suivantes pour obtenir des equations comportant Ai, ■ ■ ■ , A p , 

• Ecrire l’egalite pour des valeurs particulieres, 

. Prendre des limites, 

. Deriver lorsque cela est possible, 

. Le cas echeant, utiliser le fait que la famille, constituee de polynomes non nuls, est echelonnee, 

© 
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Base 

Definition - SoientE un K -espace vectoriel, p e N* etH \,X 2 , • ■ • ,~i? p p vecteurs de E 

La famille (xf,xi, • • • , x)t) est line base de E si et settlement si elle est d la fois libre et 
generatrice de E. 


Theoreme et definition - Soient E un K-espace vectoriel, n e N*. 

Une famille (et, et, ■ • ■'et,) de E est une base de E si et seulement si tout vecteur de E 

s’ecrit de fagon unique comme combinaison lineaire des vecteurs et, et, • • -e„ 

si et seulement si Vx € E, 3! (Ai, • • • , A„) e K n fx = diet + • • ■ + /l„ev 

(di , ■ ■ ■ , A„ ) est alors appele n-uplet des coordonnees de "x dans la base (et, et, • • • et). 


Exemple 1 

Nous avons vu que pour n, entier naturel non nul la famille (et) 
precedemment est libre et engendre K". 

C’est par consequent une base deK", appelee base canonique de 




de K" definie 


Remarque - On dit qu’elle est canonique, c’est-a-dire qu’il est naturel de choisir celle- 
ci, car les coordonnees d’un n-uplet (x\, ■ ■ ■ , x„ ) de K" dans cette base sont ses coeffi- 
cients, a savoir que {x\,- ■■ , x n ) — x{e\ + • • • + x„et. 


Exemple 2 

{(1,0), (0, 1)} est done une base de R 2 . 

Mais & = {(1,0) , (1, 1)} et S' = {(1,0) , (0, 2)} sont aussi des bases de R 2 . 
Montrons-le pour S : 

Soit (x, y ) e R 2 , (x, y ) = or (1, 0) + /?(1, 1) o (x, y) — (a + (3,/3) 




x = a + /3 j a — x - y 

y = P < ^{P = y 


Le systeme possede une solution unique, c’est-a-dire que tout vecteur de R 2 s’ecrit 
de fag on unique comme combinaison lineaire des deux vecteurs de S. Grace au theo- 
reme ci-dessus, S est une base de R 2 . 


On pourrait montrer que R 2 possede de nombreuses bases. A suivre dans le chapitre sur 
les espaces de dimension finie dans lesquels nous aurons des theoremes plus performants 
pour etablir qu’une famille est une base. 

Exemple 3 

Nous avons vu que la famille (l, X, X 2 , • • • , A") est une famille a la fois libre et ge- 
neratrice de K„ [A] . 

C’est done une base de K„ [A], appelee base canonique de K„ [A], 


Exemple 4 

Dans F exemple 3 de 2.3.2, nous avons vu que F — Vecttu ,~v ) oult =(1,1,2),”? = 
(3, 0, 1). La famille tu,~v) engendre done F. 
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Les coordonnees de it et v n’etant pas proportionnelles, ces deux vecteurs ne sont 
pas colineaires et la famille (it ,~c ) est libre. C’est done une base de F. 

Par contre, la famille hf,~v,li^ qui engendre F, mais est liee, n’est pas une base 
de F 


6.4 Somme de sous-espaces vectoriels 

6.4.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels 

Definition - Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 
La somme des deux sous-espaces F et G est l’ ensemble 
On le note F + G. 

Theoreme - Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 
Alors F + G est un sous-espace vectoriel de E. 

Demonstration 

Montrons que F + G - j~x + ~y |("x ,~y^j e F x G j est un sous-espace vectoriel de E. 

Oe e F et 0^ e G done 0^ + 0^ = 0e e F + G, done F + G + 0. 

Soient ~u,~v dans F + G, a, ft dans K, 3(~x,l/) e F x Gfu =~x + ~y 

et 3 (x' , y'^j e F x Gfv = x* + 1 f . 

alt + 0~v = a((x + ~y^j + + ?/ j = + flx'^j + ( 'cry + /h/j 

eF eG 

Ceci prouve que au + flit e F + G. Ainsi F + G est un sous-espace vectoriel de E. m 

Remarque - Si la somme de deux SEV de E est un SEV de E, en revanche, la reunion 
de deux SEV de E n’est pas toujours un SEV de E. 

Prenons par exemple les SEV suivants de R 2 : 

F = Vect( 1,0) et G — Vect( 0, 1); alors (1,0) e F U G et (0, 1) e FUG, mais 
(1,0) + (0, 1) = (1, 1) i F U G. F U G n’est done pas stable par combinaison lineaire, et 
n’est pas un SEV de K 2 . 

6.4.2 Somme directe de deux sous-espaces vectoriels 

Definition - Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

On dit que la somme des deux sous-espaces vectoriels F et G est directe si et seulement 
si'FxeF + G 3 \((y,~z^€FxGfx=~y+~z. 

On la note alors F(&G au lieu de F+G pour indiquer que la somme des deux sous-espaces 
© est directe. 
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6 . 4.3 


Dans le cas general, ce sup- 
plementaire n'est pas unique; 
c'est pourquoi on dira que 
F est un supplemental de 
G dans E, ou que G est un 
supplemental de F dans £ 
lorsque £ = f ® G. 


Theoreme - La somme de deux sous-espaces F et G de E est directe si et seulement si 
FnG = {(£}. 

Demonstration 

Condition necessaire : 

Si la somme de deux sous-espaces F et G est directe, alors par definition de F © G, 
VI: e F + G 3! (^>~?) 6 F X Gfx = ~y +~z . 

Soit x G F n G ; on peut ecrire : x = x + 0/.; = Of + x . 

eF eG eF gG 

Vu l’unicite de la decomposition de x en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de 

G, ("x,0 e) = (0e,^x), done ~x = 0 e- 

On a ainsi montre que : 'fx e F Ci G, 1c — 0^ ; done F n G c jOfij- 
L’inclusion reciproque est vraie, done F n G 
Condition suffisante : 


(OeJ. 


Si Ton a : F n G = P ar definition de F + G : 

V~x € F + G 3(jj,~z^eFx Gfx = ~y + 
II reste a prouver l’unicite de cette decomposition. 

Supposons qu’il existe une autre decomposition de x : 3 


z ■ 


^y', z' e F x Gfx = y' + z' 


On a alors : y + z = if + z! ; d’ou y - y' = z ~ z ■ Ce vecteur est done element de 

eF eG 

F n G = {(£ } ; 

d’oul/ - y' - 0 e et z! - z = Of, e’est-a-dire que 


(y<~z) = 


Ceci montre l’unicite de la decomposition de x en la somme d’un vecteur de F et d’un 
vecteur de G. On a bien montre que F et G sont en somme directe. ■ 

I Exemple 

Si ( ~u,~u ) est une famille libre, alors Vect^u^j et Vect^v^j sont en somme directe. 


Sous-espaces vectoriels supplementaires 

Theoreme et definition - Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces 
vectoriels de E. On a equivalence entre les enonces suivants : 

1. E = F ®G 

2. V"x e E 3! y ,~z ) efx Gfx - ~y +~z. 

3. Tout vecteur de E s’ecrit de fagon unique comme somme d’un vecteur de F et d’un 
vecteur de G. 

4. E = F + G et F O G = {0 £ }. 

On dit alors que F et G sont des sous-espaces supplementaires de E. 
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Exemple 1 

Si E un K-espace vectoriel, jo^j et E sont supplementaires dans E. 

Exemple 2 

Vect{ 1,X) et Vect (x 2 ,X 3 ) sont supplementaires dans K 3 [X], mais pas dans K 4 [X]. 
En effet, soit P e K 3 [X], 3 (a, b,c,d) e K 4 /P - a + bX + cX 2 + dX 3 
Done P = a + bX + cX 2 + dX 3 

eVecKVO <=Vecr(x 2 ,X 3 ) 

Ceci montre que K 3 [X] c Vect( 1,X) + Vect(x 2 ,X 3 y 
L’ inclusion inverse etant evidente, K 3 [X] = Vect (l, X) + Vect(x 2 , X 3 ). 

Soit P e Vect (1, X) n Vect (x 2 , X 3 ) 3 (a, b , c, d ) e K 4 /P = a + bX = cX 2 + dX 3 d’ou 
a + bX - cX 2 - dX 3 = 0 (polynome nul). 

(l, X, X 2 , X 3 ) etant une famille libre, a = b = c = d- 0 done P - 0 (polynome nul) 
Vect( 1,X) n Vect(x 2 ,X 3 j c {0) . L’inclusion inverse etant vraie, on a bien : 

Vect(l,X)n Vect(x 2 ,X 3 ) = {0). 

La somme des deux sous-espaces est done directe. 

D’ou K 3 [X] = Vect{l,X)®Vect[x 2 ,X 3 ). 

K 3 [X] = Vect (1, X) © Vect (X 2 ,X 3 ) c K 4 [X] , car, par exemple X 4 i. K 3 [X]. 

Vect (1,X) et Vect(x 2 ,X 3 ) ne sont done pas supplementaires dans K 4 [X], 

Exemple 3 

Soit P P ensemble des applications paires de R dans R et 1 1’ensemble des applications 
impaires de R dans R. Montrer que P et I sont supplementaires dans R r , espace de 
toutes les applications de R dans R. 

Solution 

• P et I sont inclus dans R r , qui est un R-espace vectoriel. 

0, application nulle sur R, est a la fois paire et impaire, done P et I ne sont pas 
vides. 

Soient / et g dans P [resp.I] et a, ft dans R ; pour tout x reel, 

(af + pg) (-X) = af (-x) + Pg (-x) = af (x) + Pg (. x ) = ( af + Pg) (x) 

[resp -af (x) - Pg (x) = - ( af (x) + Pg (x)) = -(af + Pg) (*)] • 

Done af + Pg est paire [resp. impaire] et P [resp. I] est stable par combinaison 
lineaire. 

Nous avons prouve que P et I sont des sous-espaces vectoriels de R r . 

. Montrons maintenant que Pet I sont supplementaires dans R B; . Procedons par 
analyse-synthese (voir chapitre 1 page 37) 

Soit /, application de R dans R, qu’on fixe le temps de la demonstration. 
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Unicite : Supposons que / = i + p avec i impaire [resp.p paire], On a alors : 

( f (x) = p (x) + i (x) P (x) - - if (x) + / (-x)) 

VieR -i d’ou • | 

l / (-*) = P W - ' W i (x) = -(f(x)-f (-x)) 

Ceci montre que si Ton connait /, les expressions des applications i et p, si elles 
existent, sont uniques. 

P (x) = ^ (/ (x) + / (— x)) 

Existence : Posons pour tout x reel, • r 

i(x) = - (fix) - f(-x)) 

Pour tom x reel, on a alor s : p (-,) = \ (f <-x> + / W) = p W e. 

i (-^) = \ (f(-x) ~f{x)) = -i (x). 

Ceci prouve que p est paire et i impaire. 

De plus, pour tout x reel, on a alors : 

p (x) + i (x) = i (/ (^) + / (-x)j + \(f (x) - f i-x)) = f (x) Done f = p + i. 

D’ou l’existence du couple (p, i). 

Conclusion : Nous avons bien etabli l’existence et 1’unicite de la decomposition de 
/, application de R dans R en la somme d’une application paire et d’une application 
impaire. Done P et I sont supplementaires dans P F . 
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Synthese 

5 avoirs 


• Regies de calcul dans un espace vectoriel. 

. Espaces vectoriels classiques. 

Savoir-faire 

. Reconnaitre si un ensemble est ou pas un espace vec- 
toriel. 

. Savoir montrer qu’un ensemble est un espace vecto- 
riel. 

. Savoir montrer qu’une famille de vecteurs est libre. 

. Savoir trouver une famille generatrice d’un sous- 
espace vectoriel et en deduire une base. 

. Savoir montrer que deux SEV sont supplementaires, 
en appliquant l’une des CNS. 

Mots-cles 

. Espace vectoriel, sous-espace vectoriel, combinaison 
lineaire. 

. Famille libre, famille generatrice, base. 

. Somme de deux sous-espaces, somme directe de 
deux sous-espaces, supplementaire. 
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Tests de connaissances 


6.1 0 est-il un espace vectoriel ? 

6.2 A = {(jc, jc 2 ) |.n: 6 r} est-il un sous-espace vectoriel de 

R 2 ? 

6.3 L’ ensemble des polynomes de degre 12 a coefficients 
reels est-il un espace vectoriel ? 

6.4 B = {(x, y) 6 R 2 \x + 2y + 1 = 0 [ est-il un sous-espace 
vectoriel de R 2 ? 

6.5 L’ ensemble des applications de R dans R ayant une li- 
mite finie en +oo est-il un R-espace vectoriel ? 

6.6 1) La famille {(1, 2) , (0, 3)) de R 2 est-elle libre ? 

2) La famille {(1. 7. 2) , (4, 1, 5) , (0, 0, 0)) de R 3 est-elle 
libre ? 


6.7 Une famille de 4 vecteurs, deux a deux non colineaires, 
est-elle libre. 

6.8 Si la famille ^u,~u,~w{ engendre l'espace vectoriel E, 
que peut-on dire de la famille ( ~u,~v,~w,~u +1? —~w} ? 

6.9 Trouver une famille generatrice de 

C = {(a + 2b, 2 a - b, 3b) |(a, b) 6 R 2 }. 

Est-ce une base de C ? 

6.10 Que peut-on dire de la famille ^u,~v ,~w^ si 
3 ~u - 1 1 + 5~w = 0 ? 

6.11 Determiner une base de Vect (A 2 , A 4 ). 

6.12 SiTf 6 Vecti^u ,~v ,~w^, que peut-on dire de 
Vect (7a ,~u,~v ,~w) ? 


Exercicee d’application 


■ Determiner si un ensemble est un espace vectoriel 

6.13 

Determiner si les sous-ensembles suivants sont des sous- 
espaces vectoriels de R 3 : 

1) M = {(x, y, z) 6 R 3 |x 2 - if + z 2 = 0 } 

2) S = {(2a + b, 3b, a) |(a, b) € R 2 } 

6.14 

Parmi les sous-ensembles suivants de 1’ ensemble R N des 
suites reelles indexees par N, determiner ceux qui sont des 
sous-espaces vectoriels de (r n , +, •). 

1) L ensemble C des suites convergentes ; 

2) Lensemble D des suites decroissantes ; 

3) a, b, c sont des reels fixes, l’ensemble 

E = {(u„)\3n 6 R, au n+ 2 + bu„ + 1 + cu n = 0) 

6.15 

Determiner si les sous-ensembles suivants sont des sous- 
espaces vectoriels de R® : 

1) L ensemble 3\. des applications telles que : 

Vxs R, [/(X )] 2 = 2/ (x). 

2) L ensemble N des applications negatives sur [a ;b], seg- 
ment fixe de R ; 

3) 1’ ensemble M des applications monotones sur R ; 


4) P ensemble B des applications bornees sur R ; 

5) si a et b sont des reels fixes, L ensemble £ des applications 
2 fois derivables sur R telles que 

Vx 6 R, af" (x) + bf (x) + cf (x) = 0 

6.16 Determiner si une famille est generatrice 
A quelle condition sur m reel les vecteurs 

1? = (1,2, 3m), ~v = (1,-2, 1 ),~w = (in, 1, 0) forment-ils une 
partie generatrice de R 3 ? 

■ Determiner si une famille est libre 

6.17 

Les families suivantes de R 3 sont-elles libres ? Lorsque la 
famille est liee, trouver une relation de dependance lineaire 
entre ses vecteurs. 

T = ((5,2, 3), (4, 1,3), (7, -8, 15)) 

£ = (( 0 , 0 , 2 ), ( 1 , 0 , 3 ), ( 0 , 1 , 4 )) 

6.18 

Les families suivantes de R [A] sont-elles libres ? 

<H = (2X 2 + X+ LA 2 + 3X+ LA 2 + X- l) 

I „ = ((A - a) k (b - A)"~ a ) ou n e W, a, b sont des reels 

\ / 0 <k<n 

distincts fixes. 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Espaces vectoriels 


TESTS & EXERCICES 




6.19 

6.23 

Les families suivantes d" applications sont-elles libres ? On 

Determiner une base des sous-espaces vectoriels de R 3 : 

precisera sur quel intervalle commun les applications de 

£ = {(x, ^,z, f) 6 R 4 12^- - 3i/ = 0 et 2^ + z = o) 

chaque famille sont definies. 

et F = {(.t, y, z , t ) 6 R 4 |2.y + y = 0 J 

Ft = (/, g, h) oil / : x In x, g : x i-> xlnx, h : x>-> x 2 In x. 

Merne question pour le sous-espace vectoriel de R 4 : 

•H = (/> 9> h) ou / : x i-» e*, g : x i-» x + 1, h : x i-» L-rJ- 

G = {(x, y, z, t) 6 R 4 \—x + y — z + t = 0 et x + y — 3z + t = 0 } 

'K„ = (cos (kx )) 0 <*<„ ou n 6 N. 

_ 

6.24 

X,, = (A* 1 , xf 2 , ■ ■■ ,/‘)oun 6N* et («i, « 2 . • • • , a„) est une 

Determiner une base de j P e R 3 [X] | P ( 1) = 0). 

suite strictement croissante de reels. 

■ Sommes et supplementaires 

6.20 Determiner l’equation d’un sous-espace de IP 4 

m 

Trouver un systeme d'equations lineaires du sous-espace vec- 

6.25 

toriel J de R 4 engendre par les vecteurs : 

Dans R 3 , on note : 

(1,0,2, 1), (0,3, -1,2), (3, -3, 7,1). 

E = j(x, y, z) € R 3 \x + y + z = 0 } 
et F = Vect (1, 1,0). 

Ces vecteurs forment-ils une base de J ? 

Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels supple- 

■ Determiner une base d’un espace vectoriel 

mentaires de R 3 . 

- 

6.26 

6.21 

Dans R r , on note A l’ensemble des fonctions affines et B 

Montrer que : 

l’ensemble des fonctions / telles que /( 0) = / ( 1) = 0. 

E = {(x, y, z, t) G R 4 \x + 2y + 3z - t = 0 } est un R-espace 

Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de R R , 

vectoriel et en determiner une base. 

puis qu'ils sont supplementaires dans R r . 

6.22 

■ Bases et coordonnees 

Dans R 4 , on considere les vecteurs : 

- - 

~u =(1,3, -3,1), ~v = (1,4, -1,2), = (2,9, 0,5) 

6.27 

et t, = (1,6, 2, -2), Tit = (2, 8, -1,-6), 

Soient a , b, c trois elements de K deux a deux distincts. On 
definit : 

w\ = (1,3, -1,-5). 

P 0 = l, Pi = X - a, P 2 = (X- a) (X - b) . 

On pose F = Vect^u 

1 ) Montrer que (Po, Pi, P 2 ) est une base de K 2 [A], 

et Fi = V ecr (T7t , Ui , riJi ) . 

2 ) Soit P 6 K 2 [A] ; determiner les coordonnees de P dans la 

Determiner des bases de F, F\ , F n Fi . 

base (Po, Pi , P 2 ) en fonction de P (a) , P (b) , P (c). 


Exercice d’approfondissement 


6.28 

Soient a e K et pour k 6 HO, Pk - (A - a) k . 

1) Montrer que (P 0 , Pi, • • • , P„) est libre. 

2 ) En raisonnant par recurrence, montrer que (P 0 , Pi , • • • , P„) 
est une base de K„ [A], 

3) Soit P = 2 A k (A - d) k . Calculer P <j > (A). 

k=0 

4) Soit P 6 K,, [A] ; deduire de la question precedente les 
coordonnees de P dans la base (Po, Pi, - ,P„). 
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Un espace vectoriel contenant toujours le vecteur 
nul, ne peut pas etre vide. 0 n'est done pas un espace vectoriel. 



Distinguer 0, qui est I'ensemble vide, et sous-espace 
d'un espace vectoriel E reduit au vecteur nul. 


(1, 1) 6 A, mais - (1, 1) = (-1,-1) £ A car -1 
n’est pas le carre d’un nombre reel. 


A n’est done pas stable par la multiplication externe ; done A 
n’est pas un sous-espace vectoriel de R 2 . 


Remarque - Pour montrer le contraire (ou la negation ) d’un 
enonce commengant par V (ce qui est le cas pour « stable par 
combinaison lineaire »), il suffit d’exhiber un contrexemple. 

En particulier, pour montrer qu’un ensemble E n’est pas un 
espace vectoriel (ou sous-espace vectoriel), il suffit de trouver 
x 6 E tel que (—x) £ E. 



Le polynome nul etant de degre — oo n’appartient 
ensemble des polynomes de degre 12, qui n’est done 


pas un espace vectoriel. 


(0, 0) £ B, done B n’est pas un espace vectoriel, 
done pas un sous-espace vectoriel de R 2 . 


Notons L I’ensemble des applications de R dans ] 
ayant une limite finie en +oo. 


L cl 


■ et 


(r r , +, •) est un R-espace vectoriel. 


L’ application nulle ayant pour limite 0 en +oo est element de L, 
done L n’est pas vide. 


Soient f,g dans L et a, ft deux reels; on a : lim f = { et 

+oo 

lim g = C avec € , £' reels. 

+oo 

D’apres les theoremes d’operations sur les limites, 
lim (a-/ + ficj) = at + fit " , qui est un reel. 

+oo 

af + fig possede done une limite finie en +oo, done est element 
de L. Ainsi L est stable par combinaison lineaire, done L est un 
sous-espace vectoriel de R® ; done L est lui-meme un R-espace 
vectoriel. 


1) Les coordonnees des deux vecteurs n’etant pas proportion- 
nelles, ils ne sont pas colineaires, done foment une famille 
fibre. 

2) La famille, contenant le vecteur nul, est liee. 

Non, car l’enonce : 

« vecteurs non colineaires => famille fibre » n’est valable que 
pour les families de deux vecteurs. 

La famille engendre encore E car e’est une surfa- 
mille d’une famille generatrice. 
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Le quatrieme vecteur etant combinaison lineaire des 3 pre- 
miers, elle est liee. 


6.9 


l(6C»3(fl,i)6 R 2 fu = (a + 2b, 2 a — b, 3b) 

~u 6 C « 3(a,b) e R 2 /7? = a(l,2,0) + b(2, -1,3) . 

Ceci prouve que : C = Vect ((1, 2, 0) , (2, — 1, 3)), e’est-a-dire 
que ((1,2, 0) , (2, -1, 3)) est une famille generatrice de C. 

De plus, les deux vecteurs de la famille ne sont pas colineaires, 
done foment une famille fibre. La famille ((1,2, 0) , (2, -1, 3)) 
est done une base de C. 



Elle est liee. 


X 2 et A 4 , foment une famille generatrice par 
construction, et une famille fibre car ce sont deux polynomes 
non nuls de degres differents, done (x 2 ,X 4 ^j est une base de 

Vect(x 2 ,X 4 ). 


6.12 




6.13 


V ect ,~v ,~w) = Vect[ 


a , u , v , w 


)• 


1) (1,1,0) 6 JK et (0,1,1) 6 3K, mais (1,1,0) + (0,1,1) = 
(1, 2, 1) £ JA : en effet, l 2 - 2 2 + l 2 = -2 ± 0. 


Done JK n’est pas stable par combinaison lineaire (la somme 
etant une combinaison lineaire particuliere),. 

Ceci montre que JK n’est pas un sous-espace vectoriel de R 3 : 

2) B = Vect ((2, 0, 1) , (1, 3, 0)), done B, sous-espace engendre 
par une famille de vecteurs de R 3 , est un sous-espace vectoriel 
de R 3 . 


6.14 


1) C est I’ensemble des suites a valeurs dans R ayant une limite 
finie. 

Or une suite indexee par N est une fonction de N dans R. La 
demarche effectuee dans le test 5 convient aussi. Done C est un 
sous-espace vectoriel de R N . 

2) Prenons par exemple, pour n 6 N, u„ = —n. ( u„ ) est de- 

croissante, done ( u „ ) e D. Cependant, (-;<„) = (n) n’est pas 
une suite decroissante, puisque u 0 = 0 < = 1. D n’est done 

pas stable par combinaison lineaire, done D n’est pas un sous- 
espace vectoriel de R N . 

Remarque - Une suite peut etre a la fois croissante 
et decroissante, lorsqu’elle est constante. La negation (ou 
contraire) de (u„) decroissante n’est pas ( v „ ) croissante, mais : 
3 n € N/v„ < v n+i . 

3) E c R N et (r n , +, •) est un R-espace vectoriel. 
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La suite nulle verifie 1' equation de E, done est element de E, 
done E n’est pas vide. 

Soient (u n ) , (v„) dans E et a, (3 deux reels ; par definition de E, 
on a pour tout n 6 N : 

(Li) au n+ 2 + bu„+ 1 + cu n = 0 

(L 2 ) av„+ 2 + bv n+l +cv n =0 

a{Li)+P(Lf)-. 


Par consequent, B est stable par combinaison lineaire ; done B 

. R 

est un sous-espace vectoriel de R . 

5) £ c R* et (r r , +, est un R-espace vectoriel. 

L’ application nulle verifie 1" equation de £, done £ V 0. 

Soient /, g dans £ et a, (3 deux reels ; on a : 

Pour tout x reel, on a : 

(Li) af’ (x) + bf (x) + cf (x) = 0 


a (au„+ 2 + 1 3v„ +2 ) + b (au n+ 1 + pv n+ 1 ) + c ( au„ + pv n ) = 0 

En posant Vn 6 N, u>„ = au n +{3v„, ceci prouve que la suite (u>„) 
est element de E. 

Ainsi E est stable par combinaison lineaire, done E est un sous- 
espace vectoriel de R N . 


6.15 


1) Posons :Vi6R , / (x) = 2. On a bien : 

Vx 6 R, [/ (.v)] 2 = 4 = 2/ (x) ; done / e 33. 

Mais Vx 6 R, (-/)(x) = -2; done Vx 6 R, [(-/)(x)] 2 = 4 t 
-4 = 2 (-/) (x) ; done -/ g 33. 

On a montre que 33 n’est pas stable par combinaison lineaire, 
par consequent, 33 n’est pas un sous-espace vectoriel de R . 

2) Posons : Vx 6 [a, b ] , / (x) = - 1 . Alors 

Vx 6 [a, b ] , (-/) (x) = 1 > 0. Ainsi, / 6 N et -/ i N. On 
a montre que N n'est pas stable par combinaison lineaire, par 
consequent, N n’est pas un sous-espace vectoriel de R . 


( L 2 ) ag ” (x) + bg' (x) + eg (x) = 0 
D’ou (o-Li + f3L±) : 

a [af" (x) +(3g" ( x)\+b [af ( x)+/3g ' (x)]+c [af ( x)+/3g (x)] = 0. 

Ceci prouve que af +/3g est element de £, done £ est stable par 
combinaison lineaire et £ est un sous-espace vectoriel de R . 


6.16 


(it, engendre R 3 si et seulement si 


V (a, i,c)6R,3 (x, y, z) e R 3 / ( a , b, c) = xu + yv + zw 
En passant aux coordonnees, (a, b, c) = xu + yv + zw corres- 
pond au systeme (S ) de tableau 


Z>2 * — Lj2 — 2Z>i 
Z>3 4 — Z/3 — 3 YYlLi\ 


1 1 
0-4 1 

0 1 — 3m - 


( 1 

1 m 

a ' 

2 ■ 

-2 1 

b 

„ 3m 

1 0 

c y 

m 

1 « 

1 

- 2m 

b - 2 a 

3 m 2 

c - 3ma , 


Z /3 < — 4L 3 + ( 1 — 3m) Z ^2 


3) Posons : Vx 6 R, / (x) = x 3 et g (x) = -3x. 

/ est strictement croissante sur R et g est strictement decrois- 
sante sur R, Ainsi / et g sont elements de AL 

Mais Vx 6 R, (/ + g) (x) = x 3 - 3x. 

/ + g est derivable sur R et Vx 6 R, (/ + gf (x) = 3x 2 - 3 = 
3 (x 2 - l) 

/ + g est strictement decroissante sur [—1,1] et strictement 
croissante sur [1, +oo[, done f + g n’est pas monotone sur R. 

A1 n’est pas stable par combinaison lineaire, par consequent, 
M n’est pas un sous-espace vectoriel de R . 

4) S c R* et (r*, +, •) est un R-espace vectoriel. 

L’ application nulle est bornee, done B V 0. 

Soient /, g dans B et a,f3 deux reels ; / et g etant bornees, on 

a : 3M s R /Vx 6 R, \f (x)| < M 

et de merne, 3 M' 6 R /Vx 6 R, \g (xj| < M'. 

Alors 

Vx € R, | (af + pg) (x)| = | af (x) + Pg (x)| 

<N \f(x)\ + \p\\g{x)\<\a\M + \p\M' 

Ceci montre que af + Pg est bornee sur R, e’est-a-dire que 
af + pg est element de B. 


'll m 

a 

0-4 1 - 2m 

b -2a 

, 0 0 —6m 2 - 5m + 1 

-2(1+ 3m) a + (1 - 3m) b + 4c , 


Le systeme a une unique solution si et seulement si les pivots 
indiques en bleu ne s’annulent pas, c"est-a-dire si -6m 2 - 5m + 


1 * 0 . 


-6m 2 - 5m + 1 = -6 (m + 1) 
vante : 



. D’ou la discussion sui- 


Premier cas : m ( 



1 

6 


Alors (5) possede une solution (unique) et ( ) en- 
gendre R 3 . 


Deuxieme cas :/// = - 1. 


1 x +y —z = a 
—4 y +3z = b + 2a 
0 = 4 (3 a + b + c) 


^u,~v,~w^ engendre R 3 si et seulement si (S') possede une so- 
lution pour tout ( a,b,c ) 6 R 3 . Or si ( a,b,c ) = (1,0,0), la 
troisieme equation est fausse, et le systeme n’a pas de solution. 
Done (l? n’engendre pas R 3 


157 



CORRIGES 


Espaces vectoriels 


Troisieme cas : m = - . 

6 


(S)« 


* +i/ 


+ -z = a 
o 


.2 ci 

-Ait +—z = b 

J 3 3 

„ ~ 5Cl b A 

6 2 


Comme dans le deuxieme cas, la troisieme equation est fausse 
lorsque (a, b, c) = (1,0, 0). Done (7?,7? ,7o) n'engendre pas R 3 


Conclusion : (7?,7?,7/j) engendre R 3 si et seulement si m i 



1) Notons 1? = (5,2,3 ), 7? = (4, 1, 3), To = (7, -8, 15) ; soient 
a,/3, y reels, 

(*) all + /Tv + yw = (0, 0, 0) 

« a (5, 2, 3) + p (4, 1, 3) + y (7, -8, 15) = (0, 0, 0) 

(*) <t=> (5a + A/3 + ly, 2 a + /3 - 87, 3a + 3/3 + 15y) = (0, 0, 0) 


2) En procedant de merne, et en notant 7? = (0,0,2), 

7? = (1,0, 3), 7c = (0,1,4), a7? + /3v + yw = (0, 0, 0) cor- 

[ P =0 

respond au systeme < 7 = 0 equivalent a a = [3 = 

( 2 a +3/3 +Ay = 0 


7 = 0. 


On a montre que : 

a~u + ffv + yw = (0, 0, 0) => a = /3 = 7 = 0 
La famille Q est done libre. 


6.16 


1) Soient a, f3, 7 reels, notons 6 le polynome identiquement nul. 
a (2X 2 + X + l) +p[x 2 + 3X + l) + y[x 2 + X - l) = 0 

<» (2 a+/3 + y)X 2 + (a + 3f3 + y)X + (a + /3 - 7) • 1 = 0 
La famille (x 2 ,Xl) etant libre, ceci implique que 
( 2a +/3 +7 = 0 
< a +3/3 +7 = 0 
[ cr +/3 -I7 = 0 

En prenant le pivot indique, on obtient : 


t 5a +A/3 +ly = 0 
(*) <t=> < 2a- +/3 -87 = 0 
| 3a +3f3 +15y = 0 


I 3 a +2/3 = 0 

| 2a +A/3 = 0 

[ a +/3 -7 = 0 


Passons a l’ecriture sous forme de tableau 


'5 4 7' 

2 1-8 ; du fait 

,3 3 15 , 

que le systeme est homogene (second membre nul), il n’est pas 
necessaire d’ecrire le second membre. Utilisons la methode du 
pivot : 


bl 

3 


' 115 ' 
2 1 -8 
,5 4 7 . 


Li * — L9 — 2L/[ 
L3 < — L3 — 5 Li 


115 ' 
0 -1 -18 
,0 -1 -18, 


L 3 <— l 3 - l 2 


(\ 1 5 

0 -1 -18 

,0 0 0 , 


Revenons au systeme : 


( a +/3 +5y = 0 
(*)<^J -^-187 = 0 

( 0 = 0 


«{^ = 1 3j 7 <=>(ff,y8,r) = 7(13,-18,1). 

(*) <=> 7(131? - 187? +7o) = (0,0,0). 

En prenant 7 = 1, on obtient que 137? - 187? + 7c = 
(0, 0, 0) ; ceci constitue une relation de dependance lineaire 
entre7?,7?,7c et montre que la famille T = (7?,7?,7i?) est liee. 


L t <- L 
Li +- 


L 2 



2 


(2a =0 

| a +2/3 =0 

(a +/3 -7 = 0 


d'oil a = /3 = 7 = 0. 


On conclut que la famille ‘7/ est libre. 


2) Prouvons cette propriete par recurrence sur n 6 N*, en utili- 
sant la methode des valeurs particulieres. 


Pour n = 1, 1 1 = (b - X,X - a); a,b etant des reels distincts, 
b - X et X - a ne sont pas proportionnels, done forment une 
famille libre. 


Supposons que 1 est libre ; soient /lo, • • • ,A„ reels tels que 
d 0 (b - X) n + Ai (X - a) ( b - X) n ~ l + ■■■ 

+d„_! (X - a)" -1 (b - X) + A n (X - a)" = 0 (•) 

Si on remplace X par b, ceci donne : d„ (b - a)" = 0 ; comme 
a t b, ceci entraine que : d„ = 0. 

(•) devient alors : 

d 0 (b - X)"+Ai ( X-a ) (b-Xf- l +- • • + d„_! (X-a)"” 1 (b - X) = 0 
b - X n’ etant pas le polynome nul, 

do (b - xr l + d! (X - a) ( b - Xf- 2 + ■■■ 

; ~t _ d /I _ 1 (X — a) ,i_1 = 0 

On reconnait une combinaison lineaire de la famille J„_i, qui 
est libre d’apres l’hypothese de recurrence. 

Done do = • • • = d„_ 1 = 0. 

La famille J„ est done libre. 
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W = (f,g, h) oil / : x In x, g : x x In x, h : .1 h r In x. 

/, g, h sont definies sur R* . 

Voyons si la famille 'H est libre : soient a,p , y reels tels que 
af + pg + yh = 0 (fonction nulle sur R* ). 

Ceci signifie que : 

Vx £ R* , a In x + fix In x + yx 2 In x = 0 

D’ou Vx 6 R* , (a + fix + yx 2 ) In x = 0. 

Done Vx 6 R* - { 1 j , {a + fix + yx 2 ) = 0. 

Ainsi, x a+flx + yx 2 est une fonction polynome qui possede 
une infinite de racines, a savoir tous les reels de R* - |1). Elle 
est identiquement nulle sur R, done a = p = y = 0. 

On a bien montre que la famille TV est libre. 

ff = ( f,g,h ) ou / : x i-» e*, g : x i-» x + 1, h : x i-» LvJ. 
L’ ensemble sur lequel /, g, h sont toutes trois definies est R. 

Voyons si la famille ff est libre dans R® : soient a,p,y reels 
tels que af + fig + yh = 0 (fonction nulle sur R). 

Alors Vx 6 R, ae x + fi (x + 1) + y LxJ = 0. 

En prenant en particular des valeurs de x egales a 0, 1, —1, il 
en resulte le systeme suivant : 


a+ p =0 
ae+ 2 p+ y = 0 
1 

a ■ - -y = 0 

e 


P = -a 

1 

y = a ■ — 
e 

a [ e ~ 2 + ~)j =° 


Ceci constitue une combinaison lineaire nulle de la famille 
VC„_ i, qui est libre par hypothese. 

Done Vfc € JO, n - 1 ]] , O'* (rr - fc 2 ) = 0 ; 

d'ou VA; 6 JO, n - 1J , ay = 0. 

On reporte ces valeurs dans (Li), d’ou a„ = 0. 

On a montre que Vfc 6 JO, nj ,ai- = 0 et que la famille VC„ est 
libre. 

• Pour a, reel, Papplication x x“‘ = e a ‘ lnx est definie sur R* . 
Montrons par recurrence sur n 6 N* que la famille 

£ n = (x" 1 , x“ 2 ,--- ,.x“") 

ou a l < a2 < ■ ■ ■ < a„ est une famille libre de R R + . 

Si n = 1, _£i = (x" 1 ) avec xh/ 1 = e ai lnx fonction non nulle 
sur R* , est libre. 

Supposons que soit libre. Soient a i, • • • ,a„ reels tels que 
ori < < • • • < et di, • • • , /l„ reels tels que : 

(Li) Vx 6 R;, Aix a ' + A 2 x ai + • • • + A„x a " = 0. 

Alors en divisant par xti , 

Vx 6 R;, Ai + A 2 x a2 ~ ai + • • • + A„x a "~ ai = 0 (#) 

En derivant : 

Vx e R* , A 2 (a 2 -ai) x az ~ ai ~ 1 + ■■■ + A„ (a„ - ay) x 3 " - " 1-1 = 0 . 


Comme e-2+ j V 0, on obtient facilement que a = p = y = 0. 
On a bien montre que la famille ff est libre. 

Montrons par recurrence sur n e N que la famille 
%, = (cos (kx)) oskSn est libre. 

• Pour n = 0, VCo = (1) ; VCo constituee d’une unique fonction 
qui n’est pas la fonction nulle, est une famille libre. 

Supposons que VC„_i soit libre. 

Soient ag, «i , • • • , a„ reels tels que : 

n 

(Li ) Vx 6 R, ^ Ok cos ( kx ) = 0. 

k = o 


Or a 2 - o'! - 1 < a 2 - ay - 1 < • • • < a„ -a t — 1, d’apres l’hypo- 
these de recurrence, la famille (.x“ 2_<,1_1 , x® 3- ® 1 ' 1 , • • • , x“" _ “ 1_I ) 
qui comporte - 1 fonctions, est une famille libre. 

Done A 2 (a 2 - a\) = /I3 (0's - cti) = •••=/!„ ( a„ - ai ) = 0 . 
Comme ai < a 2 < ■ ■ ■ < a„, on obtient que : 

A 2 = A3 = ■ ■ ■ = A„ = 0. 

En reportant dans (#), /li = 0. Done la famille SL„ est libre. 

On a bien montre que pour tout n 6 N*, la famille £„ est libre. 


6.20 


u = (x, y, z,t) e J 


Comme cos" = - cos, on obtient en derivant deux fois cette 
egalite que : 

n 

( L 2 ) Vx s R, - ^ Okie cos (kx) = 0 
k = 0 

[l 2 + n 2 Lij s’ecrit : 


Vx 6 R, ^ a k {it 2 - A; 2 ) cos (kx) = 0. 


» 3 ( a,p , y, 6) e K 3 / (x, y,z, t) = a (1, 0, 2, 1) 

+p(0, 3,-1, 2) + y (3, -3, 7, 1) 

6 V <t=> 3 (a,p, y, 6 ) 6 R 3 / 

(x, y, z, t) = (a + 3 y, 3p - 3y, 2a - p + ly, a + 2/3 + y) 
a 


Ceci equivaut a : (S ) 


+3 y = x 
3 P -3 y = y 
2 a -p +7y = z 
a +2 p +y = t 
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En passant au tableau : 
vot indique. 


'10 3 x 
0 3-3 y 
2-17 z 


, puis en utilisant le pi- 


'103 x ' 

0 3—3 y 

0-11 z- 2 x 

,02-2 t — x j 

Avec les operations L 3 <— 3L 3 + L 2 et L 4 <— 2L 3 + L 4 , on ob- 
tient : 

'10 3 x 

0 3—3 y 

0 0 0 - 6 x + y + 3z 

,0 0 0 -5x + 2 z + t , 

Le systeme (S )admet des solutions si et seulement si 
I - 6 x + y + 3z = 0 
\ -5x + 2z + 1 = 0 ( ' 

(s) est un systeme d' equations lineaires de J. 

La condition pour que la famille 

= ((1,0,2, 1), (0,3, -1,2), (3, -3, 7, 1)) soit libre s’obtient 
en remplagant x, y, z, t par zero dans le systeme ( S ), soit en uti- 
lisant la demiere etape de la methode du pivot : 

J a + 3y = 0 J a = -3y 
\ 3/1-37 = 0 < *\p = y 

On a done : 

-3(1,0, 2, 1) + (0,3, -1,2) + (3, -3,7, 1) = (0,0, 0,0) 

La famille est done liee. Une base de J est par 
exemple((l, 0, 2, 1) , (0, 3, — 1, 2)). En effet, ces deux vecteurs, 
non colineaires, ferment une famille libre, et la famille etant 
liee, ils engendrent le meme sous-espace que , a savoir J. 


E = {(x, y, z, t) e R 4 \x + 2y + 3z - t = 0 } c R 4 . 
u = (x, y,z,t) 6 E <=> x + 2y + 3z - t = 0 
<=> t = x + 2y + 3z 
u 6 E = (x, y, z, x + 2y + 3z) 

1 = x(l,0,0, 1) + i/(0, 1,0,2) + z(0, 0,1, 3)’ 

On a montre que tout vecteur de E est combinaison lineaire des 
trois vecteurs (1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 3), qui constituent 
une famille generatrice de E. 

Done E = Veer ((1,0,0, 1) , (0, 1,0, 2), (0,0, 1,3)), ce qui 
prouve que E est un sous-espace vectoriel de R 4 . 

Voyons que les trois vecteurs obtenus ferment une famille 
libre : 

a (1,0, 0, 1) +yS(0, 1,0, 2) + y(0, 0,1,3) = (0,0, 0,0) 

=> (a,/8, y, a + 2/3 + 3y) = (0, 0, 0, 0) 

=>d'=/? = y = 0 


Done la famille ((1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 3)) est libre. 

Etant libre et generatrice de E, e'est par consequent une base 
de£. 


Determinons une equation ou un systeme d’equa- 
tions de F = Vect : 

(x, y, z, 0 e F « 3 (a, 13, y, S) 6 K 3 / 

(x, y, z, t) = a (1, 3, -3, 1) + /8 (1, 4, -1, 2) + y (2, 9, 0, 5) 


Ceci equivaut a : (S ) < 


En passant au tableau 


a +J3 +2 y = x 
3a +4f3 +9 y = y . 
-3a -p = z 
a +2 p +5y = t 


' 1 12 


3 4 9 

y 

O 

7 

<D 

1 

z 

l 1 2 5 

t , 


En utilisant le pivot indique, on obtient 


'112 

x ' 

0 1 3 

y-3x 

0 2 6 

z + 3x 

,0 1 3 

t - x , 


'112 

X 

0 1 3 

y-3x 

0 0 0 

z — 2y + 9x 

,0 0 0 

t — y + 2 x t 


Le systeme ( S ) possede une solution si et seulement si 

[9x-2y + z = 0 . , ,,, . 

| 0 +f _Q 0 U1 constitue un systeme d equations de F. 


De plus, la condition pour que la famille (li soit libre 

s’ecrit avec le systeme ( S ) dans lequel on remplace x, y, z, t par 

, , _ ... , , . [a+p + 2y = 0 . 

des zeros. Cette condition s eent : < „ ' qui equi- 

ty? + 3y = 0 

, fa = y 
vaut a \ 

\P = ~3y 

On a done :~u - 3~v +7 v = 0 ; la famille ^u,~v,~wj n'est done 
pas libre ; en revanche, n’etant pas colineaires, (l?,l?^est 
une famille libre ; de plus comme : 

F = Vect(S,t,-^ + 3~v^j = Vect (it ,1?), 

(l?,l?)est une base de F. 

Par un calcul analogue, on trouve que la famille (itj ,7it , uq) est 
libre et constitue une base de F 1 et qu’une equation de F 1 est : 
16x - 3y + 2z + t = 0. 

( 9x - 2y + z = 0 

~u = (x, y,z,t)eFr\F[ «=> < 2x - y + t = 0 

[ 16x - 3y + 2z + t = 0 

( z = -9x + 2 y ( z = -5x 

t = -2x + y <=» < r = 0 <=> ~u = x(l, 2, -5, 0) 

IJ = 2x l IJ = 2x 
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D’ou FflFi = Vert (1,2, -5,0). 

Le vecteur (1,2, -5,0), non nul, constitue une famille libre et 
une base de F n Fi . 


, > c , lx - 3y = 0 

u=(x,y,z,t)eE*\ 2v + z = Q «• 


3 y 


3 

x = -u 
2 J 

z = -2y 


u e E <=* (x, y,z,t) = \-^-,y, -2 y, t 

<=> (x, y, z,t )= | (3, 2, -4, 0) + t (0, 0, 0, 1) 

Ceci montre que E = Vert (it , et) en notant it = (3, 2, -4, 0) 
etlt = (0,0,0, 1). 

De plus, Tit et 1? ne sont pas colineaires, done ferment une 
famille libre. Nous avons vu qu'ils engendrent E, done ils 
ferment une base de E. 

u = (x, y, z, t) 6 F <=> 2x + y = 0 <=* y = — 2x 

it e F it = (x, -2x, z,t)^lt = x (1. -2, 0, 0) 

+z(0, 0, 1,0) + r(0, 0, 0,1) 

Notons wi = (1, -2, 0,0), it = (0, 0, 1, 0), wl = (0, 0, 0, 1) . 

On a montre que : 

F = Vect(w[, u) 2 , . 

De plus : 

a (1,-2, 0, 0) +yS(0, 0, 1,0) + y(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0) 

<=> (a, -2a, p, y) = ( 0 , 0 , 0 , 0 ) <=> a = p = y = 0 
Done la famille (uq, uh, w^j est libre et constitue une base de F. 


(x, y,z,t) e G <=> 


1 

<=> 2 


-x+ y - z+ t = 0 
x + y - 3z + t = 0 

(L 2 -Li) \x-z = 0 

y = x + z-t 


X = z 


y = 2z-t 

It 6 G <=>H = (z, 2z - t, z, t) 

olt =z(l,2, 1,0) + t (0,-1, 0,1) 

Ceci prouve que : 

G = Vert((l,2, 1,0), (0,-1, 0, 1)). 

Ces deux vecteurs, non colineaires, ferment une base de G. 

Notons E = [P 6 R 3 [X] |/>(1) = 0). 

PeE$$ P( 1) = 0 « X - 1 divise P 

» IQ = (X - 1 )Q(X) 


Mais P etant de degre < 3, Q est de degre < 2. Done 
3 (a, b, c) 6 R 3 /Q (X) = aX 2 + bX + c. 

Pe£«3(a,i,c)€ R 3 /P (X) = (X - 1) ( aX 2 + bX + c) 

P e E 

3(a,b,c)eR 3 /P(X) = a(X- l)X 2 + b(X- l)X + c(X- 1). 

Ainsi ((2( - 1)X 2 ,(A- I ) X, (X - 1)^ engendre E. Etant com- 
posee de polynomes non nuls de degres tous differents, cette 
famille est libre. C’est done une base de E. 

On montre comme dans 6.21. que E est un sous- 
espace vectoriel de R 3 . 

F, en tant que sous-espace engendre par une famille de R 3 , est 
egalement un sous-espace vectoriel de R 3 . 

Montrons que ces deux sous-espaces sont supplementaires dans 
R 3 en procedant par analyse-synthese : 

SoitT? = ( x,y,z ) 6 R 3 ; 

Unicite : S’il existe (it, In) e E x Ffu =~v +~w, alors : 
it e E done it = (x',y',z') avec x' + y' + z' = 0. 
w € F, done 33 e R/Tu =3(1, 1,0) = (3,3,0). 

it = v + w s’ecrit alors, en passant aux coordonnees 

1 x = x' + 3 
y = y’ + A 

z = zt 

Mais en additionnant les trois lignes de ce systeme, il vient : 
x + y + z = x'+y’+zt +23. 


D’ou 3 = i (x + y + z). 


(cr) <t=> 


X- = X - i (x + y + z) 

, 1 , . <=> 
y =y-^(x + y + z) 

zt = z 


, 1 1 1 
x = -x- —y - -z 
2 2 2 
, 1 1 1 
y =--.v+-;/--z 

zt = z 


Ceci prouve l'unicite de v . 

Comme ~w = — (x + y + z) (1, 1, 0), ~w est egalement determine 
de fa§on unique par la donnee delt. 

Existence :Reprenons les conditions trouvees ci-dessus : 


it = (xt, y',z ') avec 


1 


1 1 


x = -x - -y - -z 
2 2 2 
, 1 1 1 
y =--x+-{,--z 


et w = u - v . 

On a alors : xt + y’ + zt = 0 done v € E. 
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Par ailleurs : 


1 1 1 


1 1 1 


x-\~x--y--z\,y-\--x+-y--z\,z-z 


/I 1 1 1 1 1 

= -X H II Z, —X H U H Z, 0 

\ 2 2 J 2 2 2 J 2 


Done In = A (1, 1,0) avec A = —x + —y + —z. 


ce qui prouve que ~w 6 F. 

Enfin, u -v+w. 

On a bien prouve que : 

Eu 6 R 3 3! 6 Ex Ffu =~v +~w. 

Done E et F sont des sous-espaces vectoriels supplementaires 
dans R 3 . 


6.26 


• Une application / est affine si et seulement si 
3 (a, b) 6 R 2 / Vx 6 R 2 , f (x) = ax + b. 
f 6A«3(d,i))ER 2 // = afo + bfi 


ou f) : x i-» 1 et f\ : x i-» x. 

Ceci prouve que A = Vect (/o,/i) et que A est un sous-espace 
vectoriel de R r . 

• B c R R et (R R , +, •) est un R-espace vectoriel. 

Soient /, g dans B et a, [3 reels, on a par definition de B, 

/ (0) = / (1) = 0 et g(0) = g{\) = 0. 

Done ( af + fig) (0) = af (0) + fig ( 0) = 0 et 
(af + fig)(\) = af (1) +/3g(l) = 0. 

Done af + fig e B. On a montre que B est stable par combinai- 
son lineaire, done B est un sous-espace vectoriel de R r . 

• A et B sont supplementaires si et seulement si 


Ces egalites definissent h et g de fa§on unique a partir de /. 
D'ou 1'unicite. 

Existence : Definissons h et g a partir de (*). 

Alors g est bien affine, done g e A. 

Par ailleurs : 

HO) = / (0) - fit (0) = f(0)-f(0) = 0etft(D = /( l)-ff(l) = 

/(!)-/(!) = 0, done he B. 

Enfin, V.c 6 R, g(x) + h (x) = / (x). 

D’ou l’existenee. 

On a bien montre que A et B sont supplementaires dans R*. 


6.27 


1) Pour k e JO, 2J, P*. etant de degre k, la famille (Pq, Pi,Pi)est 
echelonnee en degres et formee de polynomes non nuls, done 
libre. 

Montrons que (P 0 , P lt P 2 ) engendre K 2 [X] : Soit P e K 2 [X], 

Le polynome F (X) = P(X) - P(a) s’annule en a, done 
(X - a) divise F (X). 

3<2 € K[X]/P (X) - P {a) = (X- a) Q (X) ; de plus, P etant de 
degre< 2, Q est de degre < 1. 

Done Q (2Q = aX + (i = a (X - b) + ba + fl avec a,f>, A dans K. 

=z 

D’ou P(X)-P(a) =(X-a)(a(X-b) + A) 

P(X) = P (a) + A (X - a) + a(X - a) (X - b) ; 

P = P(a) -Pq + APi + aP 2 . 

€K 

Ceci prouve que tout polynome de K 2 [A] est combinaison 
lineaire de P 0 ,P\,P 2 , e’est-a-dire que {Pq,P\,P 2 ) engendre 
K 2 [X], 

On conclut que ( P 0 , Pi,P 2 ) est une base de K 2 [A]. 

2) Reprenons l’egalite 


V/ 6 R r 3! (g,h) 6 A X B/ f = g + h. 


Procedons par analyse-synthese : Soit / 6 R r ; 

Unicite : S’il existe ig,h) € A x B/ f = g + h, alors 
3 (a, b) 6 R 2 / Vx 6 R, g (x) = ax + b eth (0) = h (1) = 0. 

. |7(0) = 2> 

II vient : r 

\f{\) = a + b 


c"est-a-dire : 


b = f (0) 

« = 7(1) - /(0) 

On en deduit que : 


Vx 6 R ,g (x) = (7(1) -7 (0)) x + / (0) 
et h (x) = f(x)-g(x). (*) 


P(X) = P (a) + A(X - a) + a {X - a)(X - b) . 
Rempla§ons X par b, puis par c : 

P(b) — P (a) = A (b- a) 
et P (c) - P (a) = A (c - a) + a (c - a) (c - b) . 

D’ou 

P(b) - P (a) P{c) - P (a) P(b)-P(a ) 

/l = et a = 1 . 

b-a ( c — a)(c — b ) (b-a)(b-c) 

Le triplet des coordonnees de P 6 K 2 [A] dans la base 
(P 0 , Pi,P 2 ) est done 

/ P(b)-P(a ) P (c) - P (a) ; P{b) - P (a) \ 

\ ’ b-a (c - a) (c - b) (b - a ) (b - c) / 
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6.20 


1) La famille de polynomes non nuls ( Pq , Pi,--- ,P„) est eche- 
lonnee en degres, done libre. 

2) Montrons par recurrence sur n que (Pq, Pi, - , P„) est ge- 
neratrice de K„ [X]. 

Pour n = 0, Ko [X] = Vect( 1) = Vect(Po) done ( Pq ) engendre 

KoM. 

Supposons que pour un n 6 N*, (Pq,Pi,--- ,P„- 1 ) engendre 
K_i [X], 

Soit P 6 K„ [X], alors P' s K„_i [X] ; d’apres l’hypothese de 
recurrence, 


/ 7 — 1 

3 (do, • • • , d„_ i) 6 P 6 K"/ P’ = Yj h ( * - «)*• 

k = 0 


Ainsi Vy 6 
entre 0 et a 


n— 1 

K, P' ( x ) = Ak {x - a) k . Integrons cette egalite 

k = 0 


V;teK ,P(x)-P(a) 


© 



dr (f - ci) k dt 


>(x) = P(a) + Y^ 


k = 0 
n - 1 


( t-aT 
k+ 1 

(y - a )* +1 


= P(a) + y Ak ^L 

u k+l 

n A 

’ (a) = P (a) ■ P 0 (x) + ^ (x - a) j 


i= t 


PM 


Done tout Pel, [X] s'ecrit comme combinaison lineaire de 
P Q , Pi,-- - , P„, i.e. la famille engendre K„ [X], ce qui acheve la 
recurrence. 

3) Si P = 2 Ak (X — af , comme pour j e JO, £]], 

k=0 

pf (X) = k(k- 1) • • ■ (k - j + 1) X k -J = ji^jy X^, et pour 

j > k, Pf = 0, on a : P« (X) = £ d*^ (X - a)^. 

k=j 

4) D'ou P w (a) = Ajj\ ; d’ou d; = ^1. 

On en deduit que P 6 K„ [X] a une coordonnee sui- 
vant Pj egale a P Jl , M dans la base (Pq,Pi,--- ,P „ ) et que 

p=±^ X -«y. 

j = 0 J ' 
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Objectifs 

• Definir les applications lineaires (qui conservent la structure d’espace vectoriel) 

• Etudier les proprietes des applications lineaires classiques (projecteurs, syme- 
tries) 

Prerequis 

• Methode du pivot de Gauss pour les systemes lineaires 

• Polynomes 

• Espaces vectoriels 

Dans ce chapitre K designe R ou C. 


7.1 Applications lineaires 

Definition - Application lineaire 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. 

. on appelle application lineaire de E dans F toute application / : E — > F verifiant : 

V (it e E 2 , V (A, y) e K 2 , f (Xu + [Tv = Af (At^J + nf ("u ) 

. une application lineaire de E dans E est appelee endomorphisme de E, 

• une application lineaire bijective de E dans F est appelee isomorphisme de E dans 
(ou sur) F, 

• une application lineaire bijective de E dans E est appelee automorphisme de E 

• une application lineaire de E dans K est appelee forme lineaire sur E 

Notation - Si E et F sont des K-espaces vectoriels : 

• X. (E, F) designe 1’ ensemble des applications lineaires de E dans F, 

• X ( E ) designe 1’ ensemble des endomorphismes de E, 

• GL (E) designe 1’ ensemble des automorphismes de E. 
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Exemple 

L’ application / : K 3 — » K 2 definie par : 

(x, y, z) i-» (x - y, x + 2 z) 

est une application lineaire de K 3 dans K 2 . En effet, pour tout (71 1 , ,h) e K 2 , pour tout 
(u u ~ul) G K 3 de coordonnees :~u , = ( x/,y/,Zi) , 

Afu i + A2U2 — (Mxi + A2X2, A\ij\ + /f 2 i/ 2 , Aizi + A2Z2 ) 

Pour calculer f^Afu 1 + A2U2), on remplace (x, y, z) par ces nouvelles coordonnees 
dans l’expression dans fix, y, z). On obtient : 

f (A\~u 1 +Afu 2) 

- W1X1 + A2X2 - (Aiyi + Azyf) , A\Xi + A2X2 + 2 (/lizi + A2Z2 )) 

= (.A 1 (xi - yi) + A 2 (x 2 - i/2) , A\ (x 1 + 2 zi) + A 2 (x 2 + 2 z 2 )) 

= di (xi - y\, x\ + 2z\) + A 2 (x 2 - t/2) x 2 + 2 z 2 ) 

= di/( 7 ?i) + d 2 /("n 2 ) 

On conclut que / est lineaire. 

Exemple - Homothetie 

Si £ est un K espace vectoriel, a e Y un scalaire, F application /:£—>£ definie 
par : 

a 1 — * a u 

est un endomorphisme de E. En effet : 

V7? e E, f (lij — all e E 


done / est a valeurs dans E. 

Soient (A,/u) e K 2 , (7? ,~v ) e E 2 : 

f (d~w + /Tv ) = o (Xu + /Tv ) 

= aAu + 0-/77? = A (a~u ) +/j (arv ) 

/00 f(f) 

= Afft) +/i/(l?) 

Done / est lineaire. Ainsi, / etant une application lineaire de E dans E, est un endo- 
morphisme de E. 


Exemple - Endomorphisme de derivation dans K„[X] 

Soit n e N. L’ application D : P t-> P' est un endomorphisme de Y.„ \X\. En effet, si P 
est un polynome de degre inferieur ou egal a n, D(P ) = P' est un polynome de degre 
inferieur ou egal a n - 1, done a fortiori a n. Done : 


VPeK„[X], 


D(P) = P' e K„[A] 
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Enfin, V(P, Q) G K„[X] 2 , V (A,//) G K 2 : 

D UP + nQ) = UP + pQY = A P' + nQ' = AD(P) + pD(Q) 

Done D est lineaire. 

On a montre que I) est un endomorphisme de E.„[X], 

Exemple 

L’ application < p : K w — > K 2 definie par : 

( M /i);ieN (« 0 , Mi) 

est une application lineaire. En effet, V(n, c) G K N , V (/1,/r) G K 2 , notons w — Au + pv. 
Rappelons que : 

Vn G N, w n = Au„ + pu„ 
par definition des operations sur les suites. 

ip (/!« + \ uu) = (wq, w i) = (Auq + pv o, Au\ + pv i) 

= A(u 0 ,ui) + p(v 0 ,vi) 

= A<p (u) + pip ( v ) 

Done ip est lineaire. 


Proposition - Proprietes des applications lineaires 

Soient E et F des K -espaces vectoriels, f une application lineaire de E dans F. 

1 . /(0 £ )=~0f 

2 . Vm g E, /(—l?) = — /(~m) 

3. V(~u,~w) G £ 2 , f(u -~v) =/(m)-/("u) 

4. v('mi,...,'m„)g£", Vflr 1 „)gP, 


/ (di'n !+•■■ + 

/ n \ n 


U nj ^l./* ( ^ l) "I” ^-nf 


qui se reecrit : f 


2 Apu i = ^ /1,/(~M,). 


V j=l 


1=1 


Demonstration 


1. /(^ £ +l) £ ) = /p £ )+/p £ ) 

donc/('0 £ ) = /('0 £ ) + /('0 £ ) 

donc/^ £ )-/p £ ) = /p £ ) 

“Of 

done 0 f = / ^ 0 £ j 
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2. VueE, 

3. V(u,~v) e E 2 , f(u -~v) = f{u) + f(-~v) =f(u)~ f(v) 

4. se montre par recurrence sur n. m 

Remarque 

L'image par une application lineaire d’une combinaison lineaire est la combinaison li- 
neaire des images. 

Pour montrer qu’une application est lineaire, on peut aussi utiliser l’une des deux pro- 
prietes suivantes qui s’averent plus simples dans certains cas : 

Theoreme - Caracterisation des applications lineaires 

Soient E et F des IT- e spaces vectoriels, f : E —> F. On a equivalence entre les enonces 
suivants : 

1. / est lineaire, c’est-a-dire : 

V G E 2 , V (A,ju) e K 2 , / (/Lu + /Tv') = Afi^u^ 

2. V{u,~v) eE 2 , VleK, 

f(~u +~v) =f(u) + f(v) et f[A~u) = Af{u) 

3. V ("n ) 6 E 2 , Vd e K, f (a~u +1j ) = Af (~u ) + f (~v ) 



Method 1 Montrer qu'une application est lineaire 

Soient E et F des K-espaces vectoriels et / : E —> F. Pour montrer que / est lineaire : 

1. on considere un ou deux scalaires (elements de K) et deux vecteurs de E, en adoptant des notations 
correspondant a la nature de ces vecteurs : 

. P, 0si£cR[X], 

• f,g&iE est un espace d’ applications, 

• ... 

2. on demontre l’une des proprietes du theoreme de caracterisation des applications lineaires, 


7.2 Noyau et image d’une application lineaire 

Rappel - Ensemble-image 

Soient / une application d’un ensemble E dans un ensemble F. Si A est un sous ensemble 
de E, l’ ensemble-image de A par f est le sous ensemble de F note /(A) : 

/(A) = {y G F \3x G A tel que fix) = y } 
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Remarque - Le vecteur nul est 
toujours element de Ker(f) 


Definition - Noyau et image 

Soient E, F deux K-espaces vectoriels, et / g Jj (E, Fj. 

1. L’ ensemble : 

/ (E) = j"lf G F |3!f G E tel que / (if) = ~v J 

est un sous-espace vectoriel de F, appele image de / et note Im (/). 

2. L’ ensemble : 

|l/ ge|/(h) = 0 f | 

est un sous-espace vectoriel de E, appele noyau de / et note Ker(/). 

Demonstration 


1. Im (/) c F et F est un K-espace vectoriel. 

/ 1 0 e j = 0 F e Im (/) done Im (/) + 0. 

v(lf 1,1^2) G Im(/) 2 , 3 lf 1 G £ tel que /(if 1) = if 1 
Hit tel que / (it 2 ) = if 2 
V (Hi , /I2) e K", A {if 1 + AFv 2 = Hi/ (if 1 ) + /I2/ (if 2) 

/ etant lineaire : 

/ 111 ? 1 + A-fu 2 — f (d|lf 1 + A2/U2) 
cette ecriture montre que Ai v \ + A 2 V 2 e Im (/) 

Im (/), stable par combinaisons lineaires et non vide est done un sous-espace vectoriel 
de F. 

2. Ker(/) c E et E est un K-espace vectoriel. 

/ 1 0 e j = 0 f done 0 e G Ker (/) done Ker (/) + 0. 

Soient (if 1,1*2) e Ker(/) 2 , (d| , A2) G K 2 : 

/ (d l~M I 4 - d2"lt 2) = 'll/ (if l) + d 2 /(~« 2 ) 

if 1 et if 2 etant dans Ker (/), / (if 1 ) = / (if 2) = Of, done 


/ (d 1 if 1 + A2U2) = Of 


done dilf 1 + AFtt 2 G Ker (/). 

On a montre que Ker(/) est non vide et stable par combinaisons lineaires, done 
Ker (/) est un sous espace vectoriel de E. ■ 

Proposition - Caracterisation des applications lineaires injectives et surjectives 

Soient E, F deux K-espaces vectoriels, et f G Jj ( E , F). 

1. f est injective <=> Ker (/) = j 0 £ j 

2. f est surjective <==> Im (/) = F 
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Demonstration 

1. (a) Si / est injective, comme j 0 gj c Ker (/) est toujours realise, il sufRt de montrer 

que Ker (/) c j 0 pour en deduire l’egalite des deux ensembles. 

Soit ~u e Ker (/). / (if ) = Of done /'(if j = / ^ 0 sj. / etant injective, if — 0 e- 
On a montre que Ker (/) = j 0 # J 

(b) Reciproquement, si Ker(/) = jogj, supposons que /'(if) = /( if) ou 
(if ,~u ) e E 2 et demontrons quel/ = if. 

f etant lineaire, / (if -if) = f (if) - / (if) = Of, done 1-1 e Ker (/), done 

u — v = 0 e, done u — v . 

On a montre : 

(/p) = /p)) => P =_i? ) 

done / est injective. 

2. Le resultat vient de la definition : Im (/) = / (£) 

/ surjective <=> f(E) - F <=> Im(/) - F ■ 

Proposition - Image d’une famille generatrice 

Soient E, F deux K -espaces vectoriels, et f e X. ( E , F). Si (~e i , . . . ,~e p J est une famille 

generatrice de E, (/ ("e i ),..., / ("l p )) est wne famille generatrice de Im (/), c ’est-a- 
dire : 

Im (/) = Vect (/('?i),...,/("e p )) 

C’est en particular le cas lorsque (if i , . . . ,~e p ) est une base de E. 

Demonstration 

if e Im (F) <=> 31/ e E tel que / ( 1/ ) = if 
('ll,... ,lf engendre £, done il existe (ai , . . . , a p J e K p tels que : 


U — (Xi e \ + ' ' ' + (Y p 6 


/> c p 


f etant lineaire : 


Done 


/(~w) = aif(e i) + • • • + a p fi^e p ) 


if e Im (F) <==> 3 (ori, . . . , e K p tel que if = a\f (~e i ) H + (if P J 

On a done demontre que : 

Im (/) = Vect (/ (l?i) ("e P )) ■ 
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Exemple - Calcul d'image et de noyau 

Soit / : R 3 — > R 3 definie par (x, y, z ) t-» (xf , y',z!) ou : 

x! — x + y + 4 z 
• y' = 2x + 4 z 
z' - 3x + 2 y + lOz 

Determiner Ker (/) et 1m (/) par une de leur bases. / est-elle injective ? / est-elle 
surjective ? 

Solution 


1. Recherche de Im (/) 

(x\ y', z') e Im (/) <=> 3 (x, y, z) e R 3 tel que : 


(S) 


x + y + 4z — x' 

2x + 4z = y' 

3x + 2 y + lOz = z! 


Utilisons le pivot de Gauss : 


'1 1 4 

x' 

2 0 4 

y' 

,3 2 10 

z' , 

114 

x' 

1 0 2 

y'/2 

,10 2 

- 2x J +z' , 

[0 1 2 

x' -y '/2 

10 2 

y'12 

O 

O 

O 

-2x r -y'/2 +z' , 


L 2 <- L 2 /2 
L 2 i — Z .3 — 2L\ 

L\ <— L\ - L 2 

<— l 2 - l 2 


(x', y' , z ) € Im (/) <=> le systeme (S ) possede au moins une solution (x, y, z) 

y + 2z= x! - t 

\ est compatible 


(5): 


jc + 2z = 


0 = -2x’ - t + z' 


-2x - '^r + z' = 0 
2 

4x + y' — 2z! =0 

y - —4x + 2 zf 

(x\ y', z!) = (x / , -4x + 2z! , z!) 

{x , y' , z') = x’ (1, -4, 0) + z 7 (0, 2, 1) 


On a ainsi montre que : 


Im (/) = Vect ((1, -4, 0) , (0, 2, 1)) 


(1, -4, 0) et (0, 2, 1) n’etant pas colineaires, forment une famille libre, done une 
base de Im (/). 
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2. Recherche de Ker (/) 

~m = (*, y, z) e Ker (/) <=> / (x, y, z ) = (0, 0, 0). 

Ceci revient a reprendre le systeme (S) dans lequel on remplace (x',y',z') par 
(0, 0, 0). La methode du pivot reste valable et on obtient directement : 


u e Ker(/) 


y + 2z = 0 
x + 2z = 0 

y = -2z 
x = -2 z 


u = z (- 2,-2, 1) 


Ainsi Ker(/) = Vect((-2, -2, 1)) 

3. Conclusion 

(-2, -2, 1) A 0 done Ker (/) A | 0 | done / n’est pas injective. En particular / 
n’est pas bijective. 

Par ailleurs Im (/) a pour equation Ax + y - 2z = 0. ( 1 , 0, 0) ne verifie pas cette 
egalite, done (1,0, 0) i Im (/). Im (/) A K 3 done / n’est pas surjective. 


Exemple - Image et noyau d'une application composee 

Soient / et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E. Montrer que : 

1. Im (g o f) c Im (g) 

2. Ker (/) c Ker (g o /) 

3 - g°f = 0 jxe,f) <^=> Im (/) c Ker ( g ) 


Solution 

1. Soit ~w G Im(gro/). 3 ~m g E tel que g ° fti uj —~w, done EfT? G E tel que 
gtv) —~w puisque ~v - f (it ) convient, done ~w G Im ( g ). 

On a montre que Vw G Im (g o f ) ,~w e Im (g), e’est-a-dire que : 

Im (g ° f) c Im (g) 

2. Soit ~u G Ker(/), /("«) = 0s done = 0 £ done = 0e 

done w G Ker (g o /) ; e’est-a-dire Ker (/) c Ker ( g o /). 

3. g o f - 0 <=> V~m G E, g o / ("m ) = 0 e 

<=>Vmg£, r/(/(7<))="0 £ 

<=> VI? G Im(/), £/("«) =~0 e 

<=> VI? G Im (f) , 1? 6 Ker (g) 

Im (/) c Ker ( 9 ) 


Exemple - Image et noyau d'une forme lineaire 

Montrer que F application <p : P t-» P(l) estune forme lineaire s u r ]R_ 3 1 2F j et determiner 
Ker(ip) par une de ses bases. Determiner Im (if ). Que peut-on en deduire ? 
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Solution 

1 Montrons que <p est lineaire 

V(P, Q) e (R 3 [X]) 2 , Vi e R, <p ( AP + Q) = ( AP + Q) (1). 

Par definition des operations sur les applications, en particulier sur les polynomes : 

<p(ap + Q) = W) + Q( 1) = MP) + <M) 

Done (f est lineaire. <p etant a valeurs dans R, <p est une forme lineaire. 

2. Determination de Ker (<p) 

Soit P e R 3 [X], 

P e Ker(ip) «=» P(l) = 0 

<^> X - 1 divise P(X) 

<=> 3ge R[X] tel que P(X) = (X - 1 )Q(X) 

Mais P etant de degre inferieur ou egal a 3, Q est de degre inferieur ou egal a 2, 
done Q{X) — a + bX + cX 2 . 

P e Ker (cp) 3(a, b, c ) G R 3 tel que P(X ) = (X - 1 ) (a + bX + cX 2 ) 

3(a, b, c ) G R 3 tel que 

P(X) = a(X-\) + bX(X - 1) + cX 2 (X - 1) 

Ceci prouve que : 

Ker (ip) = Vect((X- 1 ), X(X - 1),X 2 (X- 1)) 

Les trois polynomes obtenus, non nuls, de degres tous distincts, forment done une 
famille libre et une base de Ker (if). 

3. Determination de Im (ip) 

Soit P(X) = 1. 1 p(P) = 1. Vi G R, i p(AP) - A done i G Im(ip). Ainsi R c Im(ip), 
comme Im(ip) c R, Im(ip) = R et ip est surjective. 

7.3 Operations sur les applications lineaires 

Theoremt - Structure de £, ( E,F ) 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. 

. V(/, g) G £ (E, F) 2 , V(a,/3) G K 2 , af + pg e £ (E, F) 

• (X (E, F ) , +, x) est un K-espace vectoriel. 

En particulier, X (£) est un K-espace vectoriel. 

Demonstration 

• Si / et g sont lineaires de E dans F, pour tout ( ~u ,~v ) G E 2 , pour tout (A, pi) G K 2 , par 
definition des operations sur les applications : 

(af + f3g) (A~u + pfv ) = af (a~u + pfu ) + f3g (APu + /j~v 'j 
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/ et g etant lineaires : 

(af + Pg) ('fu + /Tv) = aAf (if ) + a /.if (if ) + f3Ag (u ) + fi/ig (if ) 

= i(«/(~m) +Pg(u))+n(afft) +Pg(v)) 

= '1 ( af+Pg ) (if) + n (■ af+Pg ) (if) 

done af + Pg est lineaire. 

. On a : f ( E , F) c F E et [f e , +, •) est un K-espace vectoriel. L’ application nulle E —> F 
definie par : 

u i — > () / 

est lineaire. Le debut montre que £. (E, F) est stable par combinaisons lineaires, done 
£, (E, F) est un sous-espace vectoriel de ( F E , +, •). 

Alors (X (E, F ) , +, •) est un K-espace vectoriel. ■ 

Theoremc - Composition des applications lineaires 

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Si / e -C ( E, F) ct g e X (F, G), alors 
g° f e X (F, G). 

En d’autres termes une composee d’ applications lineaires est lineaire. 

Demonstration - Pour tout (if, if) e E 2 . pour tout (A,jj) e K 2 , par definition de la 
loi o : 

gof[Xu +fv) = g{f{ A ~u +yulf)) 

/ etant lineaire : 

go f ( Alt +/fvj = g ( Af (if) + gf (if)) 

g etant lineaire : 

g°f (lif +Fv) = Ag(f(u))+ng(f(t)) 

= Ag°f(u)+Fg°f(v) 

Done g o f est lineaire. ■ 

Corollaire 

Si E est un K-espace vectoriel, alors (X (E ) , +, •) est un K-espace vectoriel, stable pour 
la loi o, ce qui signifie qu’une composee d’endomorphismes de E est un endomorphisme 
de E. 

Remarque - Non commutativite de la loi o 

La loi o n’est pas commutative dans X (E), e’est-a-dire que si f et g sont deux endomor- 
phismes de E, les deux composees de f et g sont definies, mais, en general, g° f + f o g. 
Lorsque g ° f — f ° g (cela arrive) on dit que f et g commutent. 
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Proposition - Soient f, g, h dans £.(E), et A e K, alors : 

• (f + g)°h = foh + goh 

• ho (f + g) = hof + hog 

• W) ° g = f ° Wg/) = Mf ° g). 


Definition - Composees successives d’un endomorphisme 

Soit E un K-espaces vectoriel et f e J1(E). On definit les composees successives de / 
par recurrence : 

{ f° = ld E 

\in e N /" +1 = f n o f 

Remarque 

Lorsque n > 1, les composees successives sont done : 

/' - / /•'-/<=/ f -f-f-f etc... 


Elies verifient : 


2 fois / 3 fois / 

v(p>q ) £ n 2 , = 


Quand on ecrit un polynome 
d'endomorphisme P(f), le 
point delicat est de pen- 
ser a remplacer le terme 
constant a 0 du polynome par 
I'endomorphisme a 0 ld f . Les 
puissances de f representent 
des composees (le produit 
d'endomorphismes n'est pas 
def ini). 

Avant d'appliquer la formule 
du binome, il faut bien verifier 
que les deux endomorphismes 
commutent. C'est toujours le 
cas lorsque I'un des deux est 
ld £ ou une homothetie ,ild f 
(avec ,i e K). 


Definition - Polynome d’endomorphisme 

Soit E un K-espaces vectoriel, / e X (E) et P e K[X]. 

3 n e N, 3 (ao , . . . , a „ ) e K" tels que P — ao + a\X + • • • + a n X n 
On definit alors I’endomorphisme P(f) de E par : 

P(f) = «oId £ + «!/+••• + a„f 


Theoreme - Formule du binome de Newton 

Soient /, g endomorphismes d’un K-espace vectoriel E. Si / o g = g o f alors : 


k = o 


Vn 6 N, (/ + gf = L )f k ° 9 n ~ k = Yj ( k V ° 

k = 0 ' K ' 

En particulier, pour tout n e N et pour tout / e X (E) : 

^fr--ny 


k = 0 


ld E + nf + L|/o/ + ...+ 


/ o / o ■ ■ ■ o / 
n fois / 


Theoreme et definition - Reciproque d’un isomorphisme 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et / un isomorphisme de E sur F. Alors / 1 est 
lineaire, e’est-a-dire que / 1 est un isomorphisme de F sur E. 

On dit que deux espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme 
de E sur F. 
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7.4 Image d’une famille de vecteurs 
par une application lineaire 

Theoreme - Soient E eXF deux K-espaces vectoriels, S = tu i, . . . ,1?„) une base de £ 
et tvi, . . . ,~v « vecteurs arbitraires de F. 

Alors il existe une unique application lineaire / de E dans F telle que : 

Vk € [l,7t]], f(~Uk) = ~Vk 

Demonstration 

& etant une base de E, pour tout u e E, 

3! (di, . . . , A„) e K" tels que 1? - A{u !+■••+ A n u n 

On pose alors : 

f(u) = dfi?i + • ■ ■ + 3,1? „ 

Soit w e E. 3! (jj\, . . ,,/j n ) e K" tels que w = n\ u i + • • • + /.<„ u n . Alors, pour tout 
{a,p) s K 2 : 

out + fiw — ( aA\ + ! + ••■ + ( aA„ + P/.i„)~u n 

f(au + 0) - ( aAi + Pn\)v \ + • • ■ + ( aA n + /3/.i n )~v n 

- a^Afui + ■ ■ ■ + AnV^j+p[fx{v i + • • ■ + /r„1?„) 

/(■«) /(») 

= affi) + /3/(l?) 

Done / ainsi definie est lineaire. De plus, pour tout k e [[ 1, h]| : 

U — 0. U i 4- • • • + 0. U k-l + 1 . U k 4- 0. U k+\ + ‘ ‘ 1 4- 0. U n 


Done : 


— 0.1? i + • • • + 0.1? k - 1 + 1-1? k + 01?* + , + • ■ • + 0.1 ?„ 

Done / satisfait a la condition cherchee. ■ 

Interpretation 

Si l’espace de depart possede une base finie, une application lineaire est entierement 
determinee en fixant les images des vecteurs d’une base de E. 

En particulier, pour montrer que deux applications lineaires sont egales, il suflit de mon- 
trer que les vecteurs d’une base ont meme image par ces deux applications. 
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Theoreme - Images de families particulieres 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et / € X. (E, F). 

1 Si f est injective, si (it i, . . . ,~u est une famille libre de E, alors (f (it ,f (u 

est une famille libre de F, 

2 Si f est surjective, si est une famille generatrice de E, alors 

(/(ill ),.,.,/ (~m „)) est une famille generatrice de F, 

3. on a equivalence entre les enonces suivants : 

(a) / est un isomorphisme de E sur F, 

(b) il existe une base de E que / transforme en une base de F 

(c) / transforme toute base de E en une base de F 

7.5 Projections et symetries 

7.5.1 Projections 

Definition - Projection 

Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplementaires de E. 

Fu e E, 3! (it f,~ug\ e F x G tels que ~u =~uf + "m g 

On appelle projection de E sur F parallement a G (ou de direction G) 1’ application 
p : E — > E definie par : 



© 



177 



COURS & METHODES 


Applications lineaires 


Demonstration 

1. Soient (it, At) e E 1 , A € K. En adoptant les notations de la definition : 

3! (Atp,At g) e F x G tels quel? = l?/r+l? c 
3! tvF’~vc) e F x G tels quel? =~lff+~V(j 

Alors : 

/l It + V = ^/1 It f V p) + ^,1 U Q V (j) 

eF eG 

Par unicite de la decomposition du vecteur 3 u + v sur F et G, on en deduit que 

p (a~u + 1 ?) = Am p +~v f 

= /Ipfw) + p(“y) 

done p est lineaire. 

2. Avec les meme notations : 


it e Ker (/) 


p (it ) = 0 

Up— 0 

u — uc 
It E G 


3. Pour tout At e A, p(lt) e A, done Im (p) c /'. 
Reciproquement, pour tout At e G, 


it — u + J3_ 

eF eG 


Done : 


P (At) - At done 1? 6 Im(p) 

on a montre que F c Im (p), done Im (p) = F. 

4 . At est invariant par p si et seulement si, successivement : 

> (At) = At 


P\ 

— > 

Up — U 

At € F 


De plus : 


p (At) = At <=> p (At) - At = 0 

<==> p (At) - Id £ (u ) - 0 
<=> (p - Id/.;) (it) = ~0 
<==> u e Ker (p - Id/) 

Ceci montre que F = Ker(p - Id/;) est l’ensemble des vecteurs invariants par p. 
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5. Vm e £, p (if ) e F done p (p ft')) = p (if ). On a montre que p ° p = p. 

Definition -Projeeteur 

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle projeeteur de E tout endomorphisme / de E 
verifiant : 

f°f = f 

Theorems - Caracterisation des projections 

Soit / e X (E) ou E un K-espace vectoriel. / est un projeeteur de E si et seulement si / 
est une projection et dans ce cas / est la projection sur Im (/) de direction Ker (/). 

En particulier si / o f = /, Ker (/) et Im (/) sont des sous espaces supplementaires de E. 

Demonstration 

1. Condition suffisante 

Nous avons vu que, si / est la projection sur F de direction G, alors / o / = / et / est 
lineaire, done / est un projeeteur et F — Im (/), G = Ker (/). 

2. Condition necessaire 

Soit / e -C ( E ) telle que / o / = /. Montrons que : 

E = Ker (/) © Im (/) 

par analyse-synthese. Soit u e E fixe. 

(a) Unicite 

Supposons quell =~v +~w avecl? e Ker(/) etlc e Im(/). Alors Jw i tel que 
f(wi) = "w. En composant par / : 

f(w) = /°/(»l) = f(w\)=~w 

=/ 

De plus 1? e Ker (/) done f^v\= 0 . / etant lineaire : 

/("«) =f(v) + ffi>) =~w 



Ceci prouve 1’ unicite de (l/,ln). 

(b) Existence 

Posonsln = / (if) etlf =~u - / (it). On a alors : 

"tn 6 Im (/) 

/(~n) = /(!<)- /_°/ (u) =~0 done If e Ker(/) 

=/ 

if + In =lf-/(li)+/(lf) =lf 
d’ou l’existence de (if, In). 
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On a ainsi demontre que, pour tout u e E, 

3! G Ker (/) x Im(/) tels que 1? = ~v + ~w 

c’est-a-dire : 

E — Ker (/) © Im (/) 

II en resulte de plus que : 

Vlt G E,f{u)-~W = ~U hn(f) 

done que / est la projection sur Im (/) de direction Ker (/) ■ 

Exemple 

Dans R 3 , on definit : 

F = {(x, y, z) g R 3 |x + 3y - z — o} 

G = Vect((l, -1, -1)) 


1. Montrer que F et G sont supplementaires dans R 3 

2. Soit p la projection sur F de direction G. Determiner 1’ expression analytique de 
p dans la base canonique de R 3 , c’est-a-dire exprimer (. x',y',z ') en fonction de 
(x, y, z) lorsque p (x, y, z ) = (x', y', zf). 

Solution 

1. Soit u = (x, y, z) G R 3 . Procedons par analyse-synthese pour montrer que : 

3! tv,~i c) G Fx G tels quel? =~v +~w 

• JJnicite 

Supposons u =v +w avec : 

f l! =(x',y',z')€F 
\ ~w - 3(1, -1,-1) g G 


D’ou : 


~v = (x', y',z') e F x + 3y' - z' = 0 


u - v + 


x-x'+X 

y = y'-x 
z = z' - A 


=> x + 3y - z = x + 3y' - z' -A 

=o 


=> A = —x - 3y + z 


.P = x - A = 2x + 3 y — z 
y' = y + A = -x - 2y + z 
z' - z + A - -x - 3y + 2 z 
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D’ou : 

I 7 = (2x + 3 y — z, —x -2y + z,-x - 3y + 2 z) 

| ~w - (-x- 3y + z) (1, -1, -1) 

d’ou l’unicite. 

. Existence 

Definissons7 et ~w par (1). On a alors : 
v + w = u 

~w = (— x - 3y + z) (1, -1, -1) e G 
(2x + 3y - z) + 3 ( — x -2 y + z)~ (-x - 3y + 2z) = 0 done ~v G F 
d’ou l’existence. 

2. En 1., nous avons obtenu, pourl? e E, l’expression de (7,1?) e Fx G tels que : 

u — v + w 

D’apres la definition de p, projection sur F de direction G : 

p tu ) -~v 

done l’expression analytique de p est : 

x' - 2x + 3y - z 
■ y' — —x—2 y + z 
z' = -x - 3y + 2z 


Exemple 

Dans R 3 [X], / : ao + a\X + CI 2 X 1 +CI 3 X 3 t-> ao + a^X^ est la projection sur Vect(l,X 3 ) 
parallelement a Vect (x, X 2 ). 


5ymetries 

Definition - Symetrie 

Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplementaires de E. 

Vu e E, 3 ! ( 7 p,~u cj 6 F X G tels que ~u -~u p + ~u g 

On appelle symetrie par rapport a F parallement a G (ou de direction G) V application 
p : E — > E definie par : 

U I — > U f — U (j 
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Proposition 

Soient E un K -espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplementaires de E, s la 
symetrie par rapport a F de direction G. 

1. s = 2 p - Id/, oil p est la projection sur F de direction G, 

2. s est lineaire, 

3. F = Ker (s — Id^) : F est l’ ensemble des vecteurs invariants par s, 

4. G — Ker(.j + Id^) : G est V ensemble des vecteurs que s transforme en leur oppose, 

5. sos- Idg. En particular, s est un automorphisme de E 


Demonstration 

1. Pour tout it e E : 

s (it) =~u f -it g 

= 2 U F ~ (u F + U (j) 

= 2piTu\—~u 
= 2 p (it) - Idg (u ) 

Ceci prouve que s — 2p - Id/, , 

2. p et Id/,- etant lineaires, s — 2p - Id/, est lineaire, 

3. Utilisons s - 2p - Idg. 

p tu ) = ~u 
stu) = 2lt - it 

s (it) - it 

(s-Jd E )(lt)=l) 


u e F ■ 


Ainsi F = Ker (,v - Id/,) 


u tz G ' 


(it) = ~0 
(it) — 20 —it 
(it) - —it 

(s + ld E )(lt) = ~0 
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Ainsi G = Ker (s + Id/- ) 
4. Pour tout mg E : 


S o i ("m) = .S’ (.S' (~u jj 

= s(H F -H G ) 

— U f “h U G 
= U 


Theoreme - Caracterisation des symetries 

Soit f a XL (E). f est une symetrie si et seulement si : 

/ ° / = Id£ 

Dans ce cas, / est la symetrie par rapport a Ker (.s - Id/ ), de direction Ker(.s + Id/). En 
particulier : 

E = Ker (s - Id £ ) ® Ker (s + Id/) 


Demonstration - Posons p - \ (Id/ + /) et verifions que p est un projecteur. 

P ° P = ^ (Id/ + ff 

Id/ et / commutent, done d’apres la formule du binome : 

P ° P = ^ ddf. +2f + f of) 

Comme f ° f - Id/ : 

P ° P = ^ (2Id/ + 2/) 

= ^ (Id/ + f) = p 

ainsi p est un projecteur. De plus, p est la projection sur F, de direction G ou : 
F = Ker (p - Id/) 

= Ker(i(Id/+/)-Id/j 

= Ker|i(/-Id/)J = Ker(/-Id/) 

G = Ker (p) 

= Ker^(/ + Id/)J = Ker(/ + Idz) 

Exemple - Symetrie dans K 2 

L’ application K 2 — > K 2 definie par : 

(x, y) i-» (x, -y) 

est la symetrie par rapport a Vect ((1,0)) de direction Vect((0, 1)). 
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Exemple 

Montrer que F application / : R 2 IZ] — > M -2 [^] delink par : 

P(X) 1 — * P(-Z) 

est une symetrie et indiquer les sous-espaces qui la definissent. 

Solution 

1. / est lineaire 
En effet : 

VC p, Q) 6 (Riffl) 2 , Vd e R, (/(dP + 0) (Z) = (dP + g) (-Z) 

= dP(-Z) + Q(-X) 

= Uf(P) + f(Q))(X) 


2. Pour tout polynome P G R 2 [Z] : 

((/ ° f)(P)) (X) - (f{Q)) (X) on Q(X) - P(-X) 

= Q(-X) = P(— (— Z)) = P(Z) 

Done (/ o /)(P) = P . 

f o f = IdR 2 [x]. On en deduit que / est une symetrie par rapport a 
F = Ker (/ - Id R2[X] ) de direction G = Ker (/ + Id R2[x] ). 

Soit P(X) - a + bX + cX 2 G R 2 [Z], 

P e F <==> Vx g R, P(-x) = P(x) 

<=> Vx G R, a - bx + cx 2 = a + £>x + cx 2 
<=> Vx e R, 2£>x = 0 
<=> /;> = 0 <=> P - a + cX 2 

Done P = Vect ( 1 , Z 2 ) 

P(-x) = -P(x) 
a — bx + cx 2 - —a — bx — cx 2 
2a + 2cx 2 = 0 
<=> P = bX 


PeG 


Vx G R, 
Vx G R, 
Vx G R, 

a — c — 0 


Done G = Vect (Z) 

/ est la symetrie par rapport a Vect ( 1 , Z 2 j de direction Vect (Z). 
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Synthese 


Savoirs 

. Formule du binome 

Liens entre noyau/image et injectivite/surjectivite de 
1’ application lineaire, 

Savoir-faire 

Savoir montrer qu’une application est lineaire 

. Savoir determiner le noyau et l’image d’une applica- 
tion lineaire de dans K" ou (p, n) e [ 1, 4J 2 

Mots-cles 

. Application lineaire, 

. image, 

. endomorphisme, 
. automorphisme. 

. projection, 

. noyau, 

. sy me trie. 
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Tests de connaissances 


7.1 Parmi les applications suivantes, reconnaitre celles qui 
sont lineaires : 

l 2 -> R 2 

{x. y) (x + 2y + l,2x + y) 

, „3>2 ^ n3) 

u< 


h 


X l-> X 2 

R 2 R 2 

(x, y) i-> (x + y, xy) 


(x, y) i-> \x\ 


I R 2 -> R 2 

"' 5 1 (x, y) i-» (4x, 5 y) 

7.2 En admettant que les applications suivantes sont li- 
neaires, determiner leur noyau et leur image par une de 
leurs bases. 


0i 


R 2 -> R 2 

(x, y) i-* (2x + 5 y, -6x - 15z/) 



[ (x, y, z) i-> ( x + y, 2x + y- 3 z) 

7.3 Cocher les bonnes reponses lorsque cj designe 1" appli- 
cation g\ , puis P application g 2 du 7.2 
□ cj est injective. 


□ g est surjective. 

□ g est un automorphisme. 

□ g est un projecteur. 

7.4 Trouver une application lineaire de R 2 dans R 3 d’image 
engendree par ((-2, 0, 5) , (1, 3, 2)). 

7.5 Montrer que < p : P(A) i-» P(A- 1) - P(A) est un en- 
domorphisme de R 2 [X]. 

ip est-il injectif ? surjectif ? bijectif ? 

7.6 Vraioufaux? 

1) Un isomorphisme est un endomorphisme. 

2) Si / est un isomorphisme, son noyau est jo £ j. 

3) Si / est un isomorphisme alors / est un automor- 
phisme 

7.7 Soient E un espace vectoriel et p un endomorphisme 
de E. 

1) Montrer que p est un projecteur si et seulement si 
Id E - p est un projecteur. 

2) Preciser le noyau et 1' image de Id E - p par rapport a 
ceux de p. 


Bxercicee d’appUcation 


7.8 

On delink 1' application de R 3 dans R 3 par : 

V(x,y,z) 6 R 2 , f(x,y,z) = (x+2y+z,-2x+3z,8x+4y-13z). 
On admet que / est lineaire. Determiner Ker/ et Imf par 
une de leurs bases. / est-elle injective ? surjective ? Est-ce un 
automorphisme ? 

Si / est bijective, determiner l'expression de son automor- 
phisme reciproque. 

■ Applications lineaires sur des espaces de polynomes 


olconsidere/(^ 3[Z ^ Rra 

J \ P^> Q 

division de P par X - 3. 

1) Montrer que / est lineaire. 

2) Determiner Ker / et Imf. 


ou Q est le quotient de la 


7.10 

Soient les applications f et ip de R [Ajdans R [A] definies par : 
VP e R [A], 1 A (P) = P' et p (P) = XP. 

1) Montrer que 1 // et p sont deux endomorphismes deR [A], 
l'un injectif, F autre surjectif. 


2) Calculer i/joip - ipoifc. 

3) Montrer que Vn 6 N*, if/chp" - ip n oil/ = mp n ~ l . 

7.11 

Pour a reel non nul, on considere F application f a de R„ [A] 
dans lui-meme qui a un polynome P associe P (aX + 1 - a). 

1) Pour a. b reels non nuls, determiner fbOf a et pour n 6 N, 

( faf ■ 

2) Montrer que f a est un isomorphisme de R„ [A]. 

3) Determiner le noyau et l’image de f a 

7.12 D’apres EML 2008 

On note /, g. h les applications de R [A] dans R [A] definies 
par : pour tout P e R [A], 

/(P) = -p" + 2XP' + P, 
g(P) = 2AP - P', h (P) = P' . 

1) Montrer que / est un endomorphisme de R [A], 

On admet que g et h sont aussi des endomorphismes de R [A], 
et on note Id F application identique de R [A]. 

2) Etablir : goh = f — Id et hog = / + Id. 

3) En deduire que fog - gof = 2 g. 
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■ Exercices generaux utilisant noyau/image 

7.13 

Soit £ un K-espace vectoriel, / et g des endomorphismes de 
E tels que fog = gof. 

On dit qu’un sous-espace F de E est stable par I’endomor- 
phisme f si et seulement si /(F) c F, c’est-a-dire que 
Vx e F,f (x) 6 F. 

1) Montrer que Ker<y et I mg sont stables par / 

2) On suppose que E = Ker/ + Ker<y ; montrer que 
I mg c Ker/. 

7.14 

Soit F un K-espace vectoriel et / un endomorphisme de E tel 
que Imf = Vect^u^j aveclf t 0 . 

1) Montrer que : 3 A E K// 2 = Af. 

2) On suppose At 1. On pose g = / - Id E . Determiner 
un polynome P tel que P{g) = 0 _£(£>. Puis en deduire que g 
est un automorphisme de E et determiner son automorphisme 
reciproque. 

■ Projecteurs et symetries 

7.15 

Soient E un K-espace vectoriel , p et q deux endomorphismes 


de E. Montrer que les deux enonces suivants sont equiva- 
lents : 

1) poq = p et qop = q 

2) p et q sont deux projecteurs de meme noyau. 

7.16 D’apres Edhec 2009 S 
On note E - K. 2 „+i [K] 

Pour tout k s JO, 2 n + 1J, on admet que l’expression 
X 2n+l x designe le polynome X 2l,+1 ~ k . 

On note / P application qui a toute fonction P de E associe la 
fonction /(F) definie par : /(F) = X 2n+l p{^. 

1) Montrer que / est un endomorphisme de E. 

2) Verifier que fof = Id E ■ Que peut-on en deduire ? 

2 / 1+1 

3) Soit F = 2 a t X k un polynome quelconque de 

k= 0 

Ker (/ - Id E ). 

Montrer que les a * pour 0 < k < 2n + 1 sont solutions du 
systeme : dk E JO, n |] , a t . = a 2 n+i-A'- 
En deduire une base de Ker (/ - Id E ). 

4) Determiner de la meme fa§on une base de Ker (/ + Id E ). 

5) Conclure en decrivant /. 


Exercices d’approfondissemervt 


7.17 

Soit E un K-espace vectoriel tel que E t (O^) et / un endo- 
morphisme de E, non identiquement nul, tel que / 3 = -/. 

1) En raisonnant par analyse-synthese, montrer que 
E = Ker / © Imf. 

2) On note / la restriction de / a Imf. Montrer que / est un 
automorphisme de Imf. 

3) Montrer que Imf contient au moins une partie libre 
de deux vecteurs. Pour cela, on pourra montrer que si 
x E Imf - |0 £ j, la famille (x, f (x)) est libre. 

Que peut-on en deduire ? 

7.18 

Soit /, application lineaire d'un espace vectoriel £ verifiant : 
f 2 - 5 / + 6 Id E = 0 ou 0 designe l’endomorphisme nul de E. 
Montrer que : £ = Ker (/ - 2 Id E ) © Ker (/ - 3 Id E ). 

On pourra proceder par analyse-synthese. 

7.19 

Soient p et q deux projecteurs de l’espace vectoriel £. 0 de- 
signe P endomorphisme nul de £. 


Montrer qu’on a equivalence entre les enonces suivants : 

1) (p + q ) est un projecteur. 

2) poq + qop = 0 

3) poq = qop = 0 

4) Imp C Ker q et Imq C Ker p 

Montrer qu’alors Im(p + q) = Imp © Imq et que 
Ker (p + q) = Ker p n Ker q. 

7.20 D’apres Essec 2011. Centre de £. (£) 

Soient n E N*, £ un K-espace vectoriel possedant une base 
S = (e i, ^ 2 . • • • , e n ) et u un endomorphisme de £. 

1) On suppose que pour tout vecteur non nul x de £, u (x) est 
colineaire a x. Montrer que u est une homothetie. 

Pour cela, on pourra considerer le vecteur e\ + ei + • • • + e n . 

2) Si v est un endomorphisme de £ commutant avec tous les 
projecteurs, montrer que v est une homothetie. 

On pourra pour cela considerer e, vecteur non nul de £, G 
un supplementaire dans £ de Vect(e), et p la projection sur 
Vect(e ) parallelement a G. 

3) Determiner C = |d e£ (£) |V« E £. (£) , uov = vou ). 
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7.1 


• /i (-1) = 1 = /i (1) • On n’a done pas fi (-1) = -/i (1). 
Done fi n’est pas lineaire. 

• fi (0, 0) = (1, 0) ^ (0, 0) done f 2 n’est pas lineaire. 

. f 3 (1, 1) = (2, 1) et f 3 (-1,-1) = (-2, 1) t -f 3 (1, 1) 
done f 3 n'est pas lineaire. 

. / 4 (1,1) = 1 = / 4 (-1,-1) done / 4 (-1,-1) * -/ 4 (1,1), 
done / 4 n'est pas lineaire. 

. V (7 ,7) s (R 2 ) 2 , VdeR, 

u = (x,y) et v = 

fs (Xu + ~v ) = f 5 (Ax + xi , Ay + iji ) 
fs (Xu +1?) = (4 (Ax + x \) , 5 (Ay + y i)) 

/ 5 (/fit +7) = (4 Ax + 4xi, 5 Ay + 5yi ) 
fs (dlt +lt) = A (4x, 5y) + (4x 1 ,5y 1 ) 

/sC") fs (X) 

f 5 (/lit +lt) = Af 5 (it) + f 5 (it) 

On a prouve que f 3 est lineaire. 


l)lt = (x,y) 6 Ker cji <=> g t (x,y) = (0,0) 
u e Kergi <=> 


2x + 5y = 0 
-6x - 15i / = 0 


u 6 Kergi 



u e Kergi <=>«=- (5,-2) 

On en deduit que Kergi = Vect( 5, -2) 

Imcji est engendre par les images de la base canonique de ] 
Imgi = Vect[gi (1,0), gi (0, 1)] 


Imgi = Vect 
2 ) u = (x, y, z) 6 Ker g 2 <=> 


(2, -6), (5, -15) 

V 2(1-3) 5(1, -3) 


= Vect( 1,-3) 


x + y = 0 
2x + y - 3z = 0 


it 6 Ker 02 

' L 2 



x + y = 0 
x - 3z = 0 



— > —> I x \ —> x 

u e Ker g 2 o u = (.r, -x, — j « m = — (3, -3, 1) 

On en deduit que Ker 92 = Kcct (3, -3, 1) 

/m(/ 2 = Vect [g 2 (1, 0, 0) , g 2 (0, 1, 0) , g 2 (0, 0, 1)] 

Img 2 = Vect [(1, 2) , (1, 1) , (0, -3)] 

Img 2 = Vect [(1, 2) - 2 (1, 1) , (1, 1) , (0, -3)] 


Img 2 = Vect [(-1,0), (1,1), (0,-3)] 
Img 2 = Vect [(1,0), (0,1)] = R 2 


7.3 


• Ker = Vect( 5,-2) t {(0, 0)} done g\ n’est pas injective. 
En particular, g\ n’est pas bijective, done n’est pas un auto- 
morphisme de R 2 . 


Imgi = Vect( 1,-3) t R 2 done <71 n’est pas surjective 
Par ailleurs, giogi (1,0) = gi (2, -6) = (-26, 78) 

Done giogi (1,0) * 0i (1,0) = (-2,6) 

Done giogi t g 1, ce qui prouve que gi n’est pas un 
projecteur. 

• Ker 32 = Vect( 3,-3, 1) { (0, 0, 0)} done g 2 n’est pas 

injective. 

I mg 2 = R 2 done g 2 est surjective. 

g 2 : R 3 — ^ > R 2 , done son espace de depart et son espace d’ar- 
rivee ne sont pas les mernes et on ne peut pas parler d’« au- 
tomorphisme », ni de projecteur pour g 2 ; de toute fa§on, g 2 
n’etant pas injective, n’est pas non plus bijective et ce n'est 
pas non plus un isomorphisme. 


((1,0), (0, 1)) est la base canonique de R 2 . 

Soit / une application dont l’image est engendree par 
((-2, 0,5), (1,3, 2)), 

alors Imf = Vect (/ (1, 0) , / (0, 1)). 

7(1,0) = (-2,0,5) 

/(0,1) = (1,3,2) 
application lineaire de R 2 dans R 3 , qui convient. Voyons son 
expression : 

Pour (x,y) s R 2 , f (tc,y) = xf ( 1,0) + yf( 0, 1) 
f(x,y) = x(-2, 0,5) + 1/(1, 3,2) 


Les conditions 


definissent une unique 


/ ( x , y) = (~2x + y , 3 y, 5x + 2y) 

Remarque - / n’est pas unique On pourrait par exemple 
echanger les images de (1, 0) et (0, 1). 


7.5 


Remarquons que l’ecriture P(X - 1) designe une composee, 
et qu’a priori, si P 6 R 2 [X], <p(P) 6 R[X], e’est-a-dire 
^iRzm^RtA:] 

• Montrons que 1 p est lineaire : soient P, Q dans R2 [X], A 6 R, 
alors 

ip (AP +Q) = (AP+Q)(X- 1) - (AP + Q) (X) 

Par definition des operations sur les polynomes, 
ip (AP + Q) = AP(X- 1) + Q(X- 1) - AP(X)- Q (X) 

= /l [P (X - 1) - P 00] + [Q (X - 1 ) - Q (X)] 

< p (AP + Q) = Aip (P) + 1 p ( Q ), done 1 p est lineaire. 
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(lJJ 2 ) est une base de R 2 [X], aussi calculons les images 
de X k ou 0 < k < 2 : 

</j(x°) = ^>(1) =1-1=0 

<p(X) = (X- 1)-X = -1 

tp (x 2 ) = (X - l ) 2 - X 2 = — 2 X + 1 . 

limp = V ect (1) , tp (X) , ip (x 2 )) 

Imp = Vect{- 1,-2X + 1) = Vect{\,X) = Rj [X] 
limp = Rj [X] c R 2 [X]. 

ip, lineaire et a valeurs dans R 2 [X], est un endomorphisme 
de R 2 [X]. En revanche, limp t R 2 [X], done ip n'est pas sur- 
jective, ni bijective. 

De plus, nous avons vu que ip(\) = 0, done i p n’est pas 
injective. 


7.6 


1) VRAI si l’espace de depart et l’espace d’arrivee sont iden- 
tiques, FAUX dans le cas contraire, puisqu'un endomorphisme 
a merne espace de depart et d’arrivee. 

2) VRAI car un isomorphisme est bijectif, done injectif, done 
verifie que son noyau est jo £ j. 

3) VRAI si l’espace de depart et l’espace d’arrivee sont iden- 
tiques, FAUX dans le cas contraire. 


7.7 


1 ) * p etant lineaire, p est un projecteur si et seulement si 
pop = p. Alors d’une part, Id E - p est lineaire, d’ autre part 
(Id E - pf = Id E - 2 p+ pop = Id E - p 

=p 

Done Id E - p est un projecteur. 

Done (1) p projecteur=> Id E - p projecteur. 

* Reciproquement, p = Id E - (Id E — p ) ; en appliquant (1) a 
Id E - p, on obtient que ; 

Id E - p projecteur=> p projecteur. 

D’ou 1" equivalence. 

2) Ker ( Id E - p) est 1’ espace des vecteurs invariants par p, qui 
est un projecteur, done Ker (Id E — p) = Imp. 

Comrne p = Id E - ( Id E - p), Ker (p) = Im ( Id E - p). 


Notons u = ( x,y,z ) et u' = {x',i/,z') deux vec- 
teurs de ] 

1 x' = x + 2y + z 
y' = -lx + 3 z 
z! = 8 x + 4 y- 13z 


u' 6 Imf <^>Fe systeme (5) possede au moins une solution. 
c"est-a-dire est compatible. Utilisons la methode du pivot et la 
notation sous forme de tableau : 


'12 1 



'-2 0 3 

y'\ 

-2 0 3 

y' 

L\ Z>2 

1 2 1 

x' 

, 8 4-13 

z' > 


, 8 4-13 

z' J 


-2 0 3 
0 4 5 
l. 0 4 -1 


y 

2x' + y' 
z' + 4 y' 


'-2 0 3 

y’ 

0 4 5 

2x' + y' 

, 00-6 

-2x' + 3 y' + z' , 


Li ^ — 2L 2 + b[ 
i — Lt, + 4 b\ 


l . : I — L. 3 — /. 


( -2x +3z = y' 

(5) <=t> < 4 y +5z = 2x1 + y' 

1 - 6 z = -2x J + 3 y' + z' 

Les coefficients diagonaux, en bleu, du systeme sont tous 
non nuls ; (5 ) a done une solution unique quelle que 
soit la valeur de ( x',y',z ') 6 R 3 . On a done montre : 
V(V,t/',z') 6 R 3 ,3! (x,y,z) € K?/f{x,y,z) = (x',y’,z!) 

f est done bijective, et par consequent injective et surjective. 
/ est un automorphisme de R 3 . 

Pour obtenir l’expression analytique de / _1 ,il suffit de re- 
soudre (5). 

i-y ' + 3z) 


(S)« 


y = j (2x' + y' - 5z) 

z = 7 (2x - 3 y’ - z') 
o 


x = - ( 2 .v' - 5 y' - z') 

(5) \ y = L (2x' + 21 y' + 5 z') (*) 

z = 7 (2x - 3i / - z) 
b 

f ( x , y, z) = (V, (/', z') <=> (x, y, z) = / _1 (V, y\ z') 

/ _1 est done definie par / _1 : (x, y, z) i-» (x\,y\,zi) ou : 

Xi = i (2x -5 y-z) 
yi = ^4 ( 2x + 2h J + 5 z) 

zt = 7 (2x -3 y-z) 
o 


1) Soient P,P i dans R 3 [X], A e R, 

par definition de la division euclidienne des polynomes, quand 
on divise P par (X - 3), le reste est de degre < 1, i.e. le reste 
est un polynome constant, doncBn 6 R JP = (X - 3) Q + a. En 
remplagant X par 3 dans cette egalite, on obtient : a = P (3) 

/ (P) etant le quotient de la division de P par X - 3, 

Q = f{P)<*P = {X-3)Q + PQ) 


189 



CORRIGES 


Applications iineaires 


Qi =/(Pi)«Pi =(X-3)Q l + P l (3) 

Par combinaison lineaire, 

AP + Pi = (X-3)(AQ + Q l ) + AP(3)+Q(3) 

polynome de degre < 1 

Par unicite du quotient et du reste dans la division euclidienne, 
on en deduit que /1<2+<2 i est le quotient de la division de AP+P\ 
par ( X - 3), c’est-a-dire que AQ + Q\ = f(AP + Pi), ce qui 
prouve que / est lineaire. 

2) * Determinons le noyau de / : 

P 6 Ker / « f(P) = 0<»g = 0<^P = P( 3) 

P 6 Ker / <=> P est un polynome constant 
Done Ker / = R 0 [X], 

* Montrons que Imf c R 2 [X] : 

Soit Q G R 3 [X], 

Q e Imf 3P 6 R [X]/P = (X - 3) Q + P( 3) 

degO 

Mais d°P < 3 =i> d°Q < 2 => Q G R 2 [X] 

Done 7m/ c R 2 [37] 

* Montrons que R 2 [X] c Imf : 

Reciproquement, soit Q G R 2 [37], posons P = (X - 3) Q, alors 
Q est le quotient de la division de P par 37-3, avec un reste 
nul. Done Q = f (P) 

done 3P e R 3 [37] IQ = f (P), done Q G Imf. 

Done R 2 [X] c Imf. 

* On conclut que Imf = R 2 [X]. 


7.10 


1) La derivee d’un polynome a coefficients reels est un poly- 
nome a coefficients reels, done f est a valeurs dans R [X]. 

V (P, Q) 6 (R[X]) 2 ,Vd 6 R, (AP+QY = AP' + Q done 
i/' (AP + Q) = Aif (P) + f (Q) ; ainsi if est lineaire. 

R [X] etant stable par le produit, ip est a valeurs dans R [X]. 
ip (AP + Q) = X (AP +Q) = AXP + X<2 
<P (AP + Q) = Aip(P) + (p(Q) 

Done i p est lineaire. 

On a montre que if et ip sont des endomorphismes de R [X]. 

* De plus, en notant 0 le polynome nul, VP e R [X] , ip (P) = 

0=>XP = 0^ P = 0 

xYo 

Done Ker ip = {()} et ip est injectif. 

* Montrons que i // est surjectif : Soit P 6 R [X], on peut ecrire 
pour tout x 6 R, 


P (x) = a 0 + a iX H h a„X" ou neN,a 0 ,«i,-" , a„ sont reels ; 

posons Q (x) = ciqX + ^ X 2 + • • • + ^jX' i+1 . 

Ainsi defini, Q est un polynome, qui verifie : 

Vx 6 R, Q' (x) = P (x) ; done i//(Q) = P. 

On a montre que : VP 6 R [X] , 3Q s R [X] /i/r (Q) = P 
done f est surjectif. 

2) (fop - pof) (P) = f (XP) -ip(P’) 

(fop - pof) (P) = (XP)' - XP' = (P + XP') - XP' 

(fop - pof) (P) = P = Id R[X ] (P) 

Cette egalite est valable pour tout P 6 R [X], done 
fop - pof = 7c 7 e[X ] 

3) Montrons par recurrence sur n G N* que 
fop" — p "of = npP~ l 

* Pour n = 1, fop - pof = 7t7 E [x] et np"~ l = 1 x p° = IdwpQ ; 
la propriete est vraie. 

* Supposons fop " - p"of = np n ~ l , alors 

fop l,+l - p" +l of = (fop" - p"of) op + p"o (fop - pof) = 
np"~ l op + p"oIdR[xi = np" + p" = (n + 1) p". 

On a bien montre par recurrence que pour tout n G N*, 
fop" — pt'of = np" -1 . 


7.11 


1) Soient (a, b) g (R*) 2 , P s R„ [X], 

fbofa (P) = f b (Q) = Q (bX + 1 - b) en notant Q = f a (P) 
fbofa (P) = P (a (bX + \-b)+\-a) 
fbofa (P) = P (abX + a - ab + 1 - a) 
fbofa (P) = P (abX + I - ab) = f ab (P) 

On en deduit que f b of a = f ab . 

Par recurrence, montrons que in g N ,(f a )" = /„« 

* Si /; = 0 

VP G R„ [X] , f a o (P) = fi (P) = P (X) = P 
Done f a o = 7<7 r„[x] = (fa)° 

* Si on suppose que (f a )" = f a n, alors 
(f a ) n+l = (faT Of, = fanOf a = f a ,. xa = /„„ + 1 
On en deduit que in G N ,(f„)" = f a «■ 

2) Soit a 6 R*. 

* V (P, Q) G (R„ [X]) 2 ,V,1 G R, 

fa (AP + Q) = (AP + Q) (aX + I -a) 

Par definition des operations sur les polynomes, 
fa ('IP +Q) = 7P (aX+ 1 - a) + Q(aX+ 1 - a) 
fa (AP +Q) = Af a (P) + f a (Q) 
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Done f a est lineaire. 

* a etant non nul, R = aX + 1 - a est de degre un ; si P 6 R„ [X], 
deg (P) < n, deg ( PoR ) < n. done f a est a valeurs dans R„ [X]. 

* De plus, d’apres la question 1, f a ofi = fi = Wr[x] et 
/l °fa = fl = Wr[X| 

done f a est bijectif, de reciproque f\ . 

On a montre que/, est un isomorphisme de R„ [X], 

3) f a etant bijectif, est injectif et surjectif, done Ker (/„) = jOj 
et Im (fa) = R„ [X], 


7.12 


1) V (P, Q) 6 (R [X]) 2 , V/l 6 R, 

f(P + AQ) = -(P + AQ)" + 2 X(P + AQ)' + P + AQ 
f(P + AQ) = -P" - AQ" + 2 XP' + 2AXQ' + P + AQ 
f(P + AQ) = -P" + 2 XP' + P + A (-Q" + 2XQ' + Q) 
f(P + AQ) = f(P) + Af(Q) 

Done / est lineaire. De plus, R [X] etant stable par la derivation, 
le produit et la somme, VP e R [X] , / (P) 6 R [X], 

Ainsi, /, lineaire et a valeurs dans R [X], est un endomorphisme 
de R [X] 

2) VP € R [X] , goh (P) = g (P'j = 2 XP' - P" 
goh (P) = (-P" + 2 XP' + P) - P 

goh (P) = / (P) - Id (P) = (/ - Id) (P) 

Done goh = f - Id. 

VP 6 R [X], hog (P) = h (2 XP - P') = (2 XP - P')' 
ftog (P) = 2P + 2XP' -P" = P + f (P) 
hog (P) = W (P) + / (P) = (M + /) (P) 

Done /togr = Id + f. 

3) On deduit de la question 2 que / = goh + Id et que 
/ = hog - Id ; d'ou 

fog - gof = (goh + Id) og- go (hog - Id) 
fog — gof = gohog + g — gohog + g = 2g 


7.13 


1) * Soit x 6 Ker g, g(x) = 0 E , done fog(x) = f(0 E ) = 0 E - 

Mais gof = fog, done gof (x) = 0 E , done g [f (x)] = 0 £ , done 
f(x) 6 Kergr 

On a montre que Vx e Ker g,f(x) 6 Kergr. Done Ker g est 
stable par /. 

* Soit y 6 Img, alors 3x e E/g = g (x). 


Alors f(y) ■■ 


f(g(x )) = 

gof=fog 


g (f(x)) 

£lmg 


On a montre que Vi/ 6 Img,f(y) 6 Img. Done Img est stable 

Par / 

2) Si E = Ker / + Kergr.soit y s Img, 3x e E/y = g(x) 

Mais comme E = Ker / + Ker g, 

3 (a, b) 6 Ker / x Ker g/x = a + b. 

Alors y = g (a + b) = g (a) + g(b) ; done 

=0 car beKerg 

f(y) = f (g (a)) = g (f (a)) = 0 £ 

=0 E car aekerf 

On a prouve que Vi/ 6 //wry, i/ e Ker/. 

Done Tm# c Ker/. 


7.14 


1) Imf = Vect^u^j aveclr ^ 0, done 

VI: 6 E,f^x^j 6 done 

V~7 6 £, 3ck 7 e K//(/v) = O'-flr. 

/ etant lineaire, f 2 ("x) = a-ff^u^j 

En notant /(7?) = AIu, f 2 ("x) = Aa-fit = /l/(~x). 

On a montre que 

3 6 K, 7x 6 P// 2 (~x ) = Af (x ) 

independant de V 
Done f 2 = Af. 

2) On a At 1 ', g = f — Id E . done / = g + /(/?. 

L’egalite de la question 1 s’ecrit successivement : 

• (g + Id E f - A (g + Id E ) 

• g~ + 2g + Id E = d (g + Id E ) 

■ g 2 +(2-A)g = (A- l)Id E 

Mais par hypothese, A — 1 t 0, done 

g° [ rh (g + (2 - A) Id E )] = Id E 

Et de fa§on analogue, [-577 (V + (2 - A) Id E )] ory = Id E 

Ceci montre qu’en posant h = (g + (2 - A) Id E ), on a : 
goh = hog = Id E , et que g est bijective. 

g = / - etant de plus lineaire est un automorphisme de E. 


7.15 


Condition necessaire : Supposons que poq = /; et qop = q ; 
alors pop = pory op = po ryop = poq = p. 

=p =9 

p etant lineaire, p est un projecteur. 

p et ry jouant des roles symetriques, q est aussi un projecteur. 
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De plus, Vx 6 E, si p(x) = 0 £ alors qop ( x ) = Og done 

=q 

q ( x ) = 0 £ , done a 6 Kerg. 

Ceci montre que Vx 6 Kerp, x £ Ker q. 

C’est-a-dire que Ker p c Kerp. 
p et g jouant des roles symetriques, on a aussi : 

Kerry c Kerp. 

Done Ker p = Ker q. 

• Condition suffisante : Si p et q sont deux projecteurs de 
meme noyau, d’apres les proprietes des projecteurs, E = 
Imp © Ker p ; done 

Vx 6 E, 3 ! (y, v) £ Imp x Ker p/a = y + v. 
p (a) = p (y) + p (v) ; comme p 6 Imp, p(y) = y d’apres les 
=o E 

proprietes des projecteurs. 

Done x = p (a) + y avec v £ Ker p = Ker q ; done 
q( a) = qop (a) + <y(u) = qop(x). On a ainsi montre que 
Vx e E,q(x) = qop{x), done qop = q. De fa§on analogue, 
on montre que poq = p. Done la condition 1 est verifiee. 


7.16 


1) Soit PeE, 

2n+l 

3 (a 0 , • • • , a 2n+l ) £ R 2 " +2 /P = £ a k X k . 

k = 0 

2«+l - 2n+l 

/(/>) = X 2n+1 V a k — = V a*X 2n+1 -* 

*=0 A *=0 

Effectuons le changement d’ indice j = 2n + 1 - k : 

2n+l 

/(/>)= E done / (P) 6 E. 

i = o 

/ est done a valeurs dans E. 


Soient P 2 dans £, 3 € R, 

/(p + d0 = z 2 " +i (p+de)|^J 

= + ^ 2n+1 e(|) = f(P) + *f(Q) 

done /est lineaire. Etant a valeurs dans E, f est un endomor- 
phisme de E 

2) Soit P £ E, 

fof(P) =f{Q ) en posant / (P) = Q(X) = X 2 " +1 p(|) 



v2/i+l ^ p 

1 

U/ 

~ A x 2n+ 1 r 

T 

'-I 2 


fof (P) = P, valable pour tout P £ E. 


done fof = Id E . 


On en deduit que / est une symetrie et en particular un auto- 
morphisme de E. 

2n+\ 

3) Soit P = a k X k £ Ker (/ - Id E ), on a alors /(P) = P. 

k= 0 

En reutilisant le calcul de la question 1, 

2 n+ 1 2 n+ 1 

E a 2n+l-kX k = E C, k^ k 

k= 0 k= 0 

Ces deux polynomes, egaux, ont memes coefficients. 

Done Vfc £ JO, (I || , Ok = fl 2 n+l-yfc 

Un polynome P de Ker (/ - Id E ) s’ecrit done : 

a 0 + chX + • • • + a n X" + a„ X n+1 + • • • + cqX 2 " + a 0 X 2n+1 

P = a 0 (l + AT 2 " +1 ) +ai(x + X 2n ) + ---+a n (x n + X ,,+1 ) 

Ker (/ - Id E ) = Vect (l + X 2n+1 ,X + X 2 ", ■■■ ,X n + X l,+1 ) 

La famille (x A + X 2 " +l _t ')^ ^ engendre done Ker (/ - Id E ). 

Comme e’est une famille echelonnee en degres de polynomes 
non nuls, elle est fibre. 

(x k + X 2n+1 ~ A ) est done une base de Ker (/ - Id E ). 

2n+l 

4) Soit = ]T c 'kX k £ Ker (/ + Id E ) 

k= 0 

En raisonnant comme a la question 3, on obtient : 

2 n+ 1 2 n+ 1 

f(P) = -Ppuis 2 ai n +\- k X k = - 2 a k X k 

k=0 k= 0 

D’ou 'Ik £ JO, nfl , 02 ,,+i-k = -Ok 
Un polynome P de Ker (/ + Id E ) s’ecrit done : 

a 0 + a { X + • • • + a„X n - a n X n+1 cnX 2 " - a 0 X 2 " +1 

P = a 0 (l- X 2n+l ) + en (X - X 2 ") + • " + a n (x n - X ,,+1 ) 

Ker (/ - Id E ) = Vect (l - X 2n+ \ X - X 2n , ■ ■ ■ ,X" - X ,,+I ) 

La famille [x k - X 2n+l _t ')^ ^ engendre done Ker (/ + Id E ). 

Comme e’est une famille echelonnee en degres de polynomes 
non nuls, elle est fibre. 

(x k - X 2,i+1_ *) est done une base de Ker (/ + Id E ). 

V /i-e[0,n] J £ 

5) / est une symetrie, e’est done la symetrie par rapport a 
Ker (/ - Me) parallelement a Ker (/ + Id E ). 

Done / est la symetrie par rapport a Vect + x 2 " +1_A ’^ ^ ^ J 

parallelement a Vect |(x A - X 2l,+1 J- 


7.17 


1) Soit u £ E ; prouvons par analyse-synthese que : 
3 ! ( y , u) 6 Imf x Ker f/u = y + v. 
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Unicite : Si (y, v) existe, alors y 6 Imf , done 3x e E/y = / (x). 
Ainsi u = /(x) + v, par linearite de f 2 , 

f 2 (u) = f (x) + = -/ (-*) = -y 

= Of car ueKer / 


D’ou 


y = -f 2 { u ) 

V = u + f 2 (u) 

D’ou l'unicite du couple (y, v). 

Existence : Posons y = - / 2 (m) et v = u + f 2 (u). 

( y + v = u 
y = f (-/ ( u )) e Imf 
f (v) = / (m) + / 3 (m) = Of done v e Ker / 

D'ou l’existence du couple (y, v). 

Conclusion : Vi/ € £, 3! (y, v) e Imf x Ker f/u = z/ + v 
C’est la definition de E = Ker/© Imf. 

Imf — > Imf 
u / (m) 


2 )/ 


. Done / est lineaire comme /. 


On en deduit que si x 6 Imf- 10 £ ), la famille (x, / (x)) est fibre. 

On en deduit que Imf contient une famille fibre de deux vec- 
teurs. 


E = Ker (/ - 2Idg) © Ker (/ - 3 Id E ) est equi- 
valent a : pour tout x 6 E , 

3! (y, z) e Ker (/ - 2W £ ) x Ker (/ - 3 Ids) lx = y + z. 

x € E etant donne, prouvons par analyse-synthese cette pro- 
priete : 

Unicite : Supposons qu’il existe y e Ker (/ - 2 Me) et 
z 6 Ker (/ - 3 Id E ) tels que x = y + z. 
y 6 Ker (/ - lldg) se traduit par f(y) = 2 y. 
z e Ker (/ - 3 Id E ) se traduit par / (z) = 3z. 

Par linearite de /, / (x) = / (j/) + / (z) = 2;/ + 3z 


On dispose alors du systeme : (S’ ) 


y + z = x 
2y + 3z = f (x) 


* Soit « 6 Ker/, alors u 6 (Ker/) n {Imf) = |0 £ ) 
done u = 0 E , Ker / = |0 £ j, done / est injective. 

* Montrons que / est aussi surjective : 

Soit y 6 Imf. 3x e E/y = /(x). 

Mais on a vu que E = Ker / © Imf, done 
3 (u, v) € Imf x Ker //x = u + v 


y = f (x) = f {u) + f (y) = f («) _ /(«) 

S ^ ^ uGlm f 

=0e 

Ainsi Vi/ 6 Imf,3u e Imf/y = /(u). 

Ceci montre que / est surjective 

Conclusion : /, lineaire et bijective, est un automoiphisme 
de Imf. 

3) / n’etant pas l'application nulle, on peut trouver 
x 6 Imf - |0f), x n’etant pas le vecteur nul, 
x et / (x) sont colineaires si et seulement si 33 e R // (x) = 3x. 
Par l’absurde, supposons que ceci est realise : alors 
/ 3 (x) = 3/ 2 (x). 

Or / 3 = -/ done -fix) = 3/ 2 (x); par linearite, 

/(x + 3/(x)) = Of, done x + 3/(x) e Ker/ 

Mais x +3 /(x) 6 Imf \ 

eIl "f elmf 

done x + 3 f{x) 6 (Ker/) n {Imf) = {Of ) 
done x + 3 /(x) = Of, d’ou (3 2 + I j x = Of, 

_ ' lj; *ocar>l>0 

d’ou x = Of, ce qui contradictoire avec l’hypothese. 


(si =, {"‘ir/? 

Li — iL\ - L. \ - = 

Ei s — Ei — 2L{ 

D’ou l’unicite du couple iy.z). 

Existence : Posons y = 3x - f (x) et z = / (x) - 2x. 

Alors y + z = (3x - / (x)) + (/ (x) - 2x) = x. 

De plus, nous allons utiliser f 2 - 5/ + 6Id E = 0 : 

Calculons 

(/ - 2 Id E ) (y) = (/ - 2Id E ) Ox - f (x)) 

= (/ - 2Id E ) {(3Id E - f) (x)) 

= (/ - 2Id E ) o (3Wf - /) (x) 

= - (/ 2 - 5/ + 6Wf ) (x) = 0 (x) = Of 

=o 

De fagon analogue, 

(/ - 3 Id E ) (z) = (/ - 3Wf ) (/ (x) - 2x) 

= if - 3Id E ) o if - 21 d E ) (x) 

= (/ 2 - 5/ + 6Wf ) (x) = 0 (x) = Of 

=o 

Ces calculs prouvent que i/ e Ker (/ - 21 d E ) et que 
z 6 Ker (/- 3Wf). 

i/ et z verifient done les conditions requises, d’ou l’existence du 
couple (y, z). 

Conclusion : Ker (/- 2Id E ) et Ker (/- 3/rff) sont supple- 
mentaires dans E. 
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7.19 


Rappelons que la composition (ou loi o) n’est pas commuta- 
tive dans £(E). Et qu’en general, poq t qop. 

• Montrons que (1) <=> (2) : 

p et q etant des projecteurs, sont Iineaires, done (p + q) est 
lineaire. De plus,pop = p et qoq = q. 

On a equivalence entre les enonces suivants : 

- (p + q) est un projecteur. 

- ( p + q)o(p + q ) = p + q. 

- pop + poq + qop + qoq = p + q. 

- p + poq + qop + q = p + q 

- poq + qop = 0 

D’ou I’ equivalence de (1) et (2). 

• Montrons que (2) <=> (3) : 

Si (2)est vrai, poq + qop = 0, done po(poq + qop) = 0, 
done pop oq + poqop = 0, done poq + poqop = 0 (L) 

=p 

Par ailleurs, ( poq + qop ) op = 0, done poqop+qo pop = 0, 

=p 

done poqop + qop = 0 (L') 

D'apres (L) et (L'), -poqop = qop = poq 

On a montre que qop = poq et par hypothese, qop + poq = 0, 

done 2 qop - 0, done qop = poq = 0. 

Done (3)est vrai. 

Reciproquement, (3) => (2) par addition. 

On a bien montre l’equivalence de (2) et (3). 

• Montrons que (3) <=> (4) : 

On a equivalence entre les enonces suivants : 
poq = 0 

- V* e E,p(q (x)) = 0 E 

- V.y 6 E, q (x) e Ker p 

decrit imq 

- Vp G Imq , y G Ker p 
Imq c Ker p 

Ceci montre que poq = 0 <=> Imq c Ker p. 
p etq jouant des roles symetriques, on a de meme : 
qop = 0 «=> Imp C Kerg 
l’equivalence de (3) et (4). 

Supposons a present que ces quatre conditions sont verifiees. 

• Soit y 6 Imp 0 Imq , d'apres (4), y e Ker/?, done p(y) = 0 £ . 
De plus, p etant un projecteur, y, element de Imp, est inva- 
riant par p, done p(y) = y 

Done y = 0 E - Ceci montre que Imp 0 Imq c jOe) 

L" inclusion inverse etant evidente, Imp n Imq = {0 £ j 
Done Imp et Imq sont en somme directe. 


Montrons que Im (p + q) = Imp © Imq. 

Soit y 6 Im (p + q), 3x 6 E/y = (p + q) (x), d'ou 

y = pW + «W 

elmp £lmq 

done y e Im (p) + Im (q). Done Im(p + q) c Im (p) © Im ( q ). 
Reciproquement, soit y e Im (p) © Im ( q ) 

3 Oi, x 2 ) S E 2 ly = p (xi) + q (x 2 ) 

P(y)= pop (y0+ poq (x 2 ) = p(x 0. 

p 0 

p et q jouant des roles symetriques, q(y) = q ( x 2 ). 

Ainsi y = p(y) + q (y) = (p + q) (y) done y e Im (p + q). 
Ceci prouve que Im (p) © Im (q) c Im (p + q). 

Conclusion : Im (p) © Im (q) = Im (p + q). 

Montrons que Ker (p + q) = Ker p n Ker q. 

Soit x G Ker p n Kevq, alors p(x) = 0 e = q (x), done 
(p + q) (x) = p (x) + q (x) = 0 £ , done x 6 Ker (p + q). 

Soit x G Ker (p + q), alors p (x) + q (x) = 0^, 

En composant par p, pop ( x ) + poq (x) = 0 e 
p o 

D'ou p(x) = Os, done x G Kerp; de fagon analogue, 
x G Ker q ; done x G Ker p n Ker q. 

Ceci prouve que Ker (p + q) c Kerp n Kerry. 

Conclusion : Ker (p + q) = Ker p n Ker q. 


1) Tout u (e,) est colineaire a e,-, done 
Vi G Jl,n]| ,3/1,- G R ju(e{) = A,e,. 

II est a noter qu'a priori, 3, depend de i. 

n 

Par ailleurs, considerons x = e\ + ■ ■ ■ + e„ = e,-. 

i=l 

u (x) est colineaire a x, done 33 G R Ju (x) = Ax. 
u etant lineaire, u (x) = u (e 2 ) + ■ ■ ■ + u ( e „ ) 

D ou 3 (c\ + • • • + € n ) = 3j£?i + • * * + A„e„ 

D’ou (3i — 3) ei + • • • + (3„ — 3) e„ = 0^ 

Mais (e\, e 2 , • • • , e n ) est une base, done une famille libre, done 
3i - 3 = • • • = 3„ - 3 = 0 


: An = A. 


Done 3i = ■ 

On a done montre qu’en fait, 3, est independant de i et que 
Vi g [l.nl.u (ei) = Aej. 

L" application lineaire u etant entierement determinee par les 
images des vecteurs de la base B, u = AId E . 

2) Soit v un endomorphisme de E commutant avec tous les pro- 
jecteurs. 
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Soit h = /l Id E une homothetie et / 6 SL (E), alors 

Vx 6 E, hof (x) = Af (*) et foh (jr) = f (Ax) = Af (x). 

f lineaire 

Done V/ 6 £. ( E ) , hof = foh , ce qui prouve que h e C. D’ou 
Vect ( Id E ) c C. 

Reciproquement, si v 6 C, v commute avec tous les projecteurs 
qui sont des applications lineaires particulieres ; d’apres 2, v est 
une homothetie. 

Done C c Vect(Id E )• 

On a bien montre que C est constitue des homotheties. 


© 


Considerons e, vecteur non nul de E, G un supplementaire dans 
E de Vect (e), et p la projection sur Vect (e) parallelement a G. 

Alors vop = pov. 

En particulier, vop (e) = pov (e) 
ce qui s’ecrit : v(e) = p(v(e)) 

Ainsi v(e) est invariant par p, done v(e) s Vect(e). 

On en deduit que pour tout vecteur e non nul de E, vie) est 
colineaire a e. D’apres la question 1, v est une homothetie. 

3) Montrons que C est constitue des homotheties, e’est-a-dire 
que C = Vect(Id E ) : 
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Introduction 

Dans les espaces de dimension finie, l’espace est engendre par un nombre fini de 
vecteurs, des theoremes specifiques permettent d’ameliorer les methodes des cha- 
pitres 6 et 7 concernant les espaces vectoriels et les applications lineaires. 

Prerequis 

• Polynomes. 

• Methode du pivot pour les systemes lineaires. 

• Espaces vectoriels. 

• Applications lineaires. 


Objectifs 

• S’approprier les methodes propres aux espaces de dimension finie. 


3.1 Dimension 


Dans tout le chapitre, K designe R ou C. 

3AA Espaces vectoriels de dimension finie 

Definition - Un espace vectoriel est dit de dimension finie lorsqu ’il possede une partie 
generatrice finie. 

En d’autres termes, il existe n e N et (u\, U 2 , ■ • ■ , u n ) e E n tels que E — Vect(u\ , ■ ■ ■ , u n ) 

Convention - {0^} = Vect (0). Ceci correspond au cas ou n - 0 et on convient que { 0 y 1 
est un espace de dimension finie, puisqu’il possede une partie generatrice a zero vecteur. 


Premiers exemples 

Exemple 1 

K" possede une base finie, (e\, ■ ■ ■ , e„) ou e, = 
K" est un K-espace vectoriel de dimension finie. 


0 ,--- , 0 , 


, 0 , 


, done 


/'coordonnee 
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Exemple 2 

K„ [X] = Vect (l, X, X 2 , ■ ■ ■ , X"J done K„ [X] est un espace vectoriel de dimension 
finie. 

Par contre, K [ X] n’est pas de dimension finie. En efFet, par l’absurde, si K [X] pos- 
sedait une partie generatrice finie (Pi. If, • • • , Pk), notons d = max (d° P,). 

1 <i<k 

Alors X d+l ne serait pas combinaison lineaire de P\,Ps, • • • , Pk, ce qui est contradic- 
toire. 

I Exemple 3 

On admet que R N , espace des suites reelles, n’est pas de dimension finie 

Existence d’une base finie 

Theoreme - Tout espace vectoriel de dimension finie possede une base finie, que Ton 
peut extraire d’une partie generatrice finie. 

Idee de la demonstration 

E, espace vectoriel de dimension finie, possede une partie generatrice finie 
(u\,U2, • • • , n /; ). Si Up est combinaison lineaire de zq, M2, • • • , u p - 1, (u\,U2, ■ ■ ■ , n p -i) en- 
gendre encore E. On recommence ainsi avec tous les vecteurs zi, qui sont en nombre 
fini, jusqu’a ce qu’aucun des vecteurs ne soit combinaison lineaire des autres. La famille 
obtenue est libre et constitue une base finie de E. m 

£.1.2 Dimension d’un espace vectoriel 

Proposition - Soit E un X -espace vectoriel de dimension finie. Si L est une famille libre 
de E et G une famille generatrice de E, alors le nombre de vecteurs de L est inferieur ou 
egal au nombre de vecteurs de G. 

(admis) 

Theoreme et definition - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, non reduit 
au vecteur nul. 

Alors toutes les bases de E comportent le meme nombre de vecteurs ; cette valeur com- 
mune est appelee dimension de E sur K, notee dim^ E ou plus simplement dim E. 

Par convention, on pose : dim {Of ) = 0 . 

Demonstration 

Si £ { 0 ^}, soient B et B' deux bases de E, n le nombre de vecteurs de B, n' le nombre 

de vecteurs de B' ; B etant libre et B' generatrice, on a d’apres la proposition precedente, 
n < n', et en inversant les roles de B et B', n’ < n. D’ou l’egalite de n et n'. m 

Definition - 

. Un espace de dimension 1 est appele droite vectorielle. 

• Un espace de dimension 2 est appele plan vectoriel. 
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Dimension des K-espaces vectoriels usuels 
Pour n e N, 

. dim (K") = n 
• dim (K» [X]) - n + 1 

En efFet, la dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs d’une de ses bases. 
Or K" possede la base canonique (e\, ■ ■ ■ , e„) a n vecteurs, done est de dimension n. alors 
que [ X] a pour base ( 1 , X, X 2 , ■ ■ ■ , X" j a n + 1 vecteurs, done est de dimension n + 1 . 


5.1.3 Famille de vecteurs 


Theorems - Soit E un E-espace vectoriel de dimension finie egale a n. 

Toute famille fibre de E comporte un nombre de vecteurs inferieur ou egal a n. Si de plus 
elle possede n vecteurs, e’est une base de E. 

Toute famille generatrice de E comporte un nombre de vecteurs superieur ou egal a n. Si 
de plus elle possede n vecteurs, e’est une base de E. 


Demonstration pour une famille fibre 

Soit 0 = (a'i , X 2 , ■ ■ ■ , x p ) une famille fibre de E ; soit par ailleurs B une base de E. qui 
est en particulier une famille generatrice de E ; d’apres la proposition du 8 . 1 . 2 ., p < n, 
puisque B, base de E. comporte n vecteurs. 

Supposons maintenant que 0 soit fibre a n vecteurs ; par l’absurde, si 0 n’engendrait pas 
E, on pourrait trouver u e E\ Vect (jci, xi, ■ ■ ■ , x n ) et la famille (m, x\, X 2 , ■ ■ ■ , x„) serait 
fibre a n + 1 vecteurs, ce qui contredit le theoreme precedent. ■ 


Methode 1 En dimension finie, montrer qu'une famille est une base 

Pour montrer qu’une famille de vecteurs d’un espace E de dimension finie est une base de E, il suffit 
de montrer 

- Soit qu’elle est fibre et comporte un nombre de vecteurs egal a la dimension de E, 

- Soit qu’elle est generatrice et comporte un nombre de vecteurs egal a la dimension de E. 

On notera qu’il est souvent plus simple de montrer qu’une famille est fibre plutot que generatrice. 


Exemple d'application 


Soit ael; considerons la famille {l,X - a,{X - a) 2 , - ■ ■ , (X - a)") de K„ [X]. 

Cette famille, formee de polynomes non nuls de degres tous distincts, est fibre. De plus, elle comporte 
n + 1 polynomes de K„ [X], espace de dimension n + 1. C’est done une base de K„ [X]. 


n 

On en deduit que tout polynome P de degre < n s’ecrit de fa§on unique ^ A/ ; (X - a/'ou Aq, /l| , • • ■ A„ 

k = 0 


sont elements de K. 
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Theoreme de la base incomplete - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 
egale a n, et B une base de E. Alors toute famille fibre (u\, w 2 , ■ • ■ , de E, oil p < n, 
peut etre completee en une base de E par n - p vecteurs de B. Autrement dit, on peut 
trouver ( n - p) vecteurs de B, u p+ \,u p + 2 , ■ ■ ■ , u„ tels que (wi, w 2 , • • • , u„) soit une base 
de E. 

Demonstration 

p < n. Notons B = (e\, e 2 , • • • , e„) une base de E. 

Par recurrence finie sur k e || I , n - p || , montrons qu’on peut trouver e,-,, • • • , e H tels que 
la famille (iq , m 2 , • • • , u p , e t] ,■■ ■ , soit fibre. 

Initialisation : Si e \ , e 2 , • • • , e„ se trouvaient tous dans Vect(u\,u, 2 , ■ • • , u ;) ), la famille 
{u\,U 2 , • ■ ■ , u^j serait generatrice de E, ce qui est faux car p < n. 

*3/i e [[ 1 , «]] le l} i Vect (zq, M 2 , •••, ; alors la famille^/ 1 , m, , u p , e,,) est fibre et 

comporte p + 1 vecteurs. 

Heredite : Si on suppose que pour k < n - p, on a trouve i\,h\ • • • , 4 tels que la famille 
(ui, « 2 , ■ ■ ■ , u p , e,j , • • • , soit fibre, on recommence comme en * et on obtient ainsi une 
famille fibre (u\, U 2 , ■ ■ ■ , u p , e,-, , • • • , e, t , a p + k + 1 vecteurs. 

Conclusion : Lorsque k — n - p, on arrive a (u\,U 2 , • • • , u p , e lt ,■■ ■ , Cj), famille fibre a 
n vecteurs, qui constitue par consequent une base de E. ■ 

Exemple 

Dans K 4 , on considere la famille ((1, 1, 0, 0) , (0, 0, 1. 1)), qui est fibre car ses deux 
vecteurs ne sont pas colineaires. On peut la completer en une base de R 4 en choi- 
sissant deux vecteurs de la base canonique : on peut par exemple choisir (1, 0, 0, 0) 
et (0,0,0, 1); en effet, on montre facilement a l’aide d’un systeme que la famille 
((1,0, 0,0), (1, 1,0,0), (0,0, 1, 1), (0,0,0, 1)) est fibre. 

£.1.4 Isomorphisms avec K n 

Theoreme - Soit E un K-espace vectoriel et n e N*. 

E est de dimension n si et seulement si E est isomorphe a K". 

Demonstration 

Si E est de dimension n, alors E possede une base a n vecteurs, que nous noterons 
B = (£1 ,s 2 , ••• ,s„). 

Notons Bo = (ei, e 2 , • • • , e„) la base canonique de K". 

Definissons <p : K" — > E par Vi e HI, n]] , ip (e,) = £,-. 

Bo etant une base de K", ceci definit une unique application lineaire de K" dans E. 

De plus, B = (£ 1 , £ 2 , • • • , £„) etant une base de E, (f est bijective et realise un isomor- 
phisme entre K" et E. 

Reciproquement, s’il existe : K" E, isomorphisme, alors <p transforme la base Bq 
de K” en une base de E ; ainsi, ( 1 p (ei) , <p (e 2 ) , • • • ,<p (e„)) est une base de E comportant 
n vecteurs, ce qui prouve que E est de dimension finie egale an, ■ 
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Corollaire — Soient n g N* et £ un K-espace vectoriel de dimension n. Si un espace 
vectoriel £ est isomorphe a £, alors £ est de dimension finie egale a n. 



Methode 2 Determiner la dimension finie d'un espace vectoriel. 

Pour determiner la dimension d’un espace vectoriel, on peut utiliser l’un des procedes suivants : 

1. Determiner une base de £. La dimension de E est alors le nombre de vecteurs de cette famille. 

2. Montrer que E est isomorphe a un autre espace vectoriel dont on connait la dimension. E a alors 
merne dimension que l’espace auquel il est isomorphe. 

Exemple d'application 

On considere E = {(n„) g R n |Vn G N, u„+ 2 - 3u, 1+ i + 2u„ — 0 J. 

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel. 

2. Definir un isomorphisme de E sur R 2 . 

3. Determiner les reels q 4 0 tels que la suite ( q " ) soit element de E. 

4. En deduire une base de E et l’expression generate d’une suite de E. 

Solution 

1. Notons {0 n ) la suite nulle definie par : in G N, 9 n — 0 ; alors in G N, d n+ 2 - 30 n+ \ + 29, , = 0 ; elle 
est done element de £ et £ 4 0. 

Soient (n„) et (v n ) deux suites de £ et A un reel. 

Notons Vn G N, w„ = Au n + v„. 
in G N, 

w„+ 2 - 3 w n+ i+ 2 w n = Au n+ 2 + v „+2 - 3 (Au n+1 + v n+ \ ) + 2 (Au n + v n ) 

— A (u n+ 2 3 u n +\ + 2 Un) + ( u „+2 — 3v n +i + 2 Vfi) — 0 
=0 =0 

Done (w„) G £. £, non vide, stable par combinaisons lineaires, inclus dans R N , est un sous-espace 
vectoriel de R N , done £ est lui-meme un espace vectoriel. 

2. Definissons ip : £ — » R 2 par ip ((«„)) = (no, ni). 

V (n„) G £, V (v n ) G £, VA G R, 

ip (. A (n„) + (v„)) = ip (( Au n + v,,)) - (Auq + v 0 , Au \ + di) 

- A (n 0 , u\) + (v 0 , vi) = Aip ((«„)) + tp ((«„)) 

Done ip est lineaire. 

De plus, V (a, b) G R 2 , 3! (n„) G E/ip ((«„)) = (n, b). 

En efFet, <p ((«„)) = (a, ft) o (no — a et u\ - b). 

Or cette condition definit une unique suite (n„) de £, car une fois que no et ni sont fixes, les termes 
suivants sont definis de proche en proche par la condition in g N, n„+ 2 - 3n„ + i + 2n„ = 0. 

Ceci montre que ip est bijective. 

ip est par consequent un isomorphisme d’espaces vectoriels de £ sur R 2 , done dim £ = dim (R 2 ) = 2. 

3. Soit q reel non nul. 

(q n ) G £ <=> Vn G N, ^ ,+2 - 3 q n+l + 2 q n = 0 

(q n ) G £ o in G N,?" (^ 2 - 3^ + 2) = 0 
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Comme q + 0, ( q n ) G E <=> q 2 - 3q + 2 = 0 <=> q G {1, 2). 

On en deduit que les suites de la forme (q n ) de E sont (1) et (2"). 

4. Montrons que ces deux suites forment une famille libre : 
a(\)+/3 (2") = (0) «VbgN ,a+ /32 n = 0 

_ ^ , • -v f a + = 0 ,, , _ 

Or en prenant n = 0 et n = 1 , ceci entraine que : < ' „ doua = fi=0 

[a + 2/3-0 

Ainsi, la famille ((1) , (2")) est une famille libre de E. De plus, d’apres la question 2, E, isomorphe 
a R 2 , espace de dimension deux, est lui-meme de dimension deux. Cette famille est done une base 
de E. On en deduit que pour toute suite (u n ) de E, il existe (a, [3) G K 2 tels que ( u n ) = a (1) +/3{2 n ), 
e’est-a-dire que 3 ( a,/3 ) G R 2 /Vn G N, u„ — a + /32 n . 

Ceci donne l’expression d’une suite de E. 

Remarque - Dans le cours d’analyse, on donne l’expression generale d’une suite lineaire recurrente 
d’ordre deux. On vient de prouver ce resultat dans un cas particulier. On pourrait demontrer le cas 
general par une methode analogue. 


8.2 5ous-espaces d’un espace de dimension finie 


0.2.1 


Remarque - Cette formule qui 
ressemble a celle du crible 
pour deux sous-espaces ne se 
generalise pas de la meme fa- 
<;on a n sous-espaces. 


0 . 2.2 


© 


Dimension d’un sous-espace vectoriel 

Theoreme - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vec- 
toriel de E. Alors /-’est de dimension finie et dim F < dim E. 


Proposition - Soit E un 
espaces vectoriels de E. 

F c G 

dim F — dim G 


L-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous- 


Si 


alors F — G. 


Theorems - Formule de Grassmann 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels 
de E. 

dim (F + G) = dim (F) + dim (G) - dim (F O G) 

Idee de la demonstration 

On part d’une base de F fi G, que Ton complete, d’une part en une base de F, d’autre 
part en une base de G. On montre que lorsqu’on reunit tous ces vecteurs (en ne comptant 
qu’une fois ceux de /-’ n G. d’ou le « moins »), on obtient une base de /-’ + G. ■ 

Supplemerrtaires en dimension finie 

Rappe - Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

F et G sont supplementaires dans E si et seulement si 

Vx G E, 3! ( Jj,~z ) G F x Gf1c =~y +~z. On note alors E — F © G. 
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Remarque - Pour retenir les 
conditions 2, 3, 4, on peut re- 
marquer que cela revient a ce 
que deux des trois enonces 
E = F + G, FnG = (0 £ ), 
dim £ = dim F + dim G 
soient realises. 


Notation (non universelle) - Si Bi et B 2 sont deux families de vecteurs d’un meme 
espace vectoriel, B 1 B 2 designe la famille de vecteurs obtenue en juxtaposant les vecteurs 
de Bi et ceux de B 2 . On n’utilise pas le symbole U (union) qui s’applique a des ensembles, 
une famille de vecteurs est une liste ordonnee alors que dans un ensemble, l’ordre ne 
compte pas. 


Theoreme - Caracterisations de deux sous-espaces supplementaires. 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-espaces vectoriels 
de E. 

On a equivalence entre les enonces suivants : 

1. E et G sont deux sous-espaces supplementaires de E 

2. E-F + GetFnG- (0 £ ) 

3. E — F + G et dim E = dim F + dim G. 

4. dim E = dim F + dim G et F n G — {O^} 

5. Pour toute base Bi de F et toute base B 2 deG, Bi _B 2 est une base de E. 

6. II existe une base Bi de E et une base B 2 deG telles que B 1 JD soit une base de E. 


Corollaire - Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si E et G sont deux 
sous-espaces supplementaires de E , alors dim E = dim F + dim G 


Methode 3 Determiner un supplementaire d'un sous-espace. 

Pour determiner un supplementaire d’un sous-espace vectoriel F de E, espace de dimension finie : 

1. On determine une base de F. 

2. On complete cette base de F, (qui est en particulier une famille fibre de E) en une base de E. Pour 
cela, on peut piocher les vecteurs manquants dans une base de E fixee a l’avance, par exemple 
dans la base canonique, en verifiant ensuite que la famille totale obtenue est une base. 

Exemple d'application 

Montrer que F = j (x,y,z) e R 3 |x + 3y - z = 0 j et G = Vect (1, 1, 1) sont des sous-espaces supple- 
mentaires de R 3 . 

Solution 

Soit u = (x, y, z) e R 3 , 

ueF<E^x + 3y-z = 0^z-x + 3y^u-(x,y,x + 3 y) <=> u — x (1, 0, 1) + y (0, 1,3) 

Done F = Vect{{ 1,0, 1),(0, 1,3)). De plus, ces deux vecteurs, non colineaires, forment une base 
de F ; F possede une base formee de deux vecteurs, done dim F — 2. 

Une base de G est (1, 1, 1), done dimG = 1. 

On a done dim F + dim G = 2 + 1 = 3 = dim (R 3 )- 

De plus, soit u = (x,y,z) e F n G, u e F, done 3/1 e R/m = (3, A, 3). 

u & G done x + 3y — z = 0, done 3 + 33 - 3 = 0, done 3 = 0 done u = (0, 0, 0). On a ainsi montre que 
FnGc {(0,0,0)). 
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L’ inclusion reciproque etant vraie, F fiG = {(0, 0, 0)}. 

La condition 4. du theoreme est realisee, done F et G sont supplementaires dans K 3 . 


Remarque - Dans le chapitre 6, exercice 6.25, nous avons traite une question analogue par analyse- 
synthese ; les theoremes sur la dimension finie facilitent bien la preuve. 


Theoreme - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors tout sous-espace 
vectoriel F de E possede au moins un supplementaire dans E, de dimension egale a 
dimL - dimf . 

Demonstration 

C’est une consequence du theoreme de la base incomplete : F etant un espace de 
dimension finie, possede une base Bi = , u p \ que Ton complete en une 

base B = , u p , u p +\, ■ ■ ■ , u n \ de E. D’apres la condition 6. du theoreme ci- 

dessus, Vect(u p+ \ ,■■ ■ , u n \ est un supplementaire de F dans£, de dimension egale a 
n — p = dim E - dim F. ■ 


8 >. 3 Rang 


& 


5.3.1 


Le mot « dimension » s'em- 
ploie exclusivement pour un 
espace vectoriel ou un sous- 
espace vectoriel. On definit 
le rang d'une famille de vec- 
teurs, mais parler de la « di- 
mension d'une famille de vec- 
teurs » n’a aucun sens. 


5.3.2 


Rang d’une famille de vecteurs 

Definition - Soit E un K -espace vectoriel, p e N* et u\, ua, ■ ■ ■ ,u p p vecteurs de E. 

Le rang de la famille {u\, ■ ■ ■ , u^j est la dimension de Vect {u.\, U 2 , ■ ■ ■ , u p ^j . 

rg (u\,U 2 , • • • , Mp) = d\m(v ect [ui, m, ■ ■ ■ , Upjj . 

Proposition - Soit E un Y-espace vectoriel de dimension finie, p e N* et u\, 112 , • ■ • ,u p 
p vecteurs de E. 

1. rg (ui , U 2 , ■ ■ ■ , u p J < min (dim E, p) 

2. rg (u\ , U 2 , • • • , Up'j = dim E O (ui, M 2 , ■ ■ ■ , u^j engendre E. 

3. rg (u\, U 2 , ■ ■ ■ , u^j = p <=> (u\, U 2 , ■ • ■ , u^j est libre. 


Rang d’une application lineaire 

Definition 

Rappel - Soient E, F deux K-espaces vectoriels avec E de dimension finie et f, ap- 
plication lineaire de E dans F ; si (ci , o, ' ' ' , e„ ) est une base de F. alors Imf = 
Vect (f (e\),f (e 2 ) , ■ ■ • ,/(e„)). 

En particulier, Imf est de dimension finie et dim {Imf) < n - dim E. 
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Definition - So it E un K -espace vectoriel de dimension finie, F un K -espace vectoriel. 
Si f est une application lineaire de E dans F, le rang de l’application lineaire / est la 
dimension de Imf. 

rg (/) = dim (Imf) . 


Proposition - Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension finie, alors 

rg (/) < min (dim E, dim F) 
rg(f) — dim F o / est surjective. 
rg(f) = dim E o / est injective. 


Exemple 

Soit (ei,e 2 , ef) la base canonique de R 3 . On definit un endomorphisme / de R 3 par 
f(e i) = (1,2,0 ),f(e 2 ) = (3, -1,2 ),/(e 3 ) = (5,3,2). 

Determiner le rang de /. 

Solution 

Imf = Vect(f(ei),f(e 2 ),f(e 3)). 

Voyons si la famille (f(e 1 ) , f (e 2 ) , f (ef)) est libre : 

Soient a, [I, y reels tels que a (1, 2, 0) + (3(3, -1, 2) + y (5, 3, 2) = (0, 0, 0). 

( a + 3/3 + 5y = 0 
On obtient le systeme : (.S' ) < 2a - f + 3j — 0 

( 2/3 + 2y = 0 

Par la methode du pivot, on obtient successivement : 


L 2 * Li — 2L\ 
L 3 <- jL 3 


( a + 3y8 + 5y = 0 
| -1/3 - 7y = 0 

i /? + y = 0 


( a + 3/3 + 5~y - 0 
L 2 <- L 2 + IL-i \ 0 = 0 

i /3 + y — 0 


En prenant /3 = 1, il vient : 2 (1, 2, 0) + (3, -1, 2) - (5, 3, 2) = (0,0,0) 

Done la famille (f (e\) ,f(e 2 ) ,/(e 3 )) est liee et verifie /(e 3 ) = 2f(e\) + f (e 2 ), 
done Imf = Vect (f (ef) , f (e 2 )) = Vect(( 1, 2, 0) , (3, -1, 2)). 

Ces deux vecteurs, non colineaires, foment une base de Imf. 

Done rg (/) = dim (Imf) - 2. 


Formule du rang 

Theoremf - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-espace vectoriel 
et / une application lineaire de E dans F. 

Alors dim(Ker/) + dim < Imf ) = dim E 
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Pour u e G, definissons f (u) = f ( u ). / est lineaire comme /. 
u e Ker/ <=> u e Ker / n G <=> u — Oe done / est injective. 

De plus, soit v e Imf ; 3x e £/u = / (x) 

E = Ker/ © G done 3 (y, u ) e Ker/ x G/x - y + u. 
f etant lineaire, / (x) = /({/) +f(u) = f(u) 

=0 F 

On a montre que Vy e Imf, 3 u 6 G/u = / (u), done Imf c Imf. 

L’ inclusion inverse etant vraie, Imf = Imf 

Ainsi / est un isomorphisme de G sur Imf, done dim Imf — dimG. 

Comme G est un supplemental de Ker / dans E. dim (Ker /) + dim(G) = dim E, done 
dim (Ker/) + Aim {Imf) = dimZi. ■ 

Corollaire - Soit E et /' deux K-espaces vectoriels de meme dimension finie, et / une 
application lineaire de E dans F. 

Alors : / bijective o / surjective o / injective. 

Demonstration - 11 suffit de montrer que / surjective o / injective; / bijective est 
alors acquis. 

/ surjective « dim {Imf) = dimC o dim {Imf) = A\mE. 

D’apres la formule du rang, dim (Imf) = dim E - dim (Ker/) 

Done / surjective o dim (Ker/) = 0o Ker / = {Of} o / injective. ■ 

Corollaire - Si / est une application lineaire de E dans F, 

1. dim E > dim E => / non injective. 

2. dim E < dim E => / non surjective. 

Demonstration -D’apres la formule du rang, dim (Ker/) = dim E - dim (Imf) 

1. Si dim E > dim F, alors Imf c F, done dim (Imf) < dim F 
done dim E - dim {Imf) > dim E - dim F 

done dim (Ker /) > dim E - dim F > 0 
done Ker / 4- {Of/ done / non injective. 

2. Si dim E < dim E , d’apres la formule du rang, 
dim Imf = dim E - dim (Ker/) < dim E 

Done dim Imf < dim F, done / n’est pas surjective. ■ 

3 . 3.3 Application aux formes lineaires 

Rappel - Soit E un K-espace vectoriel. Une forme lineaire sur E est une application 
lineaire de E dans K. 

Theoreme - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie egale a n. Une forme 
lineaire sur E est 

• Soit identiquement nulle, 

. Soit surjective ; dans ce cas son noyau est de dimension n— 1 . 
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Espaces vectoriels Ae dimension finie 


Demonstration - Soit / une forme lineaire sur E. f : E — > K. 
Appliquons-lui la formule du rang : dimKer/ + dim Imf = dim E 
Comme Imf c K, dim (Imf) e {0, 1), d’ou deux cas : 


. dim (Imf) = 0 done Imf = {()/-), ce qui signifie que / est identiquement nulle. 


,. , T „ , [ dim (Imf) - dim K 

. dim (Imf) = 1 . On a alors | j m j c 4 

surjective. ■ 


d’ou Imf = K et / est alors 


Definition - Hyperplan 

Soit n e N * et E un K -espace vectoriel de dimension finie egale a n. 

On appelle hyperplan de E tout sous-espace de E de dimension n — 1 . 

Exemple 

Un hyperplan d’un espace de dimension 3 est un plan vectoriel. 

Comme nous vivons dans un espace de dimension 3, nous nous representons tres bien 
un plan vectoriel comme l’ensemble des vecteurs d’un plan physique. Lorsque la di- 
mension de 1’ espace devient strictement superieure a 3, nous n’avons plus de repre- 
sentation, mais pouvons imaginer qu’un hyperplan en dimension n > 3 est l’analogue 
d’un plan en dimension 3. 


Coro! i aire - Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie egale a n et / une forme 
lineaire non identiquement nulle sur E. Le noyau de / est un hyperplan de E. 


Ce resultat decoule directement du theoreme precedent et de la definition d’un hyperplan. 

Exemple 

Si (a, b) ± (0, 0), le sous-espace de K 2 d’equation ax + by - 0 est une droite vecto- 
rielle (i.e. un hyperplan de K 2 ). 

Si (a, b, c) ± (0, 0, 0), le sous-espace de K 3 d’equation ax + by + cz - 0 est un plan 
vectoriel (i.e. un hyperplan de K 3 ). 

^ 

. . , est une forme lineaire non nulle de noyau 

(x, y) ax + by 

|(x, y) e K 2 | ax + by = 0 }, qui est un hyperplan de K 2 , e’est-a-dire une droite vecto- 
rielle. C’est analogue dans K 3 . 


Exemple 

L’ensemble des polynomes s’annulant en a est un hyperplan de R„ [X]. 

r- xr i» l- • f [^] — ^ ^ . , . li i li 

En efiet, 1 application < p ^ p ( a ) est une r° rme lineaire non nulle de noyau 1 es- 
pace des polynomes s’annulant en a. Au passage, on obtient que l’ensemble des po- 
lynomes s’annulant en a est un espace vectoriel, en tant que noyau d’une application 
lineaire. 
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Synthese 


Savoirs 


» Tout espace de dimension finie n est isomorphe a K". 

. Formule du rang. 

Savoir-faire 


. Savoir montrer qu’une famille de vecteurs est une 
base. 

Savoir trouver la dimension d’un sous-espace 
vectoriel. 

. Savoir montrer que deux sous-espaces sont supple- 
mentaires, en appliquant l’une des caracterisations. 

Mots-cles 


. Espace de dimension finie, base, dimension d’un es- 
pace vectoriel, supplemental. 

. Rang d’une famille de vecteurs, rang d’un endomor- 
phisme 

. Forme lineaire, hyperplan. 


© 
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TESTS & EXERCICES 


Tests de connaissances 


8.1 Dans chacun des cas suivants, indiquer si l’ensemble est 
un espace vectoriel de dimension finie. 

1) L" ensemble des polynomes a coefficients reels. 

2) L" ensemble des polynomes de degre > n. 

3) L" ensemble des polynomes de degre < n. 

4) L’ensemble des suites arithmetiques a coefficients 
dans K. 

5) L' ensemble des fonctions affines sur R, c’est-a-dire 
de la forme x ax + b ou (a, b) El 2 , 

6 ) L" ensemble des solutions d’un systeme lineaire de n 
equations a p inconnues. 

8.2 Quelle peut etre la dimension d’un sous-espace de K 2 ? 

8.3 Montrer qu’une condition sur a,b,c,d reels pour que 
((a, b) , (c, d)) soit une base de R 2 est que ad - be t- 0. 

8.4 Vrai ou faux ? 

1) L" intersection de deux sous-espaces d’un espace E 
de dimension finie est un sous-espace de dimension fi- 
nie de E. 

2) La somme de deux sous-espaces d’un espace E de 
dimension finie est un sous-espace de dimension finie 
de E. 

3) La reunion de deux sous-espaces d’un espace E de 
dimension finie est un sous-espace de dimension finie 
de E. 

4) Le complementaire dans E d’un sous-espace d’un 
espace E de dimension finie est un sous-espace de di- 
mension finie de E. 


1) Un sous-espace d’un espace de dimension finie est 
de dimension finie. 

8.5 Vrai ou faux? 

On se place dans un K-espace vectoriel E de dimension 
finie non nulle. 

1) Un hyperplan de E contient toujours un vecteur non 
nul. 

2) Un hyperplan de E est un espace de dimension finie. 

3) Un hyperplan de E est le noyau d’un isomorphisme. 

4) Un hyperplan de E est le noyau d’un certain endo- 
morphisme. 

8.6 Vrai ou faux? 

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et / : E — » F 
une application lineaire. 

1) Si F n'est pas de dimension finie, la formule du rang 
reste vraie. 

2) Si E n’est pas de dimension finie, la formule du rang 
reste vraie. 

3) Si dim£ = n e N*. si / est l’endomorphisme nul. 
alors dim (Ker /) = 0. 

4) Si dim£ = n e N*. si / est l’endomorphisme nul, 
alors dim (7m/) = 0. 

5) Si / n'est pas l’endomorphisme nul, alors 
dim (Imf) > 1. 


r Exercices d’ application 


Determiner Ker / et Imf par une de leurs bases. 

8.7 

/ est-il injectif ? surjectif ? Est-il un isomorphisme ? 

Montrer que la famille ((-2, 0, 1) , (1, 1, 1) , (3, 2, 1)) est une 


base de R 3 

8.10 

- 

On considere 

8.8 

E = {(zr„) G R h |Vn 6 N, u „+ 2 = 4u„ +l - 4 u „ } . 

Dans R4 [X], soit : 

1) Montrer que E est un R-espace vectoriel. 

F = [P 6 R4 [X] \P(2) = P( 4) = 0) . 

f E — > R 2 

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4 [X], en de- 

2) Montrer que L application u> < . , estuniso- 

terminer une base et la dimension. Determiner un supplemen- 

morphisme de E sur R 2 . 

taire de F dans R4 [X], 

3) Determiner un reel q t 0 tels que la suite (/' ) soit element 

- 

de E et montrer que la suite (nq n ) est aussi element de E. 

8.9 

4) Montrer que ((/'), ( nq " )) est une base de E 

On definit 1' application / de R 3 dans R 3 par : 

5) En deduire l’expression generale d’une suite de E. 

f(x, y, z ) = (.v + 2 y - 3 z, 2 x - y + 4 z, 4x + 3 y - 2 z). 

b 
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1) Montrer que 1' application / : R 2 [X] — * R 3 definie par 
V£ s I .2 [X | , f(P) = (P(0),,P(l),/ > (2)) est un isomor- 
phisms 


(P(0) = a 

2) En deduire que V (a, b, c) e R 3 , 3 \P € R 2 [X] / j P (1) = b 

\P(2) = c 

3) Formuler un resultat analogue a l’aide de 1' application : 
g : R 2 [X] — » R 3 definie par 

VP 6 R 2 [X] , g (P) = (P (0) , F (0) , P" (0)). 

8.12 

Dans R 2 , on considere les deux sous-espaces donnes par leur 
equation : F : x - y = 0 et G : 2x + y = 0 

1) Montrer que F et G sont supplementaires dans R 2 . 

2) Determiner la decomposition de c = (a, b) en la somme 
d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. 

3) Soit p la projection sur F parallelement a G ; si on note 
( 1 a',b' ) = p(a,b ) pour (a, b) e R 2 , ecrire a'.b'e n fonction 
de a , b. 


Dans R 3 , soient : F = { (x, y, z) 6 R 3 | x + 2y + 3z = o} 
etG = Vecf(l,2,3). 

1) Montrer que F et G sont supplementaires dans R 3 . 

2) Soit p la projection sur F parallelement a G 

Si on note (x' , (/, z') = p(x,y,z) ecrire x',i/,z' en fonction 
de x, y, z. 

8.14 

a,b,c,d sont des reels fixes. On considere 1’ application li- 

. . A R 2 — » R 2 

neaire/ , 


J 1 (x, y) (ax + by, cx + dy ) 

Determiner a quelles conditions sur a, b, c, d Y application / est 
1) Injective. 

2 Bijective. 

3) Un projecteur de R 2 . 

4) Une symetrie de R 2 . 

5) Verifie fof = 0. 

On pourra utiliser le resultat de l’exercice 8.3. 


Exercices d’approfondissement 


8.15 D’apres EDHEC 99 S 

Soit n un entier naturel non nul ; on considere les fonctions 
reelles definies par Vx € R + , f 0 (x) = e~ x 
et pour tout Vk e Jl, nj, fa (x) = x k e~ x . On note E„ l’espace 
vectoriel engendre par la famille (fa, fa, ■ ■ ■ , fa). 

On note d 1’ application qui a toute fonction de E„ associe sa 
fonction derivee. 

1) Montrer que la famille (fa, fa, - ■ ■ , fa) est une base de E„. 

2) Calculer d(fa), puis montrer que Vk e Jl, nj, 
d (fa) = kfa- 1 - fa. 

3) Montrer que d est un endomorphisme de E„ 

4) On pose : Vk 6 HO, n|l , 9k = 77 fa 

k\ 

Montrer que (g k ) 0 < k <„ est une base de E n . 

5) Montrer que Vk 6 |[l,n]] , d(g k ) = g k - 1 - 9k En deduire 
que d est un automorphisme de E„ et pour tout j de |[0, /;]] , 
l’expression de d~ 1 (fj) dans la base (fa, fa, - ■■ ,fa). 

8.16 D’apres Essec 2008 S 

On considere 1’ application A definie sur R [X] par 
A (P) = P (X + \) - P (X). 

Ceci signifie que Vx 6 R, (A (P)) (.*) = P(x+ 1) - P (x). 

A. 

1) Montrer que A est un endomorphisme de R [X]. 

2) Pour P, polynome de degrerf strictement positif. determi- 
ner le degre de A (P). 


3) Montrer alors que le noyau de A est l’ensemble des fonc- 
tions polynomiales constantes. 

B. 

On considere, pour r 6 N*. 1'application 
/ R r [X] -» R r [X] 
r \ PhA (P) 

1) Justifier la definition de A,, et montrer que A r est lineaire. 

2) Quel est le noyau de A r ? 

3) Montrer alors que ImA r = R r _i [X]. 

4) En deduire que Y application A est surjective. 

C. 

On designe par E le sous-espace de R [X] constitue par les 
fonctions polynomiales s'annulant en 0; Montrer que la res- 
triction de A a £ est un isomorphisme de £ sur R [X]. 

D. 

1) Deduire de la question precedente qu’il existe une suite et 
une seule d’ elements de R [X] verifiant : 

N 0 = 1 et Vn e N*. A (N n ) = N„^ et N„ (0) = 0. 

2) Verifier que 

TD, YJ T4.T* AT / \ X (X ~ l) (X ~ 2) ■ ■ ■ (X ~ H + 1) 

Vx 6 R.V /7 6 N ,N„ (x) = 

IV. 

3) Montrer que, pour r 6 N, la famille (A„)„ e [ 0>r ] forme une 
base de R r [X], 

4) Montrer que pour toute fonction polynomiale Q de degre r, 
2=2 (A" (0) (0) N„ ou suivant l’usage, A 0 = M E[X] et 

n=0 

Vn e N*,A" = AoA"' 1 . 
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CORRIGES 
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1) NON : R[X], espace des polynomes a coefficients reels, est 
un R-espace vectoriel, mais il n’est pas de dimension finie. 

2) NON : Pour tout n 6 N, le polynome nut etant de degre — oo 
n'est pas element de cet ensemble qui n'est done pas un espace 
vectoriel. 

3) OUI : L’ ensemble des polynomes de degre < n est K„ [X], 
qui est de dimension finie egale a n + 1. 

4) (u n ) est arithmetique si et seulement si 
3 (a, b) 6 K [in 6 N, u„ = an + b. 

L" ensemble des suites arithmetiques a coefficients dans K 
s'ecrit Vect ((1) , (;?))• C'est done un K-espace de dimension in- 
ferieure ou egale a deux. La reponse est OUI. 

5) OUI : De fagon tout a fait analogue, une application affine 

sur R s’ecrit a/i R + bf 0 ou / 0 I ^ ^ . 

I X I ^ 1 

L" ensemble des applications affines est VectUdn,fo ) ; de plus, 
Mr et /o ne sont pas colineaires, et foment une base de 
Vect (Mr, / o), qui est done un R-espace vectoriel de dimension 
deux. 

6) OUI si le systeme est homogene, NON dans le cas contraire. 

En effet, si le systeme est homogene, sa i ,me ligne s'ecrit 
fj(x i, • • • , Xp'j = Orii . ou f est une forme lineaire sur K p . 

X = (xi , • • • , x p )est solution du systeme si et seulement si 
X 6 (Ker/i) n • • • n (Ker /„). 

En tant qu' intersection de sous-espaces vectoriels, 1' ensemble 
des solutions est un sous-espace vectoriel de K p , done un es- 
pace vectoriel de dimension finie. 

En revanche, si le systeme n’est pas homogene, 1'une au moins 
des lignes s’ecrit f(x i, • • • , jc p ) = bj avec (?,- t 0. f etant une 
forme lineaire sur K p , f (0, • • • , 0) = 0 t bj done (0, ■ • • ,0) 
n’est pas dans l’ensemble des solutions qui n’est done pas un 
espace vectoriel. 

R 2 est un R-espace de dimension 2, ses sous- 
espaces vectoriels peuvent done etre de dimension 0,1 ou 2. 

Le seul sous-espace de dimension 0 est j(0, 0)). 

Le seul sous-espace de dimension 2 est R 2 . 


R 2 est un R-espace de dimension 2, done une fa- 
mille de deux vecteurs est une base de R 2 si et seulement si elle 
est fibre. Notons u = (a, 6) et 1? = (c, d). 

(l?,l?) n’est pas fibre <=>1/ el~v sont colineairesf*). 

Ce dernier point equivaut a 

^33 s Rpv = /fit) ou s Rfu = /il?) . 

Or si fj ^ 0, l’existence de /r implique celle de A (en prenant 

A = i). 
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Si /j = 0, l’existence de fj equivaut au = 0 P 2. 

Ainsi (*) ^3/1 6 Rpv = 31?) ou |l? = 0^2 j 

Premier cas : u = (a, b) = (0, 0) 

Alors 1? et 1? sont colineaires et ad - be = 0. 

Deuxieme cas : a t- 0 

<.)» a,. 6 jv 

A = - 

? ad - be = 0. 
d= -b 
a 

Troisieme cas : b t 0 
Analogue au deuxieme cas. 

On a done etabli que u et v sont colineaires si et seulement si 
ad - be = 0. 


(*) <=> 33 6 R/ 


6.4 


1) VRAI : L’ intersection de deux sous-espaces de E est un 
sous-espace de E qui est de dimension finie car E est lui-meme 
de dimension finie. 

2) VRAI (cf 8.2.1.) 

3) FAUX : La reunion de deux sous-espaces d'un espace E 
n’est en general pas un espace vectoriel. Par exemple, dans 
R 2 , Vect{ 1,0) et Vect( 0, 1) sont des sous-espaces vectoriels, 
mais Vect( 3, 0) U Vect (0, 1) n’en est pas un (en effet, il n’est 
stable par la somme : (1, 1) = (1, 0) + (0, 1) n’est pas element 
de Vect( 1,0) U Vect (0,1)) 

4) FAUX : Le complementaire dans E d’un sous-espace F n’est 
jamais un sous-espace de E. 

En effet, il ne contient pas Og, done n’est pas un sous-espace 
de E. 

5) VRAI. 


Remarquons deja qu'on parle d’hyperplan d’un 
espace vectoriel E de dimension finie n e N*. 


1) Si n = 1, l’hyperplan est de dimension zero et ne contient 
que le vecteur nul. 


La reponse est : VRAI si n > 1, FAUX si n = 1. 

2) VRAI par definition. 

3) Un isomorphisme etant bijectif. done injectif, son noyau est 
|0g). La reponse est done le contraire de celle de la question 1 . 

4) Un hyperplan de E est le noyau d'une forme lineaire / sur E. 
dim£ > 1, done E contient un vecteur ~a non nul. Considerons 

(E-*E 
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g est un endomorphisme de E de noyau Ker/ qui est l’hyper- 
plan considere. C’est done VRAI. 


Rappelons la formule du rang : Si E est un espace 
vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel, f : E F, 
lineaire, alors dim E = dim (Ker/) + dim ( Imf ). 


1) VRAI : F peut ne pas etre de dimension finie, vu les hypo- 
theses du theoreme. 


2) FAUX : Le fait que E soit de dimension finie est une hypo- 
these essentielle. 


3) FAUX : Si / est 1' endomorphisme nul, 

Vx e E,f(x) = Of, done Ker/ = E. Or par hypothese, 
E t |0f) puisque dim£ > 1. 

4) VRAI : Si / est l’endomorphisme nul, Imf = (Of) qui est de 
de dimension nulle. 


Ceci montre que F = Vect(P 0 , P\,P 2 ). 

On en deduit que F est un sous-espace vectoriel de B/ [X], de 
partie generatrice (P Q , P\, P 2 ). 

De plus, Po,Pi,P 2 etant non nuls de degres tous differents, 
forment une famille fibre. D’ou (P 0 , P\,P 2 ) est une base de F. 
La dimension de F, egale au nombre de vecteurs d’une de ses 
bases, est done 3. 

D'apres le theoreme de la base incomplete, on peut completer 
( Pq,Pi,P 2 ) en une base de R 4 [X] en prenant les polynomes 
manquants dans la base canonique. 

La famille ( 1, X, Po, Pi , P 2 ) est fibre, car echelonnee en degres, 
et comporte 5 polynomes non nuls de R 4 [X], espace de dimen- 
sion 5, c’est done une base de R 4 [X]. Prenons G = Vect( 1,X). 
D'apres la caracterisation des supplementaires, F et G sont sup- 
plementaires dans R 4 [X], 


5) VRAI : Si / n’est pas F endomorphisme nul, cela signifie : 
3x e El f(x) t Of 

Alors Vect[f(x)\ c Imf et Vect [/ (x)| t (Of) done 
dim(/m/) > 1. 



Voyons si la famille est fibre : Soient a,p,y 


a (-2, 0, 1) +J3( 1, 1, 1) + y (3, 2, 1) = (0, 0, 0) 




-2a +p +3y = 0 

fl + 2 y = 0 <=> 

L\ < — L\ +2L3 

a +J3 +y = 0 
f -7 = 0 


3/3 +5 y = 0 
f + 2 y = 0 
a +y = 0 
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• Determinons d’abord le noyau : 

( x +2 y -3z. = 0 
11 = (x, y , z) e Ker / < 2x -y +4z = 0 

( 4x +3 y -2 z = 0 

( x +2 y -3z = 0 
< -5 y +10z = 0 

L 2 <— L 2 - 2L\ _ 5 {/+ io z = 0 

L 3 ^ L 3 - 4Lj 

( x + 2y - 3z = 0 | x = -z 

L 3 ^-L^-L 2 \-'J + 2z = 0 ^\y = 2z 

L 2 «- L 2 /5 

Done u 6 Ker/ u = z(-l,2, 1) 


f +2y = 0 <=>or=/J = 7 = 0 

/-I <-/-! -3L 2 

^ a +p +7 = 0 

Ce calcul prouve que la famille est fibre. Cornme elle est for- 
mee de trois vecteurs de R 3 , espace de dimension trois, c’est 
une base de R 3 . 


0.0 


suivants : 


Soit P 6 R 4 [X], on a equivalence entre les enonces 


■ P e F 


Done Ker/ = Vect (-1,2, 1). 

• Determinons l’image de /. D’apres la formule du rang, 
dim^R 3 ) = dim (Ker/) + dim (Imf) 

Done dim (Imf) = 3 - dim (Ker /) = 3 - 1 = 2 

Une base de Imf est done formee de deux vecteurs non coli- 
neaires de Imf. 

Comme /(l, 0,0) = (1,2,4) et /(0, 1,0) = (2, -1,3) sont 
non colineaires et sont par construction elements de Imf, ils 
forment une base de Imf. 


■ P(2) = _P(4) = 0 

• (X - 2) divise P et (X - 4) divise P 

■ (X - 2) (X - 4) divise P 


•326R 2 [X]/P = (X-2)(X-4)<2 

• 3 (a, b, c) 6 R 3 /P = {a + bX + cX 2 ) (X - 2) (X - 4) 

• 3 (a, b, c) s R 3 /P = aPo + bP\ + cP 2 

fP 0 = (X-2)(X-4) 


Ou 


P l = X (X - 2) (X - 4) 
p 2 = X 2 (X - 2) (X - 4) 


• dim (Ker/) = 1 done Ker/ t (Of), ce qui prouve que / n'est 
pas injective. 

dim (Imf) = 2 < 3 done Imf t R 3 , ce qui prouve que / n’est 
pas surjective. 

En particulier,/ n’est pas bijective et n'est pas un isomor- 
phisme. 


0.1O 


1) * Notons (0„) la suite nulle definie par : Vn 6 N, 9„ = 0. On 
a:Vne N, 9 n+2 - 4 0 n+1 + 49„ = 0 
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Done (6„) E £, done E t 0. 

* Soient («„) et(u„) deux suites de £ et 3 un reel. Notons 
Vn 6 N, tt>„ = 3i/„ + u„. 

w n+ 2 - 4ui, I+ i + 4 w„ = 

du „ + 2 + u „+2 - 4 (d«„ + i + t)„+i) + 4 (3w„ + v n ) = 

A(u„ + 2 - 4u „+i + 4u„) + (t)„ + 2 - 4u„+i + 4u„) = 0 

=0 car ( u„)eE =0 car (v n )eE 

Done (w„) E £. Ceci montre que E est stable par combinaisons 
lineaires 

* On conclut que E est un sous-espace vectoriel de R N , done 
un R-espace vectoriel. 

2) V (k„) e E , V (r„) E E, V3 E R, 

<f(A(u „ ) + (v„)) = ¥>((d«„ + V n )) = (duo + + <fi) 

= d(«o.Ml) + (i>o>«i) = A<p((u n )) + ip((v„)) 

Done i p est lineaire. 

De plus, montrons que 
V (a, b) e R 2 , 3! («„) e £/</> ((«„)) = {a, b) 

En effet, i p ((«„)) = (a, &) <=> (uq = a ef u\ = £>) 

Or cette condition definit une unique suite («„) de £, car une 
fois que uq et u\ sont fixes, les termes suivants sont definis de 
proche en proche par la condition V/7 E N, u „+ 2 = 4u„ + i - 4 u„. 

Done ip est bijective. C’est done un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. 

3) Soit q E R* 

(<f ) e£«ViieN, q " + 2 - 4q" +1 + 4 cf = 0 
{q") e£«ViieN, cf (q 2 - 4q + 4) = 0 

Comme q t 0, (cf) E E (q - 2) 2 = 0 
{q") E E q = 2. 

On en deduit que la seule suite du type (g")dans E est (2"). 
Posons pour n E N, b„ = n2". Alors pour n E N, 
b „+ 2 ~ 4b„ + i + 4 b„ = 

(n + 2) 2 n+1 -4(n + 1) 2 n+1 + 4n2 " = 

2" +2 (n + 2-2 (n + 1) + n) = 0 
Done (n2 n )est element de E. 

4) Les suites (2") = (1, 2, 4, 8, • • •) et 072") = (0, 2, 8, 24, • • •) ne 
sont pas proportionnelles done ne constituent pas deux vecteurs 
colineaires de l’espace vectoriel E. On en deduit que la famille 
((2") , (772")) est une famille fibre de E. 

D'apres la question 2, E est isomorphe a R 2 , done est de dimen- 
sion deux. ((2") , ( 772 ")) , famille fibre formee de deux vecteurs 
de E est une base de E. 

5) Toute suite (it,,) de E est done combinaison lineaire de ces 
deux suites, done verifie 3 (a, b) E R 2 /V/7 E N, u„ = (a + bn)-2". 


0.11 


1) * Montrons que / est lineaire : 

Soient P, Q dans R 2 [X] et A E R, 

/ (P + AQ) = ((P + AQ) (0) , (P + AQ) (1) , ( P + AQ) (2)) 

Par definition des operations sur les polynomes, 

f(P + AQ) = (P (0) + AQ (0) , P(l) + AQ (1) , P (2) + AQ (2)) 


= (P (0) , P(l) , P (2)) + 3 (Q CO) , Q (1) , Q (2)) 
Done f (P + AQ) = f (P) + Af (Q) 

Done / est lineaire. 

• Montrons que / est injective : 

On a equivalence entre les enonces suivants : 

• P E Ker / 

•/(£>) = ( 0 , 0 , 0 ) 

• (P(0),P(1),P(2)) = (0,0,0) 

. P(0) = P(l) = P{ 2) = 0 


Ainsi, P E Ker / si et seulement si les reels 0,1 et 2 sont racines 
de P. Comme P est un polynome de degre < 2, ceci equivaut a 
ce que P soit le polynome nul. 

On a montre que Ker / = {()}, done / est injective. 

* De plus, comme dim(R 2 [X]) = 3 = dim^R 3 ), /, application 
lineaire injective entre deux espaces de meme dimension finie, 
est bijective : 

* On conclut que / est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

2) Ecrivons la definition de / bijective : 

V (a, b, c) e R 3 , 3!£e R 2 [X ] If ( P ) = (a, b, c) 


c"est-a-dire en utilisant l’expression de / : 

P{0) = a 

V {a, b, c) £ R 3 , 3 !P E R 2 [X] / i 


P(l) = (7 

P{2) = c 


3) *Montrons que g est lineaire : 


Soient P, Q dans R 2 [X] et 3 E R, 
g (P + AQ) = ((P + AQ) (0) , (P + AQ)' (0) , (P + AQ)" (0)) 


Par linearite de la derivation, 

f(P+AQ) = {P (0)+AQ (0) , P' (0)+3<2' (0) , P" (0)+AQ" (0)) 
= (P (0) , P' (0) , P" (0)) + A (Q (0) , Q' (0) , Q" (0)) 
Done g(P + AQ) = g ( P ) + Ag (Q) 

Done g est lineaire. 

* On a equivalence entre les enonces suivants : 

• P E Ker g 
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■g(P) = (0,0,0) 

• (P(0),P'(0),P''m = (0,0,0) 

• P (0) = P' (0) = P" (0) = 0 

• 0 est racine d’ordre trois de P 

■ X 3 divise P 

■ E(?6R[X|/P = X 3 e 

Mais si P E Kerg, P etant de degre < 2, Q ne peut pas etre 
de degre > 0. Done Q est le polynome nul, ainsi que P. Done 
Ker g = {()}. 

Ainsi g est injective ; comme a la question 2, e’est une applica- 
tion lineaire injective entre deux espaces de merne dimension 
finie. Done g est un isomorphisme. 

< P( 0) = a 

On en deduit que V (a, b, c) E R 3 , 3 ! P E R 2 [X] / j P' (0) = b 

\ P" (0) = c 


8.12 


1) F = {(x,x)\x 6 R) = Vect(l, 1) done dimF = 1. 

G = {(jc, — 2jc) | jr 6 R) = Vect( 1,-2) done dimG = 1. 

Done dim F + dim G = 2 = dim (R 2 ) (*). 

De plus, en utilisant les expressions ci-dessus des vecteurs de 
Fet G, 

«eFnG=>3(x,x 1 )eR 2 /{4 = [*’ X) „ 

( u = (Xi,-2xi) 

done x = X\ = —2xi, done X\ = 0, don c u = (0, 0). 

D’ou FnGc {(0,0)}. 


L" inclusion inverse etant evidente, F n G = j(0, 0)) (•) 

On deduit de (*) et (•) que R 2 = F © G. 

2) Soitl? = (a, b ) dans R 2 , Vf = (y, y) dans F, 
v G = (x, - 2x ) 6 G, 


x + if = a 

v -v F +v G <*\ _ 2x + y = b » 


x= ^(a-b) 
y = ] -(2 a + b) 


La decomposition de (a, b) sur F et G est done : 
(a, b)= l - (2a + b) (1, 1) + i (a - *) (1,-2) 


3) La projection p sur F parallelement a G est l’applica- 

a' = - (2 a + b) 

3 


tion : v i-> v F . D’apres 2, 


b' = — (2 a + b) 


Ce dernier systeme repond a la question. 


1) Soitlr = ( x,y,z ) 


~u eF<=>x + 2ij + 3z = 0<=>x = —2 y — 3 z 
u € F o u = (-2 y - 3 z, y, z) 

1 1 e F <»!? = y(- 2, 1,0) + Z (-3,0, 1) 


Ceci montre que F = Vect 


(-2, 1,0), (-3, 0,1) 


a et b etant non colineaires, foment une famille libre. Par 
construction, ils engendrent F. Done , b j est une base de F, 
done dim F = 2. 

Par ailleurs, (1, 2, 3), vecteur non nul, est une base de G done 
dimG = 1. 

Ainsi, (*) dim F + dim G = 2+ l= 3 = dim (R 3 ) 

De plus silt = (x,y,z), 

[ 3d 6 R fu = (A, 2d, 3d) 

u efnGe 

Id + 2x2d + 3x3d = 0 


~u e F n G <=> It = (0, 0, 0) 
done FnG = j(0, 0,0)) (•) 

On deduit de (*) et (•) que R 3 = F © G. 

2) F et G etant supplementaires, 

V it G R 3 , 3 ! Uoj E F x Gfu = u F + u G . 
Alors plyu) = Up. 

Si u = ( x,y,z ), calculons up = (x' , y' , z!) : 


x’ + 2 1 / + 3z' = 0 


On a : 3d 6 


x = xf + A 

y = y' + 2 d 


[z = z' + 3A 


D’ou (x - d) + 2 (y - 2d) + 3 (z - 3d) = 0 
i.e. d = (x + 2 y + 3z). 

En reportant dans le systeme, on obtient successivement : 
x’ = x - -L (x + 2y + 3z) 

■ y' = y - \j (x + 2y + 3z) 

3 

z! = z - —(x + 2y + 3 z) 

x! - L (13x- 2i/ - 3z) 

- V' = lj i~x + 5 y- 3 z) 

z' = -h (-3x - 65/ + 5z) 

Ce dernier resultat repond a la question. 
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6.14 


Remarque : Dans cet exercice, nous nous permettrons d’en- 
chalner des <=> entre des systemes equivalents. 

Notons S = (ei, e 2 ) la base canonique de R 2 . 

f(e 1 ) = (a, c) et/(e 2 ) = (b,d). 

1) / , endomorphisme de R 2 , espace de dimension finie, est 

injective si et seulement si elle est bijective, done si et seule- 
ment si (f(e{) ,/(e 2 )) est une base de R 2 . D’apres 8.3 ceci 
equivaut a ad - be t- 0. 

On a montre que : 

/ injective-^ / bijective <=* ad - be t 0. 

2) La reponse est ci-dessus. 

3) / etant lineaire, / est un projecteur si et seulement si 
fof = /, done si et seulement si 

f/o/(«i) = /(«i) 

\ fof (e 2 ) = f (e 2 ) 

( f (a, c) = (a, c ) 

\f(b,d) = (b,d) 


d 2 + be = d 




(fl 2 + be, ca + cd ) = (a, c) 
(ab + bd, be + d 2 ) = (b, d) 
a 2 + be = a 


«(S) 


c(a + d) = c 


Premier cas : a + d = 0 
(5 1) <=> a 2 + be = 1 
Deuxieme cas : a + d t 0 


(Sl)« 


(S 1) « , 

a+dt 0 | 


a 2 = d 2 = 1 
b = c = 0 

(a,d) = (1,1) ou (a,d) = (-1,-1) 
c = 0 


En conclusion, / est une symetrie si et seulement si 

( a + d = 0 

2 , , ou (a, b, c, d) = (1,0, 0, 1) ou 

a~ + be = 1 

(a, b, c, d) = (-1,0, 0,-1). 

5) Adaptons a nouveau le systeme ( S ) : 

' a 2 + be = 0 
c (a + d) = 0 

b (a + d) = 0 
, d 2 + be = 0 
Premier cas : a + d - 0 
(52) « a 2 + be = 0 
Deuxieme cas : a + d ± 0 


fof = 0 o (52) 


Premier cas : a + d = 1 


(5) 


a 2 + be = a 
d 2 + be = d 


a 2 + fee = a 

(d - a)(d + a) = d - a 


(5) « 


a 2 + be = a 

(c/ - a){d + a - 1) = 0 a +d=i 


Deuxieme cas : a + d 1 

1 a 2 = a ( a(a - 1) = 0 

d 2 =d «id(d-l) = 0 

b = c = 0 [fo = c = 0 


(5) « 


| (a,d) = (0,0) ou (a,rf) = (1,1) 
\fc = c = 0 


(S2)<=$a = b = c = d = 0 
C’est impossible lorsque a + d t 0. 

( a + d = 0 

En conclusion, fof = 0 si et seulement si { , 

J J \ a- + be = 0 


6.15 


1) Soient a-o, cri, • • • ,a n des reels ; supposons que 
* 0/0 + a ifi + • • • + cr„f n = 0 (fonction nulle). 

Alors, on a : Vx 6 R+.a^e - * + ct\xe~ x + • • • + a n xfe~ x = 0 
done Vx € R+, e~ x (ao + aix + ■ ■ ■ + a„x") = 0 
done Vx 6 R + , a 0 + aqx + • • • + a„x" = 0. 


En conclusion, / est un projecteur si et seulement si 

°2 ^ \ _ ou (a, b, c, d) = (0, 0 , 0 , 0) ou 

ar - a + be = 0 

(a,b, c,d) = (1,0,0, 1). 

4) / etant lineaire, / est une symetrie si et seulement si 

' fof (e 1 ) = ei 


fof = Me, done si et seulement si 


fof (e 2 ) = e 2 


En adaptant le calcul de la question 2, ceci equivaut a : 
' a 2 + be = 1 
c (a + d) = 0 
b ( a + d) = 0 
d 2 + be = 1 


( 51 ) 


Posons P (X) = ao + a iX H 1 OnX". P est un polynome ayant 

une infinite de racines, a savoir tous les reels positifs. Done 
P est le polynome nul, qui a tous ses coefficients nuls. Done 
VL e JO, /zj ,£}■* = 0. Ceci prouve que la famille est fibre. 

Comme par construction, elle engendre E n , c’est une base 
de E„ . 

En particulier, E„ possede une base formee de n + 1 vecteurs, 
done est de dimension n + 1. 

2) Vx 6 R + ,(d (/o)) (x) = -e-* = -f 0 (x) . 

Done d (Jo) = -fo- 

Si k > 1, pour tout x 6 R+, 
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( d ( f k )) (x) = krf l e * — x*e * 

(d (/*)) (x) = (x) - f k (x) = ( kfk-i - fk) (x) 

Done d (f k ) = &/*_i - f k . 

3) Par linearite de la derivation, 

V (/, g) 6 E n , Vd 6 R, (/ + d#)' = /' + d#' 
ee qui se traduit par d(f + Ag) = d (/) + dd (g). 

Done d est lineaire. 

D’apres la question 2, 

Vk 6 JO, «]],</(/*) 6 Vect(f 0 ,fu-- ■ ,/„) = E n . 

Done d (£„) c E„. 

d est done un endomorphisme de E„. 

4) Soient ao, ai, • • • , a„ des reels ; supposons que 
aogo + o'! <^1 + • • • + a„g„ = 0 (fonction nulle). 

a i ®o , a i a„ 

Alors, on a : — f 0 + —fi + • • • + —f n = 0 
0! 1! n! 

La famille (fo.fi, ■ • • , /„) etant libre, on en deduit que 
Vk 6 10, nj , §■ = 0, d’ou Vfc 6 [0, hJ , a k = 0. 

La famille (go, gi , • • • , g„) est done libre. Comme elle comporte 
n + 1 vecteurs dans l’espace E„ de dimension n + 1, e'est une 
base de E„ . 

5) Vk>l,d (g k ) = L d (f k ) = yr (kf k - 1 - /*) 

A:! A:! 

d (g k ) = 1 ), /t -1 - -j^ fk = 9a-i - 9a- 


De plus, d (go) = d (f 0 ) = -/o = -go- 
' d (g 0 ) = -go 

i <%i) = 90-91 

On a done : 

, d(g k ) = g k - 1 - 9a- 

k 

Par addition, ^ d(gr,) = -g k 

i=0 

Par linearite de d, Vfc e [[ I , n [| , g k = d 


-I> 


De plus , g 0 = d (—go). 

Done Vfc 6 JO, nj , g k e //nd. 

(g k )o<k< n etant une base de E n , E„ c Imd, done E n = Imd. 
Ainsi d, endomorphisme de E n , espace de dimension finie, est 
surjectif. done bijectif. Done d est un automorphisme de E n . 

De plus, son automorphisme reciproque verifie : 

k 

d~ l (go) = -go etV& 6 Jl,w]], dr 1 (g k ) = - ^ g,. 


En repassant aux f k , d 1 ( f 0 ) = —f 0 

k r 

et "ik 6 f[ I , II , c/ 1 (/*) 

i=0 

A. 

1) Soient P, 2 dans R [A] et d 6 R, Vx e R, 

A (P + dg) (x) = (P + dg) (x + 1 ) - (P + dg) (x) 

= P (x + 1) + dg (x + 1) - [P (x) + dg (x)] 

= [P (X + 1) - P (*)] + d [g (x + 1) - g (x)] 

= A P (x) + dAg (x) 

Done A est lineaire. De plus, comme R[A] etant stable par 
composition et soustraction, A est a valeurs dans R[A]. Done 
A est un endomotphisme de R [A]. 

2) Calculons d’abord A^A*') pour k €W : 

A(A A ) = (X+ l) k -X k = 1 1 j A'j - X k 

De plus, le coefficient de A* ' dans A (a*) est = 

done pour k € N*, 

d° (a(a*)) =k-l. 

De plus, A(A 0 ) = A (1) = 0. 

d 

Soit P dans R [A], avec d°P = d > 0, alors P = 2 a kX k avec 

A-0 

ao, •• • ,a d reels, a d t 0 

A etant lineaire, A (P) = 2 a k A (a*) = 2 a k A (a a ) ; done 


<#°(A-1) 


d° (A (P)) = d- 1 

3) Raisonnons par disjonction des cas : 

Premier cas : d°P = d > 0 

Alors d° (A (P)) = d — 1 > 0 (en particulier, A (P) n’est pas de 
degre -oo.) done A (P) n'est pas le polynome nul. 

Deuxieme cas : P est un polynome constant. 

3a € R/P (A) = a. 

done A (P) = trA (1) = 0, done P 6 Ker A. 

Conclusion : Tout polynome non nul ayant un degre > 0, les 
polynomes d" image nulle sont les polynomes constants , ce qui 
se traduit par Ker A = R 0 [A]. 

B. 

1) Soit r 6 N*. Si P 6 R r [A], d°P < r done d° A (P) < r - 1. 
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Done A (P) 6 R r _i [A] c R r [A]. Ainsi, A r est bien a valeurs 
dans R r [A], et la definition de A r est coherente. 

De plus, A,- ayant meme expression que A sur un espace plus 
petit, est lineaire comme A. 

2) On a equivalence entre les enonces suivants : 

• P 6 Ker A, 


■ (P e R r [A] et A (P) =0 ) 

• P € R r [A] n Ro [A] 

• P 6 Ro [A] 


Done Ker A r = R 0 [A], 

3) (l. A, A 2 , • • • , A r ) etant une base de R r [A], 


ImA r = Vect 


A (1) , A (A) , • • • , A (A r ) 


ImA r = Vect (a (A) , A (a 2 ) , • • • , A (A r )) 
A(A),A(A 2 )--- , A (A r ) 


La famille 


etant echelonnee en de- 


l d° t d ° r - 1 - 

gres et constitute de polynomes non nuls, est fibre ; par 
construction, elle engendre ImA r , qui est done de dimension r. 


De plus, lmA r c R r _i [A], 

Comme dim(ImA r ) = r = dim(R r _i [A]), on en deduit que 
1mA, = R r _i [A], 


4) Soit P e R [A], si P = 0 alors P = A (0) ; sinon d°P = r - 1 
avec r 6 N* , Done P 6 R r _i [A] = ImA r c ImA. 


Ainsi tout polynome de R [A], nul ou pas, est element de ImA. 
Done ImA = R [A], Done A est surjective. 

C. 


A est surjective done 

V<2 € R [A] , 3P e R [A] /<2 = A (R) . 

Posons Pi = P - P (0). 

Alors Pi (0) = P (0) - P (0) = 0 done P { 6 E. 

Par ailleurs, A (Pj) = A (P) - A (P (0)) = A (P) = Q 

=o 

On a ainsi montre que 


V0eR[A],3P! 6 £/e = A(P I ), 


done A : E — » R [A] est surjective. 

De plus, P 6 Ker A| E «(Pe£e t A (P) =0 ) 

Done Ker A| £ = E n Ker A = E n R 0 [X] 

Or un polynome est dans E n Ro [X] si et seulement si il est 
constant et s'annule en zero, s’est-a-dire s'il est nul. Done 
Ker A|£ = jO). Done A| £ est injective. 


Conclusion : A| £ est bijective ; etant lineaire comme A, e’est un 
isomorphisme de E sur R [A], 

D. 


1) Montrons par recurrence sur n 6 N qu" il existe un unique 
polynome N„ tel que No = 1 et si n > 1, A (N„) = N n _ t et 
N„ (0) = 0. 

N 0 = 1 done No est defini de fa§on unique par renonce. 

Si on suppose que pour un n 6 N, N„ existe, alors, d'apres C, 
puisque A est un isomorphisme de E sur R [A], 

3!A1 „ +1 e E/A(N n+ i) = N n 

En tenant compte de la definition de E , 

3\N, 1+ i € R [A] / {N n+ i (0) = Oet A(iV, I+1 ) = JV„) 

On a ainsi montre par recurrence que la suite ( N „ ) verifiant les 
conditions de l’enonce est definie de fagon unique. 

2) Posons pour n e N* 

x(x - 1) (x - 2) • • • (x - n + 1) 

M n (x)= ; . 

n\ 

Montrons par recurrence sur n que M n = N n , e’est-a-dire que 
(M„) verifie les conditions de la question precedente. 


Si n 


1 " _1 

1, — 1 f (A — fc) = A et on verifie que :A(A) = 

n! t l 

k = 0 

(A + 1) - A = 1 = No (A) ; de plus, A s’annule en 0. Ni etant 
defini de fagon unique, Mi = N] . 


Supposons que pour un n e N, n > 2, on ait : 

n — 2 

Nn-l (A) = M„_, (A) = — T n (X - k) ' alors 

k = 0 
n— 1 


V -1 (A) = M„_! (A) = fj (A - k), i 

1 n ~ 1 1 n ~ 1 
A (M„) = — n (A +1 — fc) n (A - k) 


A (M„) = — 
n\ 


(A - - PJ (A - *) 


1 

A (A#„) = - [(A + 1) - (A - (n - 1))] Y]( A - k) 


k = 0 
n — 2 


A(M„)= i(„)f|(A-fe)= — FT (A - *) 

n ! U (n - [ v u 

A ( M „ ) = N n - 1 ; de plus M„ (0) = 0 car n > 1. 

N„ etant defini de fagon unique, on en deduit que M„ = N„. 

n - 1 

e’est-a-dire que N„ = -7 11 (X - k). 

k=0 

On a bien prouve par recurrence que 


Vn 


1 " 1 

e N", = — ]~ [ (A — At). 
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3) Pour tout n 6 N, N„ est de degre n. La famille (N n ) n e[o,r] 
est done echelonnee en degres et constitute de polynomes non 
nuls, done libre. Comme elle comporte r + 1 vecteurs de l'es- 
pace BL r [X] de dimension r + 1, e’est une base de R r [X]. 

4) Remarquons d’abord que si k e |[0, rfl, 

A(JV*) = N k -u A 2 (N k ) = . . ; 

A k <N k ) = N 0 = 1 ; d’ou pour n > k. A" (N k ) = 0. 


Considerons a present 0 6l, [X] ; d'apres la question prece- 


dent^ 3! (ffo, ■■■ ,a r )e r +1 /2 = akNk - 

k = 0 


© 


Sine E0,r]],A"(G)= 2 a k A" (N k ) 

k = 0 

Or si k < n, A n (Nk) = 0, done 

r r 

A" (2) = £ a k A" (N k ) = £ a k N k . n . 

k=n k=n 

En substituant 0 a X, il vient : (A n (2)) (0) = a„N„ (0) = cr n car 
N k - n (0) = 0 si k > n. 

En repla§ant ces valeurs deer,, dans l’expression de Q, on ob- 

r 

tient : Q = ^ (A” (2)) (0)N„. 

n = 0 
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Introduction 

Nous allons dans ce chapitre introduire les matrices, definir les calculs sur ces 
matrices, et utiliser cet outil tres commode pour les exercices en dimension finie. 


Prerequis 

• Systemes lineaires, methode du pivot de Gauss. 

• Espaces vectoriels, applications lineaires en dimension finie. 


Objectifs 

• Maitriser le calcul matriciel. 

• Utiliser les matrices pour resoudre des problemes d’algebre lineaire en dimension 
finie. 


9.1 Matrices et applications lineaires 


Dans ce chapitre, K designe R ou C. 


9.1.1 Definitions 


Definition - Matrice 

Soit («, p) e (N*) 2 . On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K un 


tableau de la forme A = 


on a 12 «i 3 

«21 

«31 


a\p 


^ fl/U * ■ ■ fl/i/j 

ok pour tout ( i , j) 6 [[1, nj X p.pJ.flyeK. 

• Pour ( i , j) e H 1, n]] x [| 1 , p || , les scalaires a,j sont appeles coefficients de la matrice A. 
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a-ij est situe a la i'" e ligne et a la j me colonize . En d’autres tennes, dans I’ecriture a,j, le 
premier indice i designe le numero de la ligne alors que le deuxieme indice j designe 
le numero de la colonne. 

• aij est le terme general de la mat rice A. 

Notation - On note A = ( a,-,- ) ou A = (a,-,-) lorsqu’il n’y a pas d’equivoque sur la 

t<j<p 

taille de la matrice A. 

Ai „, p (K) designe 1’ ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. 


Definition - Cas particulars 


. Lorsque n — 1, A = ( an an ■ • • flip ) est une matrice-ligne. 

On note Mi, p (K) /’ ensemble des matrices-lignes a p colonnes a coefficients dans K. 

[ an ) 

A21 


• Lorsque p — l, A — 


est une matrice-colonne. 


V &n\ ) 


On note Al n ,t (K) 1’ ensemble des matrices-colonnes a n lignes a coefficients dans K. 


Definition - Matrice carree 

Soit n e N* . 


( All Al2 ' ' ' Ain 'l 


Lorsque n — p, A — 


«21 


est une matrice carree d’ordre n. 


V dn\ &n2 * * * &nn ) 


On note Ai„ (K) am lieu de A\ n , n (K) V ensemble des matrices carrees d’ordre n a coeffi- 
cients dans K. 


La matrice-unite d’ordre n, carree d’ordre n est /„ 


A 0 0 ^ 

0 1 -.: 

: •• 0 
U ••• 0 1 J 


Matrice d’une application lineaire 

Determination d’une application lineaire de K p dans K n 

Rappe - Nous avons vu dans le chapitre 7 que si Ton fixe les images d’une base de 
l’espace de depart, ici K 1 ’ , dans Fespace d’arrivee, ici K” , on definit ainsi une unique 
application lineaire de K p dans K” : 

Si £ = (ei, ■ ■ ■ , e p J est une base de K 77 (par exemple la base canonique), et si x' 1 , ■ ■ ■ , x / p 
sont p vecteurs fixes de K", il existe une unique application lineaire / de K p dans K" telle 
que ij G |[l,p] ,/(e ; ) = x'. 
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Formules 

Gardons les memes notations. Nous allons mettre en place les formules qui nous permet- 
tront de relier matrices et applications lineaires entre espaces de dimension finie. 

Notons encore £ = {e\,- ■ ■ , e p J une base de K p , et introduisons £' = {e\, ■ ■ • , e'„) une 
base de K". 

n 

Vj 6 Hi, pI ,3! (aij,a 2 j,--- ,a nj ) e K n /f(ej) = ^a ij e / i . 

i=i 

Soit x e K p ; 3! {x\, X 2 , ■ ■ ■ , x„) e K"/x = X x j e j- 

j= i 

/ etant lineaire, / (x) = X x jf ( e j) 

i= 1 

p n \ p n \ n p y 

fi x ) = Y x i X a, i e > = Y Y X i a, J e ‘ = Y Y a, J x ’ e > ■ 

j= 1 /= 1 / 7=1 i= 1 / i - 1 j— 1 j 

n P ' 

D’ou f{x)=X Y a ' jXj e 'i W- 

' =1 V;=1 1 

scalaire gK 

Comme £' = (e' v ■ ■ ■ , e' n j est une base de K", 

n 

3\(x' l ,x' 2 ,--- ,x'„) e K n /f(x) = Y x 'i e '< ^ 

!=1 

En considerant les deux expressions (1) et (2) de f (x), on en deduit que 

p 

V/ e [[1, nj , x'j — ^ ciijXj = a* \X\ + aax 2 + • ■ • + a\ p x p 
j= 1 

Cette derniere formule, constitute en realite de n egalites, est appelee expression analy- 
tique de / dans les bases £ et £’. Elle donne l’expression des coordonnees de l’image 
d’un vecteur dans la base £' de l’espace d’arrivee K"en fonction des coordonnees du 
vecteur dans la base £ de l’espace de depart K p . 

Matrice d’ une application lineaire dans des bases 

Definition - Soient E un K -espace vectoriel de base £ — (e\, - ■ ■ , e p ) , F un Y-e space 
vectoriel de base £' — (e' v ■ ■ ■ , e ' n ) , f une application lineaire de E dans F. 

On appelle matrice de l’application lineaire / relativement aux bases £ et £’ la 

matrice de M„, p (K) egale a (aijj oil Vy e [1 , pj , / ( ej ) = X a ij e ' r 

1 <i<p 

On note Mates' if) I a matrice de f relativement aux bases £ et £’. 

En d'autres termes, la j eme colonne de Mates’ if) contient les coordonnees dans la base 
de l’ espace d’arrivee, de f image par f du j eme vecteur de la base de depart. 
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Exemple 

Notons £ - (e\,ei, e\) la base canonique de K 3 et £' = (e\ , <?' 2 ) la base canonique 
de R 2 . On definit une application lineaire / de R 3 dans R 2 par f(e i) = e\ - e\ ; 
f(e 2 ) = e\ ;/(e 3 ) = e\ + 2e' v 
La matrice de f dans les bases B et B’ est 

- (Lji) % 

f(e 1) f(e 2) /O3) 

L’ expression analytique de / dans les bases B et B’ est : 

( x 1 — lx + \y +lz . \ x> = x +ij +z 
| y' = -lx +0 y +2 z S01t | y' = —x +2 z 


Les coordonnees des images des vecteurs de la base de depart donnent les colonnes de la 
matrice. 

Les coefficients de 1’ expression analytique donnent les lignes de la matrice. 

Cas particulier - Si l’espace d’arrivee F est de dimension 1, / est une forme lineaire 
sur E. La matrice de / dans une base £ = (e\, ■ ■ • , e p ) de E s’ecrit ( a\ ai ■ ■ ■ a p ) ou 
Vi G || 1 , /?]] , a, = f(ei). 

La matrice d’une forme lineaire est une matrice-ligne. 

Definition - Soit A e M n , p (K) ; /'application lineaire canoniquement associee a A 

est l’ application lineaire de dans K" dont la matrice dans les bases canoniques de 

et K" est A. 


Exemple 


Si A 


' 1 3 ' 
0 5 , 

U 4j 


1’ application lineaire canoniquement associee a A est 


/ 


R 2 R 3 

(x, y) >—> (x + 3 y, 5 y, 2x + 4 y) 


( x 1 = x + 3 y 

1 / — 5 y dans les bases canoniques de R 2 et R 3 . 

7 ', - 2x + Ay 


Matrice d’une famille de vecteurs 

Definition - Soient F un E-e space vectoriel de base £ = (e\, • ■ ■ , e n ), et a \ . ■ • • , u p p 
vecteurs de F. 

La matrice de la famille ( u \ , • • • , u p 'j dans la base £ est (ajj'j ou 

1 <j<p 

n 

V; g p,p], uj = ^ aijei. On la note Mat<g (u\, - ■ ■ , u p ^ . 

1=1 

Autrement dit, la j emt colonne de Mat<g (u\, • • • , u^j contient les coordonnees de Uj dans 
la base £. 
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Exemple 1 

DansK. 2 1 A"] muni de sa base canonique 3 = ( 1 , A\ A" 2 ), on pose PCX) = 5 + AX + 2X 2 . 


Mat s (P, P'- P") 


'5 4 4' 
4 4 0. 
, 2 0 0, 


Exemple 2 

Dans K 3 , posons pour i e [[1, 4], Uj - (l,i, r). 


La famille (u\, 112 , M 3 , M 4 ) a pour matrice dans la base canonique 


111 1 ' 
12 3 4 
14 9 16, 


Cas particulier - Si p — 1, la famille comporte un seul vecteur u = a\e\ + 0262 +- ■ ■+a„e„. 
ta t ) 


02 


est la matrice-colonne des coordonnees de u dans la base 3. 


V ) 


9.2 Operations sur les matrices 


9.2.1 


Espace vector iel M n ,p (K) 


Definition - Soient (A, B) e \M n . p (K)]“ et A e K. 

A = { a ‘j)l<i<n et B = { b ‘j)l <i<n • 

1 < j < P 1 <j<P 

On definit : 

• La somme des matrices A et B : A + B - (a, , + b, ;) 

' ' l<i<n 

1 <i<p 

• Le produit de la matrice A par A e K : AA = (/(a,,) 

1 <j<p 


Exemple 



-2 

1 3 


7 -2 
3 6 



6 4 
-2 8 


Theoreme et definition - Soient n,p dans N*. 

1. (M„, p (K) , +, •) est un K-espace vectoriel de dimension np, isomorphe a 
{XL (K p , K") , +, •)• Le vecteur nul de M„, p (K) est la matrice nulle 0 a-i„ (K)> dont tous 
les coefficients sont nuls. 
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o' 

o 



1 

^•iemeligne 

2. Si on note Ey = 

o • • • 
o • • • 

, ou le coefficient 1 est situe a V intersection de 


jibme colonne 


la ligne i et de la colonne j. 

la famille (e,^ est une base de A\ n , p (K), appelee 



i <i<p 

base canonique de M n , P (K 

). 


Idee de la demonstration de 1 

L’ application <p : £ (K p , K") — > Ai„, p (K) qui a / € £ (K p , K") associe sa matrice dans 
les bases canoniques de et K", est une bijection grace au theoreme de determination 
d’une application lineaire ; de plus, 1’ addition et le produit par un scalaire dans Ai n , p (K) 
ont ete definies pour qu’elles « correspondent » a l’addition et au produit par un scalaire 
des applications lineaires. C’est pour cette raison que < p est lineaire. Etant bijective et 
lineaire, <p est un isomorphisme d’espaces vectoriels. ■ 

Demonstration de 2 

/ \ » P 

Soit A - (a,;) dans Ai n p (K), alors A — 2 £ a ijEij ; ceci prouve que toute matrice 

v ’ t<t<n ’ i=t /= l 

t<j<p 

de A\ n , P (K) est combinaison lineaire des E/j, c’est-a-dire que Ai, hp (K) est engendre par 
la famille (£,■,) 

' ' 1 <i<n 

i <i<p 


n p 

'an . 

. . Clip 

Une combinaison lineaire de la famille s’ecrit : ^ ^ a ijEij = 



l S< P i=i j=i 

s ®n\ 

&np ) 


Par comparaison des coefficients, elle est egale a la matrice nulle si et seulement si 
V (i, j) e [[ I , nj x [f 1 , pH , a i; = 0. 

Ceci montre que la famille (C,,) est libre. C’est une base de M n , P (K). 

i <j<p 

Corollaire - Soient n, p dans N*. dim (£ (K p , K")) = np. 

Plus generalement, si E est un K-espace de dimension p et F un K-espace de dimension 
n, alors dim (£ (E, F)) - np 

C’est une consequence de 1’ isomorphisme entre [A\ n , P (K) , +, •) et {£ (K p , K") ,+,•); en 
efFet, deux espaces isomorphes ont meme dimension. 


Produit matriciel 

Definition du produit de deux matrices 

Definition - Soient n, p, q dans N*. 

Soient A = (aij) e Ai n , p (K) et B - ( b; e Afn 9 (K). 

' ' 1 <i<n ’ ' ' 1 <i<p 

i <j<p i <j<q 
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On definit la matrice-produit de A et de B par AB = (c,y f ) e M„„ (K) 

!<(<« 


\<k<q 


P 

ou c it; — ^ ^ aijbjk- 
i= i 


Disposition pratique - Le coefficient du produit AB situe a la 1’ intersection de la ligne i 
et de la colonne k est obtenu en « multipliant » la i ieme ligne de A par la / leme colonne de 
B, c’est-a-dire c lk = a n bu + a i2 b 2k + ■ • • + a ip b pk . 


B 


Le produit AB de la matrice 


* ... * ' 

Oj | ‘ ‘ ‘ Clip 

' * b\k * ' 
,* bpk *, 

' >[c • • • * > 

A par la matrice 6, dans cet 


• Cik • 

ordre, n'est defini que si le 


,* ■■■ * , 

^ * • • • * } 

nombre de colonnes de A 
est egal au nombre de lignes 
de 6. 

Exemple 

A 

AB 


Ainsi, ci-dessous, le coefficient de AB situe a la premiere ligne et a la deuxieme 
colonne est obtenu en multipliant la premiere ligne de A par la deuxieme colonne 
de B. 

B 


'0 1 ' 

2 3 
,4 5 , 

( 1 ft 99 t 


'12 3 ' 


' 16 22 ' 

-10 2 


8 9 

, 241 , 


12 19 


AB 


Propriety - Soient n, p dans IT, M e yVl (J /) (K). 
Alors I n M = M et MI p = M. 


Image d’un vecteur par une application lineaire 


Proposition - Soient n, p dans N*. E, IL-espace de dimension p, de base 
£ = (ei, ■ ■ ■ , e p j et F, K-espace de dimension n, de base £' = (e' , • ■ ■ , 


Si f e X (E, F ) et x e E, alors \ X' — AX [ en notant : 


A la matrice de f dans les bases £ et £' , 

X la matrice colonne de x dans la base £, 

X' la matrice colonne de f (A) dans la base £' . 
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Demonstration 

p 

x, vecteur de E, s’ecrit x = ^ xjej ou (xi,X 2 , ■■ ■ , x„) e K". 

j=i 

n 

En utilisant les formules trouvees en 9.1.2, f(x ) = avec Vi € 

i= 1 

p 

A = X a n x i W 

j = 1 



( A ) 


'flu flip' 

' Xi ' 

Or (*) traduit le produit matriciel 

i 

4 

= 


.A,) 


\ 1 ' ’ * @np / 

s Xp J 


C’est-a-dire X' = AX. m 


Exemple 1 

Soient n, p dans N*, A = (a, 7 ) e M, up (K), j e [[1, pj. 


t ■ \ 


Notons Ej - 


0 

1 

0 


la matrice-colonne qui a tous ses coefficients mils, sauf le j eme qui 


V : J 

vaut 1 . Alors AEj = Cj est la / eme colonne de A. 

Ceci traduit que l’image par l’application lineaire canoniquement associee a A du 
jeme vec t eur t | e ] a h ase canonique a ses coordonnees dans la j eme colonne de A. 


Exemple 2 


On donne l’endomorphisme / de R 3 par sa matrice A 


-1 0 2 i dans la base 
2 4 1 

canonique, L’image du vecteur (1, 1, 2) se calcule a l’aide du produit matriciel : 


1 2 3 


12 3' 

r 


'9\ 

-10 2 

1 

= 

3 

2 4 lj 

UJ 


UJ 


On conclut que : /(l, 1,2) = (9, 3, 8). 


Correspondance entre produit de matrices et composee d’application 
lineaires 


Theoreme - Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de bases respectives 'B. S', B" . 
Soient / une application lineaire de E dans F, g une application lineaire de F dans G. On 
a alors : 

Mat®#" ( gof ) = Mat®.#" ( g ) x Mat®#. (/) 
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Definition - Soient n, p dans N* et A — ( a e At n , p (K) . 

i <i<p 

La transposee de la matrice A est la matrice de M p n (K) egale a (aji) 


Elle est notee ' A . 

On obtient 'A a partir de A en echangeant les lignes et les colonnes. Si A n’est pas carree, 
A et sa transposee 'A ne sont pas de meme format. 

Exemple 

( 2 -l\ 

I 2 3 1 \ 

Si A = alors 'A - 3 2 . 

1-12 0 / 

1 0 


Proposition 

L application est un isomorphisme d espaces vectoriels. 

En particulier, 

Vd e K, V (A, B) 6 [M„, p (K )] 2 (A + B) - 'A + 'B et ' (AA) = A 1 A. 

V (A, B) e M„, p (K) x M p , q (K) , f (A x B) = 'B x 'A. 

VA € M n , p (K) , ' ('A) = A 

Definition - Soient n dans I !* et A - (an) e At,, (K) ■ 

' ' 1 <i<n 


• La matrice A est symetrique si et settlement si 'A = A. 

• La matrice A est antisymetrique si et settlement si 'A — —A 

Notation 

. L’ ensemble des matrices symetriques d’ordre n est note S„ (K). 

• L’ ensemble des matrices antisymetriques d’ordre n est note Jt n (K). 

. A est symetrique si et seulement si V ( i , j) e [[1, n§ 2 , a p = aij. 

Une matrice symetrique a ses coefficients symetriques par rapport a la diagonale. Elle est 
( an a 12 • • • a\ n f 


On 022 ■ • • 02n 


de la forme : 


, & \n n ’ ' ' 


• A est antisymetrique si et seulement si V ( i , j) e [1, n]| 2 , a p = -a,j. 
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En particular, V/ e [[1, «]] , an - 0 

Une matrice symetrique a ses coefficients symetriques par rapport a la diagonale qui sont 

'0 an ■■■ a\ n 

-a \2 0 • • • 02 n 

opposes. Elle est de la forme : 

, ttl n ®2n ' ' ' 0 

9.3 Rang d’une matrice 

9.3.1 Definition 

Definition - Soit A e M n , P (K) ; on appelle rang de la matrice A le rang de I’ applica- 
tion lineaire f de dans K" canoniquement associee a A. 

rg (A) = rg (/) 

9.3.2 Proprietes 

Proposition - Si deux matrices represented la me me application lineaire dans des 
bases eventuellement dijferentes, leur rang est le mime. 

Si A e M, up (K ),rg(A) = rgj'A ). 

Proposition - Soit A e M n , p (K), notons C i , • • • ,C P les colonnes de A et L\, - ■ ■ ,L n les 
lignes de A. 

1. Le rang de la matrice A est aussi le rang de la famille des colonnes de A, considerees 
comme des vecteurs de K", et de la famille des lignes de A, considerees comme des 
vecteurs de K p . 

2. rg (A) = p <=> (C\, ■ ■ ■ , C P J est line famille libre. Alors p < n. 

rg (A) = n <=> (C\, ■ ■ ■ , C p ) est une famille generatrice de K". Alors p > n. 
rg (A) — n - p <=> iCi, • • • , C p ) est une base de K 71 = K". 

Demonstration 

En adoptant les memes notations, C i, • • • ,C P etant les matrices-colonnes des images par 
/ des vecteurs de la base canonique de K p , 

1. rg (A) = rg (/) = dim (Imf) = dim ( Vect (Ci , • • • , C p )) = rg (Ci, • • • , C p ) 

De plus, rg (A) = rg ('A) = rg {L\,- • • , L„) puisque /_[,••• , L„ sont les colonnes de 'A. 

2. rg(A) - p si le sous-espace F engendre par C i,--- , C p est de dimension p. Ceci 
revient a dire que (Ci , • • • , C P J qui est generatrice de F est aussi une base de F, c’est- 
a-dire qu’elle est libre. 

rg(A) = n o Aim[vect (C\, ■ ■ ■ , = n «=> (Ci, ■ ■ ■ , C /; ) engendre K". 

Le dernier enonce resulte de ces deux resultats. 
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Remarque - Une matrice eche- 
lonnee est de rang r si et 
seulement si elle possede « r 
marches » dans sa diagonale. 


Determination pratique du rang 


Proposition et Definition - Soient n, p dans N*. Le rang des matrices de M„, p (K) 
qui sont de I’ une des deux formes suivantes est r. 



a\ 0 • ■ 

■ : 0 

> 

.. 0 


' a 

i*‘. 

* * ' 

A r = 

* 

0 : 


ou B, - 

0 

* • a r * • • • * 


* 

a r 0 

0 

•• 0 



■ 0 0 


, : * 

: 0 



l 0 

0 ) 


a i , «2, • • • , a, designent des elements tous non nuls de K ; les * designent des elements 
quelconques de K. 

On dit que A r et B, sont des matrices echelonnees de rang r. 


Demonstration 


Considerons les r premieres colonnes de A r : C] 



n 

^ A/; Ck = 0 s’ecrit comme un systeme homogene dont les r premieres lignes sont 

k= 1 

' a\A\ = 0 

■ • • d -012^2 — 0 

* 

• • • • • • +CT r Af — 0 

• ■ ■ ,otr etant tous non nuls, ce systeme a pour settle solution (A \ , ■ ■ ■ ,A r ) = 
(0, • • • ,0). Ceci prouve que la famille (Ci, C 2 , • • • , C, )est libre done de rang r. 

B, est la transposee d’une matrice de yVl ;v , (K) du type de A r , done a meme rang r 
que A r . ■ 


Definition et Proposition - Soit E un espace vectoriel de 

dimension finie et 

(xi,X2, ■ ■ ■ , x r ) une famille de vecteurs de E. 




On dit que la famille (x\, X2, • • • , x r ) est echelonnee si et seulement si on peut trouver 


'a 1 0 • ■ 

■ 0 'j 


une base B de E dans laquelle sa matrice est de la forme 


• 0 




Ur 



l * 

* ) 


ouai, 0-2, • • • , a, sont des elements de K tous non nuls. 
Une famille echelonnee est libre. 
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La liberte d’une famille echelonnee est une consequence directe de la preuve de la pro- 
position ci-dessus. 


Exemple 1 

Dans R 3 , la famille ((1,2, 3) , (0, 2, 5) , (0, 0, 4)) est echelonnee, done libre. De plus, 
comme elle comporte trois vecteurs dans K 3 , espace de dimension trois, e’est une 
base de R 3 . 


Exemple 2 

Soit Pi = 3 + X + 2X 2 , P 2 =X + 2X 3 , P 2 = 5X 2 - X 3 . 

Dans la base (l,X,X 2 ,X 3 \ de R 3 [X], la famille de polynomes (P\,P 2 ,P 2 ) a pour 


matrice 


0 0 3 
1 0 
0 5 

2 -1 


. Elle est echelonnee, done libre. 


Methode 1 Determination pratique du rang 

Le rang d’une matrice est invariant par operations elementaires sur les colonnes. 

Le rang d’une matrice etant egal a celui de sa transposee, le rang d’une matrice est invariant par 

operations elementaires sur les lignes. 

1. Pour trouver le rang d’une matrice, on effectue des operations elementaires sur ses lignes et ses 
colonnes afin de se ramener a une matrice echelonnee. Le rang est alors donne par le nombre de 
« marches », e’est-a-dire le rang de la matrice echelonnee obtenue. 

2. On determine le rang d’une famille de vecteurs d’un espace E de dimension finie en determinant 
celui de sa matrice dans une base de E. 

3. On determine le rang d’une application lineaire entre deux espaces de dimensions hnies en 
determinant celui de sa matrice. 


Remarque - De cette fagon, on se ramene a determiner le rang d’une matrice. 


Exemple d'application 


Determiner le rang de la matrice A 


1 2 0 - 1 ’ 
-1-3 1 3 
-1-2 2 3 
, 1 2 10 , 


Solution 



1 0 001 


1 0 0 0^ 

C2 <— C2 - 2 C\ 

-1-112 

C3 C3 + C2 

-1-100 

C4 < — C4 + C 1 

-1022 

, 1 Oil, 

C4 < — C4 + 2C*2 

-1022 

. 1 Oil, 


(l 0 0 0\ 


C4 


C 4 - C 3 


-1 10 0 
-10 2 0 
10 10 , 


T est une matrice echelonnee « a 3 marches », done rg(T) = 3. 
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T est obtenue a partir de A par operations elementaires sur les colonnes, done A etT ont meme rang, 
done rg (A) = 3. 


9.4 Matrices ca rrees 


9.4.1 


Ensemble dee matrices carrees d’ordre n 


Proposition - Soit n e N* ; (A1„ (K) , +, •) est un K -espace vectoriel de dimension nr. 
De plus, le produit matriciel est line operation interne dans Ai„ (K). 


Si n e W,n > 2, 

1. La multiplication des matrices n’est pas commutative dans Ai„ (K). 

2. Dans j\\„ (K), il y a des « diviseurs de zero », e’est-a-dire qu’on peut trouver /l, B dans 
Ai„ (K), toutes deux non nulles, telles que AB = 0. 


L’exemple suivant montre ces deux enonces : 


0 0 1 0 
1110 


0 0 
2 0 


est different de 


1 0 0 0 
10 11 


alors qu’aucune des deux matrices n’est nulle. 



et ce dernier produit est nul 


Definition - Puissances successives d’une matrice carree 

Soit A dans Ai„ (K) ; soit k un entier naturel. 

On defaiit A 0 = /„, oil designe la matrice-unite d’ordre n. 
Si k € N*, si on suppose A k ~ l definie, A k — Ax A k ~ l . 


Exemple 

On considere la matrice J 


1 1 r 

111. Calculer J" pour n e N*. 
1 1 1 


Solution 


111' 

'nr 


'3 3 3' 


'111' 

1 1 1 

i i i 

= 

3 3 3 

= 3 

1 1 1 

[ill, 

U i U 


,3 3 3, 


[l 1 lj 


Montrons par recurrence sur n que : in e N*, J " = 3" 1 J. 
Pour n = 1 ,J l = 3 l ~ l J = J. 

Supposons que pour un n e N*, on ait : J n = 3 n ~ 1 J. 

Alors J' ,+1 = 3 "- 1 / 2 = 3"- 1 x 37 = 3 n J. 

On a done montre que : in e N*, J" = 3" 

Theoremt - Formule du binome (de Newton). 


Soit n e N* ; soient A, B dans A\„ (K) telles que AB = BA. 

p 

Alors pour tout p € N, (A + B) p 


= 2 ( 1 ) 

*=o ' ' 


A k B p ~ k . 
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9 . 4.2 
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Exemple 

On cherche a calculer les puissances successives de A = 

Solution 

(3 0 O') (0 1 2^ 

= 3 / 3 + iV 


1 3 1 2 3 
0 3 1 
0 0 3 



'3 0 0' 


0 12 ' 

Ecrivons A - 

0 3 0 

+ 

0 0 1 


.0 0 3; 


.0 0 0 , 


Or A ? 2 = 


0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 


et = 0. D’ou VA > 3,N* = 0. 


/V /3 = N = I 3 N ; on peut done appliquer la formule du binome : 


Vp e N*, AP = ( 3/3 +N) P = 2 I AT* (3/ 3 ) p “* 

*=o ' k 


A p = ( 3h) p + | P j (3/ 3 ) p_1 xJV + (f) (3/ 3 ) p “ 2 x N 2 

+ Z(l)j!L (3/3) ^ 

\ / 


Or 73 

est neutre pour le produit des matrices. 

D’ou = 3 p h + p3 p ~ l N + P(P ~ l) 3P~ 2 N 2 . 



' 3 p 0 0 1 


< 0 P 3 p ~ l 2p3 p ~ l 1 


|oo p(, ’~ Vb 

A p = 

0 3 p 0 

+ 

O 

O 

U> 

^5 

1 

+ 

0 

0 

0 


. 0 0 3 P , 


O 

O 

0 J 


loo 0 J 



(n + 111 ,3 



3 P P 3 p ~ l 


2 P^ 



A p = 

0 3 P 


p3 p ~ l 




, 0 0 


3 P , 




Definition d’une matrice carree inversible 

Definition - Soit n e N*. Une matrice A de Al„ (K) est inversible si et seulement si 
3 B e M„ (K )/AB = BA = /„. 

Si une telle matrice B existe, elle est unique, on l 'appelle inverse de A. Elle est notee A 1 . 

Notation - Si n e N*, GL n (K) designe 1’ ensemble des matrices carrees d’ordre n inver- 
sibles. 
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Exemple 

Si une matrice carree A verifie A ' + 2A + I n - 0, on en deduit que : 

A (-A 2 - 21,) = I n = {-A 2 - 21,) A 

Done A est inversible d’inverse A~' = -A 2 - 2 1„ 



9.4.3 Correspondence entre matrices inversibles 
et isomorphismes 

Theoremt - Soient E, F deux K-espaces vectoriels de bases respectives B, B' et / une 
application lineaire de E dans F, de matrice A e A1„ (K) dans les bases B et S'. On a 
alors : 

/ est bijective o A est inversible o rg(A ) = n. 

Dans ce cas, = [Mat<s,s' (/XT* 

9.4.4 Calcul de I’inverse d’ une matrice carree. 

Calcul de I’inverse d’une matrice carree d’ordre 2 



Premier cas : ad - be A 0 

Posons B = ( d 

ad - be \ — c a ) 

On a alors : AB = BA = /„ Done A est inversible et A 1 - B. 

Deuxieme cas : ad - be — 0. 

Sia-b-c-d-0, alors A est la matrice nulle, qui n’est pas inversible. 

232 I 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Matrices 


COURS & METHODES 


9 


Si Fun des coefficients de A est non nul, par exemple a A 0 , alors 



et si l’on considere l’endomorphisme de K 2 de matrice A dans la base 


canonique, il est non injectif, done non bijectif ; on procede de facon analogue si e’est un 
autre coefficient que a qui est non nul. D’apres 9.3.2, A n’est done pas inversible. 

En procedant par disjonction des cas, on a montre que A est inversible si et seulement si 
ad — be ^ 0 ■ 


Calcul de [’inverse d’une matrice carree dans le cas genera! 

Nous allons utiliser la correspondance entre matrices carrees d’ordre n et endomor- 
phismes de K" pour en deduire une methode de calcul de l’inverse. 


Methode 2 Calcul de I'inverse d'une matrice par resolution d'un systeme 


Soit A dans A4„ (K) et / F endomorphisme de K" de matrice A dans la base canonique de K". 
/ est bijective si et seulement si A est inversible, e’est-a-dire de rang n 


si et seulement si pour tout (j/i , • • • , y„) e K", le systeme A 


' X\ ^ 


' y i ' 




v X n > 


v \jn / 


possede une unique solution. 



f X\ ^ 


’ y\" 

Les coefficients de A 1 sont donnes par 


= A" 1 



K Xu ) 


s \jn / 


Exemple d'application 

'-i 2 n 

Soit A = 0-12 

,201 


' x' 


' a ' 


'-i 2 r 

' x' 


' a ' 


y 

= 

b 


0-12 

y 

= 

b 

o ■ 



,c, 


,201, 



,c, 



-x +2 y +z = a 
-y +2 z = b 


2x 


+z-c 


Utilisons la methode du pivot : 

f -x +2 y +z = a 


Z/3 < — Z.3 + 2 L\ 


<— Li + ALi • 


f —y +2 z = b 

( Ay +3z = 2a + c 

-x +2 y +z = a 

-y +2 z = b 

1 lz = 2a + Ab + c 
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La matrice du systeme obtenu est echelonnee de rang 3, done A est inversible. En resolvant le systeme 
de proche en proche, on obtient : 


x - Yi * _<7 ~~ + 5c) 


y — jY (4a - 3b + 2c) 
Z — yy (2a + 4 b + c) 


-1 -2 5Vo 


Ceci s’ecrit sous forme matricielle : u = — 4-32 b . 

I 

U 2 4 1 c 


1 _1 ~ 2 5 

On en deduit que A -1 = — 4-3 2 

11 2 4 1 


Calcul de I’inverse d’une matrice carree par la methode du pivot de 
Gauss 

Methode - On efFectue, simultanement sur la matrice A et sur la matrice-unite, des ope- 
rations elementaires du pivot de Gauss, soit sur les lignes, soit sur les colonnes, mais on 
ne melange pas operations sur les lignes et operations sur les colonnes. De cette fa 5 on, 
on transforme A en /„, et /„ en A. 

Exemple 1 

Reprenons la meme matrice : 

'-1 2 Of 1 0 O' 

0-12 0 1 0 U <- U +2Li 

,2 0 1 J[o 0 1, 

-1 2 lVl 00' 

0-12 010 L 3 <-L 3 +4I 2 

0 431201 


A cette etape, on conclut que la matrice A est de rang 3, done inversible, et on poursuit 
le calcul de A -1 en mettant d’abord des 1 sur sa diagonale : 

1 _2 _nf-i 0 0 'l 

L i * L \ n 1 -9 0-10 

L2^-L 2 „ „ r 2 4 1 

Li*- Li / 11 


11 11 11 


A present, « creusons la matrice par le haut » : 
< — L\ + L 3 
Li L 2 + 2 L 3 
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1-2 0 ' 
0 1 0 
U o lj 


9 

’IT 

4 

IT 

2 


4 1 

IT TT 

_3_ 2_ 

TT TT 

4 1 


\ 


L\ t — L\ + 2Z.2 


v 11 11 11 > 


1 0 O' 
0 1 0 
,00 1, 

h 


-1 

-2 

5 1 

TT 

TT 

TT 

4 

3 

2 

TT 

~TT 

TT 

2 

4 

1 

, TT 

TT 

TT, 

A - 1 


On conclut que A est inversible et que A 1 = — 


-1 -2 5' 
4-3 2 
2 4 1, 


Exemple 2 

Calculons a present l’inverse de B - 


2 -1 O' 
1 2 2 
—201, 



L 2 


L 2 - 2 Li 


5 2 0 
,-201 
'9 0 01 
5 2 0 
-2 0 1 

B est de rang 3, done inversible. 


2 -1 oyi 0 0 1 
0 1 -2 
0 0 1 
2 1 -21 
0 1 -2 
0 0 1 


L\ «— 2L\ + La 


1 

-L x 

9 


'10 0 ' 
5 2 0 
.-201, 


2 1 -2 \ 

9 9 ~9 
0 1 -2 

,001, 


Li <r- L 2 — 5L\ 
L 3 <— t,2 + 2Li 


'10 0 ' 
0 2 0 
,0 0 1 , 


2 1 -2 \ 

9 9 T 

-10 4 -8 

~9~ 9 ~9 

4 2 5 

9 9 9 
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On conclut que B 1 = — 



( 2 

1 

-2\ 

9 

9 

~9 

-5 

2 

-4 

~9 

9 

~9~ 

4 

2 

5 

' 9 

9 

9 > 


A-' 


2 1 - 2 ' 
-5 2-4 . 
4 2 5 , 


Methode 3 Methode du pivot - Bilan 

La methode du pivot s’ utilise pour : 

1. Resoudre un systeme lineaire. 

On a le droit d’utiliser seulement des operations sur les lignes. 

2. Determiner le rang d’une matrice. 

On a le droit d’utiliser a la fois des operations sur les lignes et les colonnes. 

3. Determiner le rang d’une famille de vecteurs. 

On a le droit d’utiliser a la fois des operations sur les lignes et les colonnes. 

4. Calculer l’inverse d'une matrice carree. 

On a le droit d’utiliser des operations soit sur les lignes, soit sur les colonnes, mais pas les deux 
a la fois. 

5. Extraire une base d’une famille generatrice. 

Les operations sur les colonnes respectent le sous-espace engendre par la famille de vecteurs. 

On a le droit d’utiliser seulement des operations sur les colonnes. 


9 . 4.5 


Cas particulier dee matrices diagonals et triangulaires 


Definition - Parmi les matrices carrees, oil definit en particulier : 
• Les matrices triangulaires superieures : si i > j, alors ajj = 0. 

( All Oil • • • «1 n 't 


A = 


0 a 22 


\ 0 * 0 Clnn ) 

On note T* (K) 1’ ensemble des matrices triangulaires superieures d’ordre n. 
• Les matrices triangulaires inferieures : si i < j, alors a tJ — 0. 

'a n 0 O' 

^ _ fl21 fl22 : 

: 0 


\ &nl o«.h— i a mi ) 


On note 7~,j (K) 1’ ensemble des matrices triangulaires inferieures d’ordre n. 
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. Les matrices diagonales : si i + j, alors Oij = 0. 
an 0 • ■ ■ 0 

0 022 ' • • 

: ■■ 0 
0 • 0 a nn 

On note D n (K) Vensemble des matrices diagonales d’ordre n. 

• Les matrices scalaires , qui sont diagonales de la forme AI n , oil iel. 

Proposition - Tf (K), T l n (K), sont des K -espaces vectoriels, stables par le produit 
matriciel. 

Une matrice triangulaire est inversible si et settlement si ses coefficients diagonaux sont 
tous non nuls. 



En effet, pour ce dernier point, elle est alors de rang n, c’est-a-dire inversible. 

Proposition - Le produit de deux matrices diagonales d’ordre n est encore une matrice 
diagonale. 

Plus precisement, si Ai, ■ ■ ■ , A n ,p \ , • • • ,p n sont dans K 

Mi )(Pt ) Mnui 

Aj (0) p2 (0) A 2 P 2 (0) 

(0) (0) “ (0) 

An / Pn ) A„p„ , 

D n (K) est un IL-espace vectoriel stable par le produit matriciel. 

'Ai 

A 2 (0) 

La matrice D = est inversible si et seulement si Ai, • • • , A„ sont tous 

( 0 ) ••• 

^ An J 


non mils. Dans ce cas, D 1 = 


A- 1 ( 0 ) 
( 0 ) 


9.5 Changement de base 

9.5.1 Matrice de passage 

Definition - Matrice de passage 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, & — (e\, ■ ■ ■ , e „ ) et S' = (e’ v ■ ■ ■ , e' n j 
deux bases de E. 

On appelle matrice de passage de S a S' la matrice de la famille S' dans la base S, 
egale a Mats (S') . 
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Si V; e [[1, «]] , e\ — £ la matrice de passage de S a S' est P = 

j= i 

En appelant S l’« ancienne » base et S' la « nouvelle » base, on place dans les colonnes 
de P les coordonnees des vecteurs de la nouvelle base dans F ancienne base. 

Proposition - Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie, S et S' deux bases 
de E. 

P, matrice de passage de la base S a la base S' , est inversible. 

De plus, son inverse est la matrice de passage de S' a S. 

Demonstration 

P est la matrice de Fendomorphisme f de E qui transforme la base S en la base S', qui 
est par consequent bijectif, et a une matrice inversible. 

Son automorphisme reciproque f~ 1 transforme S' en S, done sa matrice P~ l est la ma- 
trice de passage de S' a S. ■ 


on ... a i„ \ e\ 


&nl * * * tt n n ) 


9.5.2 Effet d’un changement de base sur les coordonnees 
d’un vecteur 

Proposition - Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie, S — (e\ , ■ ■ ■ , e „ ) et 
S' — (e' x , ■ ■ ■ , e',J deux bases de E, x un vecteur de E. 

' x\ \ x \ ' 

X = ■ [resp. X' — ■ ] la matrice-colonne des coordonnees de x dans la base S 

s %n > s %n j 

[resp. S']. On a alors : 

X = PX', ou P designe la matrice de passage de S a S' . 


Demonstration 

n 

Vi e [1, «D , e- = Yj a ji e P p = (« a U ) 1S . SH • 

■ /=1 1 <j<n 

n n n \ n n \ 

x =Yj x ' ie '> "2 x ' 1 X a P e i "Z Z a j‘ x < e p 

i= 1 i= IV. j - 1 / j=l \ i=l j 


Comme par ailleurs, x - ^ x j e h on peut deduire des deux expressions de x que, par 

j= i 

n 

unicite des coordonnees d’un vecteur dans la base S, V j e [[ I . /; [] , xj = ^ a ; ,x' ; ceci 

i= 1 

traduit le produit matriciel : X = PX'. m 
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Exemple 

Dans R 3 , on considere la base canonique S — (e\ , e 2 , ef) et la famille S' = (e'j , e' 2 , e' 3 ) 

f e\ = e\ + 5e 3 
e' 2 = -e\ + 2e 2 + e 3 
e' 3 = 3e 2 - e 3 

Montrons que S' est une base de R 3 et ecrivons x, y, z, coordonnees d’un vecteur u 
de R 3 dans la base S en fonction des coordonnees x' , i/, z' de u dans la base S' . 


Solution 


La matrice de la famille S' dans la base S est P = 


'1-1 O' 
0 2 3 

U i -ij 


Etudions le rang de P : 


rg(P) 



'1-1 o' 


'1-1 O' 

= r 9 

0 2 3 

= rg 

0 2 3 

Li*— L3— 5 Li 

O 

a\ 

l 

L3<— L3— 3L2 

,0 0 -10, 


= 3 


Done la famille S' est une base de R 3 (cf 9.3.2) 


La formule de changement de base s’ecrit : 

V 

y 

— 

'1-1 O' 
0 2 3 

V' 

y' 




U 1 -ij 

J , 


I x — x! -y' 
y - 2 y' +3z' 

Z = 5x' +y' -z' 


Effet d’un changement de base sur la matrice 
d’un endomorphisme 


Proposition - Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie, S — (e \ , • • • , e„) et 
S' - (e' v , e’^j deux bases de E, f un endomorphisme de E. 

Si A et A' designent les matrices de f dans les bases respectives S et S' , on a alors : 

A' = P~ l AP, oii P designe la matrice de passage de S a S'. 


Demonstration 

Soit x un vecteur de E. Notons 

. X la matrice-colonne des coordonnees de x dans la base B, 

• X' la matrice-colonne des coordonnees de x dans la base S', 

• Y la matrice-colonne des coordonnees de f (x) dans la base S, 

• Y' la matrice-colonne des coordonnees de fix) dans la base S’ . 

D’apres le paragraphe « Image d’un vecteur par une application lineaire », on a : 
Y = AX et Y' = MX'. 
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D’apres la formule de changement de base pour les coordonnees d’un vecteur , 
X = PX' et Y = PY' . 

Y = AX <=> PY' = APX' o P-'PY' = P~ l APX' 



9.5.4 Matrices semblables 

Definition - Soient A, B dans M„ (K) . 

On dit que A et B sont semblables si et settlement si 3 P e GL„ (K )/B = P 1 A I’ 
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Proposition - Deux matrices de Ai„ (K) sont semblables si et seulement si elles repre- 
sentent le meme endomorphisme de K". 

Deux matrices semblables out meme rang. 


Demonstration 

A et B sont semblables si et seulement si J P e GL„ (K) /B = P~ 1 AP. 

A est la matrice d’un endomorphisme / de K". P, matrice inversible, est la matrice de 
passage de la base canonique de K" a la base S' de K" formee par les colonnes de P. 
D’apres la formule de changement de base, B est la matrice de / dans la base S'. Done 
A et B represented le meme endomorphisme /. Elies ont done meme rang, celui de /. ■ 


9.6 Retour eur \ee eyet ernes Wneairee 

Nous avons deja introduit la notion de systeme lineaire dans le chapitre 5 et decrit sa 
resolution par la methode du pivot de Gauss. 

9.6.1 Ecriture matricielle d’un systeme lineaire 

Rappel - Soient n et p dans II* ; un systeme lineaire de n equations a p inconnues est 
un systeme (S ) de la forme : 
a\\X\ + a \ 2 X 2 + ■ • • + ai p x p = b\ 
ai\X\ + < 222*2 + • ■ • + a 2 pX p = £>2 

■ . ou pour tout (/, j) e [[ 1 , nj x |[l,p]WyeK, bj € K. 

a n \X\ + <2/72*2 t - ■ ■ ■ + a„ p Xp — b n 

Interpretation matricielle - Avec ces notations. 



’a ii . 

. . Clip ^ 


f b\ y 


' X\ N 


Si on pose A — 



B = 


X = 


, alors : (S ) o AX = B 


s M n l 

&np / 


\ byi ) 


s Xp ) 



A est appelee matrice du systeme (, S ). 

Le systeme homogene associe a (.S' ) s’ecrit sous forme matricielle : AX = 0. 

9.6.2 Systeme de Cramer 

Definition - On dit qu ’un systeme lineaire est de Cramer si et seulement si sa matrice 
est carree et inversible. 


Proposition - Un systeme de Cramer possede une solution unique. 


Demonstration 

Un systeme (S) de Cramer s’ecrit sous forme matricielle : AX = B avec A matrice inver- 
sible. 

(S ) <=> ‘AX = A^B <=> X = A~ l B 
(S ) admet done une unique solution. ■ 
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9 . 6.3 


Structure de I’ensemble dee solutions 


Theoreme - Soient in, p) e (N*) 2 , A e M„, p (K), B e A1„,i (K) ; on note / l’application 
lineaire de If/' dans K" canoniquement associee a A. 


• L’ ensemble des solutions du systeme homogene (// ) qui s’ecrit A 

sous-espace vectoriel de If/', egal a Ker/. 

De plus, si p > n, il est de dimension > 1. 


' X\ ' 


'O' 

s Xp ) 


.0, 


est un 


. L’ ensemble des solutions du systeme ( S ) qui s’ecrit A 
(A(/z) + Xq |X ( h) e Ker / J, ou Xq est une solution particuliere de ( S ). 


= B est 


\x p J 


Demonstration 

. (H) <=> f(x lt ■ ■ ■ , x p ) = (0, • • • ,0) <=> (xu ■ ■ ■ ,x p ) e Ker / 

n fois"0" 

L’ ensemble des solutions de (H) est done Ker/, qui est un sous-espace vectoriel de If/’ . 
De plus, si p > n, alors d’apres la formule du rang, 
dim (Ker/) = dim ( Ef ) - dim ( Imf ). 

Or Imf c K", done dim (Imf) < n, done dim (Ker/) > p - n > 1. 

. Soit Xq une solution particuliere de ( S ), elle verifie AXq = B. 

(S ) <=> AX = AX 0 »A(X-X 0 ) = 0«I-I o est solution de (H). 

Ainsi, X solution de(S)»X-Xo£ Ker / <=> 3X ( h) g Ker f/X = X ( H) + Xq. 

L’ ensemble des solutions de ( S ) est done [a ( hi + Xq \x^) g Ker/}. 

Remarque - Lorsque p > n, dim (Ker/) = p - rg(A) > 0. La solution generate du 
systeme (S) s’exprime a l’aide d’un vecteur de Ker/, qui est combinaison lineaire de 
p - rg (A) vecteurs. La solution depend done de p - rg (A) inconnues secondaires. Le 
systeme a une infinite de solutions. 
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Savoirs 


. Matrice d’une application lineaire dans des bases 
de l’espace de depart et de l’espace d’arrivee : sa- 
voir Fecrire, F interpreter (lignes, colonnes), Futiliser 
pour calculer l’image d’un vecteur. 

. Formules theoriques pour le produit matriciel. 

. Formules de changement de bases pour les coordon- 
nees d’un vecteur, pour la matrice d’une application 
lineaire. 

Savoir-faire 


. Savoir calculer un produit de matrices. 
. Determination du rang d’une matrice. 

• Calcul de l’inverse d’une matrice carree. 
. Resolution d’un systeme lineaire. 

Mots-cles 

. Inverse. 

. Rang. 

. Matrices semblables. 

. Matrice de passage entre deux bases. 
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Tests de connaissances 


1 2 W 1 2 


3 4 3 4 


1 4 ’ 
9 16 


9.1 Est-il exact que : 


9.2 On considere la matrice P = ^ ^ ^ j. 

Calculer 'P, P 2 ,P ' , P'P, rg (P). 

9.3 On donne un endomorphisme / de K 2 par l’image des 
vecteurs d’une base S = (ei, e 2 ) de R 2 : 

I f(e i) = 6e! + le 2 
\ /(e 2 ) = e 2 -2e { 

Ecrire la matrice de / dans la base S. 

9.4 Donner une application lineaire / de matrice 

.. I 2 3 0 \ 


9.5 Vrai ou faux ? 

Soit /, endomorphisme de R 2 de matrice C = 


9.7 Vrai ou faux? 

On considere le systeme suivant d'inconnues x.y ou A 

„ , , ( Ax +it = 2 

est un parametre reel. < , , , 

( x +(/l + l)y = 0 

On se propose de lui appliquer la methode du pivot. 

1) L 2 ALo - Li transforme le systeme en un systeme 
equivalent. 

2) L 2 *- L 2 - (A + l)Li transforme le systeme en un 
systeme equivalent. 

3) On a le droit d’utiliser des operations sur les colonnes 
pour resoudre le systeme. 

4) Le systeme est de Cramer si et seulement si 
A 2 + A - 1 * 0. 

5) Lorsque A 2 + A - 1 t- 0, le systeme a une unique 

2 

solution egale a — — - (d + 1,-1). 


A 2 + A- 1 


dans la base S = (e\,e 2 )- Les enonces suivants sont-ils 9.8 1) La matrice M = 


est-elle inversible ? 


1) ei e Kerf. 

2) / (e 2 ) = e 2 . 

3) rg(f) = 2. 

4) / est bijectif. 

5) L" expression analytique de / dans la base (e\,e 2 ) est 

\x' = y 
\y' = y' 

6) / est un projecteur. 

9.6 Vrai ou faux ? 

On considere A = ( ^ ^ j. 


1) A est la matrice d'un projecteur ? 

2) A est la matrice d'une symetrie ? 

3) rg (A) = 1 

4) A est inversible. 

5) A est symetrique. 

6) A est semblable a B = ( ^ ). 


Si c’est le cas, calculer son inverse. 

2) Quel est son rang ? 

3) Que peut-on dire de la famille ((1, 3) , (2, 1)) de K 2 ? 

9.9 Quel est la caracteristique commune des deux families 

suivantes dans chacun des espaces vectoriels indiques ? 
Dans chaque cas, que peut-on en deduire ? 

1) Dans R 2 , ((1, 3) , (0, n)) ? 

2) Dans R 3 [X], (x\ X 2 + 5X + 6, 3X) ? 

'12 3' 

9.10 On considere la matrice : A = 12 3 

112 3, 

1) A est-elle de rang 3 ? d’ordre 3 ? inversible ? 

2) Calculer AX dans les cas suivants : 

1 ) f 1 ) M 2 1 ' 

Xi= 1 X 2 = 1 X 2 = -2 -4 -2 

,-lJ UJ 112 1, 

9.11 Ecrire la matrice de passage de la base canonique S 
de R 2 a la base S' = ((1,-2) (2, 1)) et la relation entre 
(x,y), coordonnees d’un vecteurlr dans S et (x'.y'), 
coordonnees de a dans S'. 
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Exercice© ^application 


i Calculs matriciels 


i Lien entre matrices et applications lineaires 


'10 0 ' 

1 ) On considere A = 1 - 1-1 . 

,-14 3 , 

Determiner la matrice J telle que A = / + J, puis calculer 
J 2 , J 3 et J" pour tout entier n > 3. 

2 ) Pour n > 2, calculer A" a l’aide de I,J,J 2 ; en deduire 
Pexpression sous forme de tableau de la matrice A". 

3) Developper le produit (/ + J) (/ - J + y 2 ). 

En deduire que A est inversible et preciser A -1 en fonction de 
let J. 

Verifier que l’egalite de la question 2 reste valable pour 
n = -1. 


Ill' 

On considere dans Al 3 (R) la matrice J = 111 

, 111 , 

1) Soit E l’ensemble des matrices de la forme M ah = 
abb' 

b a b ou (a, b) decrit R 2 
, fo b a , 

Montrer que £est un sous-espace vectoriel de AI 3 (R) et en 
determiner une base. 

2 ) Calculer J " pour n 6 N*. Puis en utilisant la formule du 
binome, calculer (M a?i ,)"pour tout n e N*. 

9.14 

Soit n 6 N* et a>„ = e 1 ^ ; A„, element de M„ (C), est definie 
par son terme general a m = 0 /*. On designe par A„ la matrice 
de M„ (C) de terme general 

1) Determiner A j , A 2 , A 1 A 1 , A 2 A 2 , A 3 A 3 , . 

2 ) Pour tout n > 2, calculer A„ A, „ (A„) 2 . 


Indiquer si les matrices suivantes sont inversibles, et lorsque 
c’est le cas, calculer leurs inverses. 

'31 2 | 2 - 21 ' 

A = 2 0-1 B= 2-3 2 

, 1 -1 1 1-12 0 , 

'3-2 0 -I 

0 2 2 1 

1-2-3 -2 
,0 1 2 1 , 


Soit A = | ^ j et / P application lineaire definie sur 
M 2 (R) par / (X) = AX + XA. 

1) Montrer que / est un endomorphisme de M 2 (R). 

2) Quelle est sa matrice M dans la base canonique de AL (R), 
asavoirS = (E n , E l2 , E 2l , E 22 ) ? 

3) Determiner Ker / et Imf. 

4) Determiner les antecedents par / de la matrice 


0 0 ' 


9.17 D’apres Edhec 99 

On considere l’espace vectoriel R 2 . On note 6 l’endomor- 
phisme nul de R 2 et S = (i,j) la base canonique de R 2 . Le 
but de cet exercice est de trouver les couples (u,v) d’endo- 
morphismes de R 2 verifiant les quatre assertions suivantes : 

(A) u 2 = —Id 

( B ) v * Id 

(C) ( v - Id) 2 = 6 

( D ) Ker (u + v - Id) * {(0,0)) 

1) Verifier que les endomorphismes u et v dont les matrices 
dans S sont respectivement 

U = | ^ 0^) et ^ / = (oi) S ° nt so ^ ut2 ° ns probleme pose. 

On revient au cas general et on considere une solution (u, v) 
du probleme. 

2) Montrer que u et v sont des automorphismes de R 2 , puis 
donner u~ l et ir 1 en fonction de u, v et Id. 

3) Pour tout entier naturel n, exprimer w" comrne combinaison 
lineaire de v et de Id. 

4) Etablir que : bn ( v - Id) c Ker ( v - Id) En deduire, en rai- 
sonnant sur les dimensions, que Im (v - Id) = Ker (v - Id) 

5) Montrer, en raisonnant par l’absurde, que : 
dim (Ker (u + v — Id)) = 1 . 

6) Soit (e 2 ) une base de Ker (u + v - Id ) ; on pose : 

C| = -u(e 2 ). 

Montrer que (e\,e 2 ) est une base de R 2 ; donner les matrices 
de u et v dans cette base. 

7) Donner la conclusion de cet exercice. 
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9.18 D’apres Edhec 2003 

n 

P designant un polynome de R [X] tel que P = a k X k , on 

k= 0 

rappelle que, pour toute matrice A de M 3 (R), 

P (A) = qqI + a iA + • • • a„A", ou / designe la matrice unite de 

M 3 (R). 

On admet que si P et Q sont 2 polynomes de R [X] et si A est 
une matrice de M3 (R), alors (PQ) (A) = P (A) Q (A). 

On se propose de determiner explicitement le terme general 
de la suite (u n ) definie par : uq = 0 , Ui = 1 , 113 = 1 et par la 
relation , valable pour tout n de N, u n+ 3 = 4u n+2 - 5u„ +l + 2 u n . 
Pour ce faire, on pose, pour tout n de N, 


' U n+2 ' 
U n +\ 
s Mfl , 


1) a) Ecrire la matrice A de M 3 (R) independante de n, telle 
que : Vn e N, Y n+l = AY n . 

b) Verifier que (A - I ) 2 (A - 21) = 0. 

2) On considere le polynome P de R [X] defini par 
P (X) = (X - l ) 2 (X - 2). Soit n 6 N. 

a) Justifier l'existence et l'unicite d’un couple 
(Q„,R n ) 6 R [X] x R 2 [X], tel que : X" = PQ„ + R„. 

b) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe des reels 
On, b„, c„ tels que : R„ (X) = a n +b„(X- 1) + c„ (X - l) 2 . 

c) Etablir que : Vn 6 N, a„ = 1, b n = n, c„ = 2" - n - 1 


3) a) Utiliser la question precedente pour ecrire, pour tout n 
de N, A" comme combinaison lineaire de /, A - I, (A - I) 2 . 
b) Pour tout n de N, donner la troisieme ligne de la matrice A" . 


4) a) Montrer que : Vn 6 N, Y„ = A" [ 1 1 


loj 

b) En deduire, pour tout tout n de N, u„ en fonction de n. 


9.19 Adapte d'Ecricome 2008 

Dans R 3 , on se place dans la base canonique B ; on considere 
le vecteurl( = (a, b, c) ou a 2 + b 2 + c 2 = 1, A la droite vecto- 
rielle de basel( et V = { (x, y, z) 6 R 3 | ax + by + cz = oj. 

1) Verifier que V et A sont supplementaires dans R 3 . 

2) On note p la projection sur A de direction V et q la projec- 
tion sur V de direction A. 

Que vaut p + ql 


3) Determiner les matrices P et Q de p et q dans la base B. 

4) Soit / l’endomorphisme de R 3 de matrice 
0 -c b j 


M = 


c 0 -a 
-b a 0 


dans la base B. 


a) Montrer que M 2 = —Q. 

b) Calculer /(l?). En deduire que rg(f) < 2. 

c) Montrer que Ker (/) = D et que Im (/) = P. 

d) Deduire de la question precedente la valeur de fop. 


5) Montrer que / 3 + / = 0. 


9.20 

1) E designe 1" ensemble des applications / : R — » R telles 
que : 


3 (a, b, c ) 6 R 3 /Vx 6 R, / (x) = (ax 2 + bx + cj e lx . 

Montrer que E est un R-espace vectoriel de base 
S = (/ 0 ./ 1 ./ 2 ) ou pour i e JO, 2\f : x i-» fe 2x . 

Quelle est la dimension de E ? 

2) Montrer que P application O : / 1 — > /' est un endomor- 
phisme de E. Ecrire sa matrice A dans la base T>. 

3) Soient n 6 N* et / : x h-> (a + bx + cx 2 ) e 2x un element de 
E. Montrer qu’on peut trouver trois reels a„, b n ,c„ tels que : 

Vx 6 R, / w (x) = ( a n + b n x + CnX 2 ) e 2x . 


4) Exprimer pour tout n 6 N* 


a, 

b, 

c« ) 


en fonction de A et 


de 


En deduire 1" expression de a„, b„,c„ en fonction de a, b , c. 
m Espaces de matrices 


9.21 

1) Montrer que <S„ (K), ensemble des matrices symetriques 
et (K), ensemble des matrices antisymetriques sont des 
sous-espaces vectoriels supplementaires de M„ (K). 

2) Quelle est leur dimension ? 

3) Determiner l'expression de la projection p sur (K) de 
direction <S„ (K). 


246 




Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Matrices 


9 


TESTS & EXERCICES 


Exercice d’approfondissement 

| 


VX 6 M„ (R) , p (X) = X—tr ( X ) - A, ou A designe une matrice 

9.22 

fixee non nulle de M„ (R). 

Soit n s N*. On appelle trace d'une matrice 

n 

2) Montrer que i/> n’est pas injectif si et seulement si 

A = (aij'j 6 Ai„ (R) le reel tr(A) = ^ a it . 

tr(A) = 1. 

1=1 

1) Montrer que la trace est une forme lineaire sur M n OR). 

3) Lorsque tr (A) = 1, calculer tr (ip ( X )). 

Determiner la dimension de son noyau. 

4) Lorsque tr(A) = 1, montrer que ip est un projecteur. On 

On considere dans la suite de 1’ exercice ip definie par : 

determinera par rapport a quels espaces. 
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Ce n'est pas si simple ! Les coefficients du pro- 
duit de deux matrices ne sont pas les produits des coefficients ! 
Voyez en 9.2.2 comment on effectue le produit de deux ma- 
trices. 

1 2\/ 1 2\ _ / 7 10) 

3 4 3 4 “ 15 22, 


1 0 
2 -1 


On remarque que P 2 = P 
1 2 
0 -1 , 


P “ = P = 


P 2 = 


1 0 
0 1 


P = h, done P est inversible et 


P'P = 


1 2 \/l 0 


,° _ 1 A 2 _1 

P etant inversible, le rang de P est egal a 2. 


5 -2 
-2 1 


On obtient la matrice de / en plajant dans les co- 
lonnes de la matrice les coordonnees des images des vecteurs 
de S dans la base S. 


Mat s (/) : 


6 -2 
7 1 


Considerons S = (ci,e 2 ,e 3 ) la base canonique de 
R , S' = , Cj) la base canonique de R 2 et 1’ application li- 

neaire de R 3 dans R 2 verifiant. 


f /(e t) = 2ej -e' 

] f(e 2 ) = 3e[ + e' 2 
[f(e 3 ) = 2e' 2 

Nous avons vu que cela definit une unique application lineaire 
de K 3 dans R 2 , puisqu’on fixe les images des vecteurs de la base 
de depart. 


6) VRAI : On calcule : C 2 = | j J ; done C 2 = C, done 
fof = f. f est done un projecteur. 


Notons / l’endomorphisme de R 2 de matrice A 
dans la base canonique S = (e\, e 2 ). 

1) VRAI : On calcule sans difficult^ : A 2 = A, done fof - f ; 
A est done bien la matrice d’un projecteur . 

2) FAUX : En revanche. A 2 = A I 2 , done fof t Id R 2 ; done 
A n’est pas la matrice d’une symetrie. 

3) VRAI : Le rang de A est la dimension du sous-espace 
engendre par ses colonnes. rcj{A) = dim Vect ((1, 0) , (0, 0)) 
rcjA - dim Vect (1,0) = 1 

4) FAUX : rg (A) = 1 < 2 alors que A est une matrice carree 
d’ordre 2, done A n’est pas inversible. 

5) VRAI :'A = |qq| = A, done A est symetrique. 

(7(d) = ci 

6) VRAI : Considerons S' = (e 2 , e\). f verifie < — > 

( f(e 2 ) = 0 

done Mats' (/) = 

Done A et B represented le meme endomorphisme / dans les 
bases respectives S et S'. Done A est semblable a B. 



9.7 


1) FAUX : si A = 0, le coefficient de la ligne qu’on remplace 

est nul, done Lo *— AL 2 - L\, qui devient alors L 2 * Z-i, ne 

transforme pas le systeme en un systeme equivalent. 

VRAI : si A + 0, cette operation donne un systeme equivalent. 

2) VRAI : Dans l’operation L 2 L 2 - (A + l)Li, le coeffi- 
cient de la ligne qu’on remplace, L 2 , est 1, done non nul, cette 
operation donne un systeme equivalent. 


9.5 


1) VRAI : On trouve dans la premiere colonne de C l’image de 
Ci, soit /(ef) = Oci + 0e 2 = (0. 0), done e t € Kerf. 

2) FAUX : On trouve dans la deuxieme colonne de C F image 
de e 2 , soit/(c 2 ) = ei + e 2 t e 2 . 




( y 

3) LAUX : rg(f) = dim 

Vect 

y =0 /- 


rg (/) = dim Vect (e 3 + c 2 ) = 1^2. 

4) FAUX : rg(f) = dim (Imf) = 1 < 2. Done Imf t R 2 , done 
/ n’est pas surjective, done pas non plus bijective. 


5) VRAI : L’ expression analytique de / dans la base (ei , e 2 ) est 
donnee par les lignes de la matrice ; e’est bien :< ' , " . 

\y =y 


3) FAUX : Dans la resolution d’un systeme par la methode du 
pivot, on n’a droit qu’aux operations sur les lignes. 

4) VRAI : La matrice du systeme est A = 

Le systeme est Cramer si et seulement si A est inversible, e’est- 
a-dire A (A + 1) - 1 = ,l 2 + A - 1 * 0 


A 1 
14+1 


5) VRAI : Lorsque A 2 + A t 1, le systeme se traduit matriciel- 


lement par A 


avec A inversible. 


Son unique solution est 


= A" 


En utilisant la formule de l’inverse d’une matrice 2x2, 


1 


A 2 + 4-1 


4+1 -1 
-1 4 
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M i /2(a + i)\ 
\y J A 2 + A - 1 \ -2 ) 


93 


1) M est inversible car ad - be = 1 - 2 x 3 = -5 ± 0. 


M~ l 



-1 

3 


2 

-1 


2) M, matrice 2x2 inversible, est de rang 2. 


3) On en deduit que la famille des vecteurs colonnes de M est 
aussi de rang 2, c"est-a-dire que la famille ((1,3), (2, 1)) est 
aussi de rang 2. 


9.9 


Ces deux families sont echelonnees, done libres. 


1) La premiere comporte 2 vecteurs dans R 2 , espace de dimen- 
sion 2, e’est done une base de R 2 . 


2) La deuxieme, n'ayant que 3 vecteurs dans R3 [X], espace de 
dimension 4, n'est pas une base de R3 [X]. 


9.10 


1) A est non nulle et ses colonnes sont toutes proportionnelles, 
done A est de rang 1. A comporte 3 lignes et 3 colonnes, done 
A est une matrice carree d'ordre 3. Etant de rangl < 3, A n'est 
pas inversible. 




1 1 

1 6 ' 

1 

1 

'0 0 0' 

2) AXi = 

O O 

II 

6 

,6 , 

II 

Os 

>< 

II 

. cn 

X 

0 0 0 
, 000 . 


La matrice de passage de S, base canonique, a 
S’ = ((1,-2) (2,1)) estR = (_ 1 2 ^ 


x lx 

La formule de changement de base est : ' = P , 

\y \y 


c"est-a-dire 


x = x' + 2 1 / 
y - —2.x' + 1 / 


1) A = / + J avec J ■■ 


0 0 0 
1 -2 -1 
-14 2 


On calcule facilement : J 2 = 


0 0 0 

-10 0 
2 0 0 


et J 3 = 0m 3 (R). D'oii 


Vw > 3, J" - 0a( 3 (R). 

2) Soit n > 2. I et J commutent, on applique la formule du 


binome, A" = (/ + J )" = ^ | ” ji* 




-°M 3 (R) 


A n = I + nJ + 


n(n ~ 1) 2 


En tenant compte des coefficients de /, J, J 2 . cette formule per- 
met de calculer ceux de A" : 


A" = 


1 0 
n (n - 1 ) 


0 ) 


Pour n > 2, A” = 


1 - 2/t -n 
l 

n + n (n - 1) 4/7 1 + 2/7 

< 1 0 
n (3 - n ) 


0 ) 


1 - 2n -n 


n (n - 2) 4/7 1 + 2 n 

3) (7 + J) (/ - J + J 2 ) = I - J + J 2 + J - J 2 + J 


3 

=0 M 3 (R) 


(/ + J){l - J + J 2 ) = /. 

1 et J commutent, done on a aussi : (l — J + J 2 ) (/ + J) = I 
done A est inversible et A -1 = / - J + J 2 . 

Pour n = — 1, — = 1, done la formule 

2 

, 77 (77 - 1) , 

A = I + nJ + J- reste valable. 


1) V (a, b) 6 R 2 , M ah = (a - b) I + bj. 

Done E = {(a -b)I + bJ |(a, b) 6 R 2 } 

E = {cl + bJ |(c, i/)ER 2 j= Vect (/, J) 

Cette ecriture prouve que E est un sous-espace vectoriel de 
AI3 (R), de famille generatrice (/, J). 

De plus, I et J n’etant pas colineaires, (/, J ) est libre. Done 
(/, J ) est une base de E. 

2) On calcule sans difficult^ : J 2 = 3 J. 


Par recurrence, montrons que pour tout n eW, 

r = y-'j. 

J 1 = 3°y car 3° = 1. 

Si on suppose que pour un n e N* on a J" = alors 

r +1 = j n j = y- l j ■ j = y- l f- = 3"- 1 • 3 j = yj. On conciut 
que V/t 6 N*, J" = 3"-‘7. 

Calculons (M atb )" pour n eW : 

I et J commutent, on peut done utiliser la formule du binome : 
(M a , b ) n = l(a-b)I + bJY 
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{M a j,) n = ( " ) ((a - ft) I)"- k C bJf 

k=0 ' ' 

L" expression de 7° = / etant differente de celle de J k = 3 k ~ l J 
pour k > 1, il vient : 

(M aJ ,r = (a - ft)" I + ( n ) (a - bT k 3 k b k 

Or d’apres la formule du binome pour les reels, 

{a - ft)" + ^ | ” j (a - ft)"'* (3ft/ = (a - ft + 3ft)" = (a + 2 ft)" 
*=o * =1 

D’ou pour n > 1, 

OW = (a - ft)" / + ± [(a + 2 ft)" - (a - ft)"] J 


1) Ai = (1) ; A 2 = 


-1 1 


1 1 

AiA7 = (1);A 2 AT=(A 2 ) 2 = 2/ 2 

Notons j = e'T, rappelons que j verifie f = I , j 2 + j + I =0 

et / = ]■ 


A'iA'i 


A3A3 ■ 


i j j 2 1 ./ ' ./ 1 
./’ 7 1 j f 1 

1 1 1 Jl 1 11, 

• 3 / + 7 + 1 / + y + n 

/ + 7 + 1 3 j 1 +j+ 1 

/ - 7-1 / +7+1 7 2 +7+1 
2) Notons A„A„ = (cy) . D’apres la definition du produit 


= 3A 


matriciel, c k j = ^ a kh a hj = ^ < 


Or oj n = e l * est une racine n ieme de l’unite, done oj \ J = 1, 
(o n co n — 1 , et (x) n — cj n ' . 

Doncc y = ^taf^ = ^(tu*-f 

7i=l 7i=l 

Comme 1 < k < n et 1 < j < n, - (n - 1) < k - j < n - 1 
done n divise k - j si et seulement si k = j 
Dans ce cas, (tu,,/ -7 = 1 
Premier cas : k = j. 


Vk e [[l,n]],c« = ^ 1 = i 


Deuxieme cas : k t- j, done (aj„) k 7 -t- 1. 

On reconnait la somme de termes consecutifs d’une suite geo- 
metrique de raison t- 1. 


n \ _ („MX 

/ , \h * \^n I 

C kj = X ("« J ) = "" 

h= 1 1 


Ckj — 


1 k ~j 

1 -kT 


1 - w, 




= 0 


Ainsi A„A„ est la matrice qui a des n sur la diagonale et des 
zeros ailleurs. Done A„A„ = nl„. 

Calculons de fa§on analogue les coefficients d k j de (A„) 2 pour 
n > 2 : 

d k j = J] a kh a hj = ^ aj h j k+j) = ^ (ai k+j )'' 

h = 1 *=1 *=1 

Or 2 < k + j < 2/t, done n divise k - j si et seulement si 
k + j e [n, 2/t). Dans ce cas, d k j = n, sinon d k j = 0. On obtient : 

O--- 0 n 0) 


(A„Y = 


* Calcul de l’inverse de A ; 


0 -- •• •• : 
n ■' 0 

0 ■■■On 


3 1 2 
2 0-1 
1 -1 1 


Voyons si A est inversible a l’aide du systeme d’inconnues 
x, y, z represente par le tableau : 


'3 1 2 

a ' 

2 0-1 

b 

,1 -1 1 

c > 


L\ < — Li — 2 L 3 
L2 *— L2 + L3 


L\ s — Dj + 3L 2 


'13 0 

a - 2c ' 

3-10 

ft + c 

(l-ll 

c 


O 

O 

O 

a + 3ft + c ' 

3-10 

ft + c 

(l-ll 

c 


A cette etape, le systeme est echelonne a trois marches, done 
de rang 3, done A est inversible. Avant de revenir au systeme, 
ameliorons encore les coefficients : 


U - L 2 


O 

O 

O 

a + 3ft + c ' 

3-10 

ft + c 

,-201 



Revenons au systeme : 


x = — (a + 3ft + c) 
3x - y = ft + c 
—2x + z = -ft 


x = — (a + 3ft + c) 

10 

y = -j^ (3a - ft - 7c) 
z — ■” (2 a -4b + 2c) 
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On conclut que A 1 = 


10 


'13 1' 



' 1 

-2 

-3 

-2 

c 

3 -1 -7 



0 

1 

0 

0 

b - d 

2 -4 -2 j 



0 

0 

9 

5 

a - 4b - 3c + 4 d 



lo 

0 

2 

1 

-b + 2d 


* Calcul de l’inverse de B = 
1 0 O'! 


■2 1 
2-3 2 
-12 0 


2 -2 1 


2-3 2 

0 1 0 

,-l 2 0 

Jloo 1 J 

'2-2 1 

O 

O 

0 -1 1 

-1 1 0 

,0 2 1 

,10 2, 

( 2 -2 1), 

O 

o 

0-11 

-1 1 0 

O 

O 

U) 

,-12 2, 


L 2 
L 3 * 


Ly ■ 

l 2 

L 3 - 


L 2 — L] 

2Li + Ly 


Li + 2L 2 

Ly/2 

■-Li 

L 3 /3 


A cette etape, on constate que la matrice B est de rang 3, done 
inversible. On continue avec les operations indiquees. 


1 -1 0,5 
0 1 -1 


10 

0 

i n 

'1 

-0,5 0U 

0 

1 

0 

lo 

0 

ul 


1/2 0 0 
1 -1 0 
-1/3 2/3 2/3 


L\ i — L\ + L 2 /2 
L 2 *— L 2 + Li 


1 0 O' 
0 1 0 
0 0 1 , 


1 - 1/2 0 ' 
2/3 -1/3 2/3 
-1/3 2/3 2/3, 


4/3 -2/3 1/3' 
-2/3 -1/3 2/3 
-1/3 2/3 2/3, 


L\ 4 — L\ + L 2 [2 


On conclut que B 1 = 


4 -2 1 
-2 -1 2 
-12 2 


* Calcul de l’inverse de C = 


3 -2 

0 -1 

0 2 

2 

1 

1 -2 

-3 -2 

0 1 

2 

1 


'3 

-2 

0 

-1 

a > 





0 

2 

2 

1 

b 


Ly 

<-> / 

J 3 

1 

-2 

-3 

-2 

c 

Li 

<- 

L 2 - 

-u 

,0 

1 

2 

1 

d) 





' 1 

-2 

-3 

-2 

c 

■ ) 




0 

1 

0 

0 

b - 

■d 

L 

3 

Li-. 

3 

-2 

0 

-1 

a 

L, 

4 

La-'. 

lo 

2 

2 

1 

l 

■ j 




' 1 

-2 

-3 

-2 


c 

> 



0 

1 

0 

0 

b 

-d 


Li 

<— Li 

0 

4 

9 

5 

a 

-3c 



lo 

0 

2 

1 

-b 

+ 2d j 




•3 Ly 
■2 U 


(1-2-3 -2 
0 10 0 
0 0-10 
v 0 0 2 1 

<\ 0 0 -2 
0 10 0 
0 0-10 
0 0 2 1 


c 

b - d 

a + b - 3c - 6 d 
-b + 2d 

-3 ci - b + 10c + 16 d t 
b - d 

a + b - 3c - 6 d 
-b + 2d 


■ Ly — 5 La 


Ly 4 — Ly + 2L 2 — 3Li 


Revenons au systeme : 


x-2 1 = -3a - b + 10c + 16c/ 
y = b - d 

z = —a - b + 3c + 6 d 
2 z + t — —b + 2d 


Qui est equivalent a : 


On conclut que C 1 


x = a + b - 2c - Ad 
y = b — d 

z = —a — b + 3c + 6d 
t = 2a + b - 6c - 10c/ 


1 1 -2 -4 'i 

0 10-1 
-1-13 6 

2 1 -6 - 10 ) 


1) * Soient X, Y dans AC (R), 

A € R, f(X + AY) = A (X + AY) + ( X + AY) A 
f(X + AY) = AX + AAY + XA + AY A 
f (X + AY) = (AX + XA) + A (AY + YA) 
f(X + AY) = f(X) + Af(Y) 

Done / est lineaire. 

* De plus, AC (R) etant stable par le produit et P addition, si 
X e M 2 (R), alors / (X) e AC (R). 

Done / est a valeurs dans AC (R). 

* On a montre que / est un endomorphisme deAC (R). 


2) Soit X 
f(X) = 
f(X) = 


x y 
z t 

1 -1 
-1 1 

x-z 

-x + z 


6 AC 

x y 
z t 


x y 
z t 


y-t 
-y + t 


1 -1 
-1 1 

x-y 

z-t 


-x + IJ 
-z + t 
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fVO = 


2 x-y-z 


—x + 2 y - 1\ 


y-x + 2 z-t -y - z + 2t ) 

On en deduit que la matrice de / dans la base S est : 
' 2 - 1 - 10 ' 

-12 0-1 


M = 


-10 2-1 
, 0 - 1-1 2 , 


3) * X = 


a b 
k c d 

bleau suivant est compatible 


6 Imf si et seulement si le systeme de ta- 


'2-1-10 
-12 0-1 
-10 2-1 
,0-1-1 2 

'0 0 0 0 
0 2-20 
-10 2-1 
, 0 - 1-1 2 

' 0 0 0 0 
0 0-44 
-10 2-1 
, 0 - 1-1 2 

-1 0 2-1 
0 - 1-1 2 
0 0 0 0 
,0 0-44 

-1 0 2-1 
0 - 1-1 2 
0 0-44 
,0 0 0 0 


a 

b 

c 

d) 


U 

L 0 <r 


4 

1=1 

l 2 - l 3 


I a+b+c+d) 
b - c 
c 
d 

| a + b + c + d 
b - c + 2d 

c 

d , 

c 

d 

| a + b + c + d 

b - c + 2d , 


Li + 2La 


L\ L 3 
Ln L 4 


L 3 


c 

d 

b — c + 2d 
a + b + c + d , 


Le systeme est compatible si et seulement sia + b + c + rf = 0 
Done Imf = |( ° ^jl« + & + c + d = oj 


*X = | V ^j6 Ker / si et seulement si (x, y, z, t) est solution 

du systeme de tableau obtenu en rempla§ant le second membre 
par (0, 0, 0, 0). La methode du pivot reste valable et on obtient 
le systeme : 


1 -x + 2z - t = 0 ( x = z 

l -y - z + 2t = 0 <=> j y = z 
1 -4 z + At = 0 [z= t 


K e,/ ={(“),« ;) 

/ 2 —2 \ 

4) C = I g q I verifie 1" equation de Imf, done C possede des 

antecedents par /, solutions de T equation / (X) = C. On re- 
prend la derniere etape de la methode du pivot pour Imf avec 


(a, b,c,d ) = (2, -2,0, 0) 


( -x + 2z - t = 0 
< —y - z + 2t = 0 
I _4 z + At = -2 


x-2 z-t 
y = -z + 2t 

1 

* = Z -2 


x = z + 
y = z- 

t = z- 


1 

2 

1 

1 

2 


Les antecedents de C par / sont les matrices de la forme 

( I 
z+ - z- 1 

L i lorsque z 6 R. 

Z 7 — — 

2 


1 ) U = 


0 - 1 \ / 0 -1 


1 0 1 0 


-1 0 
0 -1 


-h 


D’apres la correspondance entre matrices et endomorphismes, 
on en deduit que u 1 = -Id. 

Hi !)^(o i) =/2d ° nc v * id - 


0 0 
0 0 


(V h)1 ' 00/100 

done (u - Id) 2 = 6. 


,, V , 0 - 1 1 11 / 1 0 

u+v h 1 1 o + ( o i oi 


L , + V -/2 = |jq| done (u + v - Id) (j) = (0, 0) et j t (0, 0), 
done Ker ( u + v— Id) t {(0, 0)) 


On a montre que u et v verifient (A),(S),(C) et (D) done sont 
solutions du probleme. 

2) u 2 = -Id, done uo (-u) = (—u) ou = Id. Done u est bijectif 
et zL 1 = — u. u est un endomorphisme bijectif de R 2 , done un 
automorphisme de R 2 . 

D'apres (C), (v - Id) 2 = 8, done it - 2 v + Id = 6. 
done vo (—v + 2 Id) = Id et (—v + 2 Id) ov = Id. 

Done v est bijective et zr 1 = 2 Id - v. 


v est un endomorphisme bijectif, done un automorphisme 

de R 2 . 


3) Nous avons : 
v° = Id = 0 x v - (-1) Id 
v 1 = v = l XV- Ox Id 
v 2 = 2v - Id 

v 3 = 2u 2 - v = 2 (2zj - Id) - v = 3v— 21 d 

Nous conjecturons que v" = nv - (n - Did (H„). 

Montrons (//„ ) pour n € N par recurrence. 

(H 0 ) a ete prouve. 

Supposons {H„) vraie ; alors 
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v"* 1 = if'ov = (nr - ( n - 1) Id) ov 

( H n ) 

if'* 1 = mu 2 - (m - 1) v = n( 2v - Id) - (n - 1) v 
if'* 1 = (n + 1) v - nld done (H n+1 ) est vraie. 

On a prouve par recurrence que pour tout n 6 N, 
if' = no - (n - 1) Id. 


On a montre que (•) => a = fi = 0. La famille (e\, e 2 ) est done 
libre. De plus, elle comporte deux vecteurs dans R 2 , espace de 
dimension deux. Done (ei, e 2 ) est une base de R 2 . 

Nous avons vu que e\ = —u (£2) = (v - Id) (e 2 ), done 
u (e 2 ) = -e\ et v(e 2 ) = e\ + e 2 . 
u (ei) = -u 2 (e 2 ) = Id (e 2 ) = e 2 . 


Remarque - Id et v - Id commutent : on aurait aussi pu appli- ( v _ /^) 2 (g 2 ) = (v - Id) (eA d’ou v (eD = e\. 

quer la formule du binorne a v = (v - Id) + Id pour calculer if'. ' " ' 


4) * v verifie (C) (v - Id) 2 = 9. 

Done Vx el 2 , (v - Id) (( v - Id) ( x )) = (0, 0) 

Done V.v el 2 , (v - Id) (x) e Ker (v - Id) 

Done 7m (v - Id) c Ker ( v - Id). 

* Mais d’apres (B), v - Id t- 9, done Im (v - Id) t j(0, 0)), 
dim (7m ( v - Id)) > 1. 

dim (Ker ( v - Id)) > 1 
Or la formule du rang donne que 
dim (Ker (v - Id)) + dim (Im ( v - Id)) = 2 
>1 >1 

On a done necessairement 
dim (Im (v - Id)) = 1 = dim (Ker (v - Id)) 

Comme de plus, Im (v - Id) c Ker (v - Id), on en deduit que 
Im (v - Id) = Ker (v - Id). 

5) D’apres ( D ), Ker (u + v - Id) est un sous-espace de R 2 non 
reduit au vecteur nul, done dim (Ker (u + v- Id)) e {1,2}. 

Par l’absurde, supposons que Ker (u + v - Id) soit de dimen- 
sion deux, e’est-a-dire egal a R 2 . Alors u + v - Id = 9. 

Done u = Id - v, done u 2 = (v - Id) 2 ; On obtient alors 

-id e 

que -Id = 9 qui est manifestement faux. L’hypothese est done 
fausse, done Ker (u + v- Id) est de dimension 1 . 

6) e 2 e Ker (u + v - Id ) , done u (e 2 ) + v (e 2 ) — e 2 = (0, 0) 


On en deduit les matrices de u et v dans la base (ei,e 2 ) : 
Mat (euei) (u) = | ® q 1 ) = U et Mat (ei,e 2 ) («) = | q j j = V 2 . 

7) On conclut que u et v verifient les proprietes (A), (B), (C) et 
(D) si et seulement si il existe une base de R 2 dans laquelle u et 
v ont pour matrices respectives U et V. 


9.1S 


1) a. On peut ecrire pour tout n e N, 

2 1 + 2 u n — u n + 3 

Wn+2 — W n +2 

U n +i — U n+ 1 

Ce systeme correspond au produit matriciel 


'4-52' 

W n +2 


( \ 
w n+ 3 

1 0 0 

M n +i 

= 

W n +2 

O 

O 



, w n+ 1 , 


(4 -5 2) 


A = 


10 0 . 

0 1 0, 


b. A - 7 = 


'3-5 2 ' 
1 -1 0 
,0 1 - 1 , 


soitAP,, = Y „ + 1 enposant 


(A -I) 2 (A -21) 


OO 

1 

'2-5 2 ' 

2-4 2 

1 -2 0 

, 1 - 21 , 

(0 1 -2 


Done e\ = —u (e 2 ) = (v - Id) (e 2 ). 


(A - I) 2 (A - 27) =0 


Soient a,j3 dans R tels que (•) aei + fie 2 - (0, 0) 
d’ou a (v - Id) (e 2 ) + fie 2 = (0, 0) 

Appliquons v-Ida cette egalite : 
a (v - Id) 2 (e 2 ) +/3 (v - Id) (e 2 ) = (0, 0) 

Q e\ 

( 0 , 0 ) 

D’ou/le! = (0,0) . 

Si on avait e\ = (0,0), alors on aurait aussi u(e 2 ) = (0,0), et u 
etant bijectif, e 2 = (0, 0), ce qui est contraire a l’hypothese « e 2 
base de Ker (u + v — Id ) » 

Done e\ ^ (0, 0), on en deduit que /? = 0. En reportant dans (•), 
ae t = 0, d’ou a = 0. 


2) a. D’apres la definition de la division euclidienne du po- 
lynome X" par P(X) = (X - l) 2 (X - 2), il existe un unique 
couple (2„,7?„)de polynomes tel que 

X 1 ' = (X- l ) 2 (X - 2) Q„ (X) + R„ (X) 
deg (R„) < deg (P) 

Comme P est de degre trois, 

deg (R„) < deg (P) <=> R„ 6 R 2 [2(] ; on peut done affirmer que : 
dn 6 N, 3! (<2„,7?„) e R[X] x R 2 [X]/X" = PQ„ + R„ 

b. La famille (l,X— \ ,(X - l) 2 ^ est echelonnee en degres et 
constituee de polynomes non nuls, e’est done une famille libre 
de R 2 [77], espace de dimension trois, done une base de R 2 [77]. 
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R„ G R 2 [K] done 3! (a„, b„,c „ ) G R 3 / 

R„ = fl„ + b„(X — 1 ) + c„ (X — 1 ) 2 
c. D’apres 2a et 2b, on peut ecrire : 

(*) X" = (X- l) 2 (X - 2) Q„ + a n + b n (X - 1) + c„ (X - l) 2 


En derivant cette egalite, il vient : 

(.) nX"- 1 = (X- l) 2 (X-2) Q ' n +[ 2 (X-\)(X-2) + (X- 1) 2 ] Q„ 
+b„ + 2c, , (X - 1) 

En substituant 1 et 2 a X dans (*) et 1 a X dans (•), on obtient 

( 1 = a„ ( a„ = I 

le sy steme suivant :< 2" = a„ + b„ + c„ d’ou < b n = n 

{ n = b n [ c„ = 2" - n - 1 

3) a. Substituons A a X dans l’egalite du 2a ; il vient : 
A” = P(A) Q„(A) + R„(A). 

Mais d'apres lb, P(A) = 0, done A" = R„ 04) 

D’apres 2b et 2c, A" = / + n (. A-I) + (2" - n - 1) (A - I) 2 


b. La troisieme ligne L3 de A" s'obtient grace a la nieme ope- 
ration sur les troisiemes lignes des matrices qui interviennent 
dans l’egalite ci-dessus : 

L 3 = (0 0 1) + n (0 1 - 1) + (2" - n - 1) (1 - 2 1) 

L 3 = (2" - n - 1 - 2" +1 +3n + 2 2" - 2/t) 


4) a. Montrons par recurrence que V/t G N, Y„ = A" 


■Pour /7 = 0, A 0 = / et Y 0 = 

" 7/2 ' 

III 

_ 

' 1 ' 

1 

done Y 0 = A 0 

’1' 

1 


, «0 / 


loj 


1 0 J 


-Supposons que pour un n 6 N, Y„ = A" 



'P 


1 

'll 

Alors y„ +1 = AL„ = AA" 

1 

= A" +1 

1 


loj 


1 

,0, 




' 1 


- On conclut que V/7 G N, 

= A" 

1 





lo. 



b. Notons Li,La,L} les lignes de A". D’apres 4a, 


^n+2 


f L 0 

'p 

^n+1 

= 

L 2 

1 



U3J 

loj 


On en deduit que : u„ = L 3 


u n = (2" —77 — I - 2 ,,+1 +3/7 + 2 2" - 2n) 


u„ = 2 n - n - 1 - 2" +1 +3// + 2 

u„ = 2" (1 - 2) + 2/7 + 1 = -2" +2// + 1 


9.19 


1) * Soitlf = (x, y, z) G V n £)/, alors : 
it e D done 33 g R/lf = (3a, 3fc, Ac) 
if e P, done ax + by + cz = 0, done 
3 (a 2 + b 2 + c 2 ) = 0, done 3 = 0, done if = (0, 0, 0) /. 

=1 

Ceci montre que V n V c j(0, 0, 0)). 

L’inclusion inverse est evidente, done (1) PnD = {(0, 0, 0)). 


* De plus, a 2 + b 2 + c 2 = 1, done l'un des reels a, b, c n’est pas 
nul, donca it (0,0,0), done dim D = 1. 

Puisque l’un des reels a, b, c n’est pas nul, P qui a pour equa- 
tion : ax + by + cz = 0, est le noyau d'une forme lineaire non 
nulle de R 3 , done un hyperplan de R 3 , done dim (P) = 2. 

Ainsi, on obtient (2) dim CD) + dim (P) = 1 + 2 = 3 = dim (R 3 )- 

De (1) et (2), on deduit que P et A sont supplementaires 
dans R 3 . 


2) 'fv G R 3 ,3! ^tfp, vo) G P x mf =lfp + vo- 
Par definition de p et q, p (if) =voetq(v) = 

(p + q) (v) = p(v) + q (l?) = Up +~vp = lf = Id (if) 
Done p + q = Id. 


3) Notons £ = (e\, if, if) la base canonique de R 3 . 

Pour obtenir les colonnes de P , nous allons calculer p pour 
i ell, 3]|: 

En conservant les notations de 2, e\ = (ei V + (ei) a 

ef> eD 

'e\ = ( 1 , 0 , 0 ) 

(ei)o = A(a,b,c) 

(ei)p = (1 - Aa, -Ab, -3c) 


comme (ei )p eP, a ( 1 - Aa) + b (-Ab) + c (—Ac) = 0 
done 3 (a 2 + b 2 + c 2 ) = a 
=1 


done 3 = a. Done p(e 1) = (e\) D = ( a 2 ,ab,ac ) 

Vu la symetrie des roles de a, b, c, de fa§on analogue, 
P (fi) = ( ba , b 2 , be), p (¥3) = ( ca , cb, c 2 ). 


On obtient P 


' a 2 ba ca ' 
ab b 2 cb 
„ ac be c 2 , 
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et en utilisant 2, Q = I 3 - P = -ab 1 - b 2 -cb 

, -ac -be 1 - c 2 , 
( 0 -c b \( 0 -c b \ 


4) a. M 2 


c 0 -a c 0 -a 


l -b 

a 0 U 

-b a 0 

1 

1 

r L> 

ab 

ac 

ab 

1 

Cl 

1 

be 

ac 

be 

1 

a 

I 


En utilisant a 2 + b 2 + c 2 = 1, il vient : 

'a 2 - 1 ab ac 
M 2 = ab b 2 -l be = -Q 
, ac be c 2 - 1 . 

' « ) 1 0 -c t V ol (O' 

b. M b = c 0 —a b = 0 

,c) \—b a OjVcJ 1 0 , 

done f(u) = (0, 0, 0). 

Ker/ contient done le vecteur u t (0,0,0), done 
dim(Ker/) > 1. 

Alors d’apres la formule du rang, 

dim ( lmf ) = 3 - dim (Ker/) <3-1=2. 

Done rg (/) < 2. 

c. SoitLy 6 P - Imq, alors 3 ~t 6 R 3 fw = q (?). 

En utilisant 4a, ~w = — /o/("?) = /(—/("/)) 

Done w e lmf. 

On a montre que Vw e Pfiw e Im, e’est-a-dire que P c lmf. 
De plus, ces deux espaces ont meme dimension, done P = lmf 
et rg(f) = 2. 

D’apres la formule du rang, dim (Ker/) = 1. 

Comrne Ker / contient Vect (if) = D, et que ces deux espaces 
sont de dimension un, Ker (/) = D. 

d. p est la projection sur A de direction P, done 

Vlf G O, fop tv) = ftv) = (0,0,0). 

V ’ P (p t)=-t V 1 Ker f=D 

Vlf 6 P. p (if) = (0, 0, 0) done fop (if) = (0, 0, 0) 

R 3 == P®D, done fop = 0 (endomorphisme nul de R 3 ). 

5) En passant aux matrices dans la base S, MP = 0. 

Comme P = I 3 -Q,M (/, - Q) = 0. 

Or M 2 = -Q, done M (/ 3 + M 2 ) = 0. 


Done M + M 3 = 0. 

En traduisant avec les endomorphismes correspondants, 

f+f = o. 


1 * Soit / : 
vants : 


i. On a equivalence entre les enonces sui- 


■feE 

■ 3 (a, b, c ) 6 R 3 /Vx 6 R, / (x) = (ax 2 + bx + c) e 2x 

■ 3 (a, b, c) € R 3 /V.v 6 R, / (x) = ax 2 e 2x + bxe 2x + ce 2x 

■ 3 (a, b, c) 6 R 3 /V.t 6 R, / (x) = af 2 (x) + bf (x) + cf 0 (x) 

* 3 (a, b, c) 6 R 3 // = af 2 + bf + cf 0 
■feVect (fo.fi.fi) 

On en deduit que E = Vect ( f 0 , fi , / 2 ), ce qui prouve d’une part 
que E est un sous-espace vectoriel de R r , done lui-meme un 
R-espace vectoriel, d’ autre part que (fo.fi.fi) engendre E. 

* Montrons que (fo.fi.fi) est libre : 

Soient a.fi, y reels tels que af 0 + ffi + yfi = 0. 

Alors Vx e R, afi (x) + fifi (x) + yfi (x) = 0 
Done Vx 6 R, (o- + fix + yx 2 ) e 2x = 0 
Mais Vx 6 R, e 2x t 0, 
done Vx e R, a + fix + yx 2 = 0. 

La famille de polynomes (l, X, A 2 ) etant libre (e’est la base ca- 
nonique de R 2 [A]), on en deduit que a = /? = y = 0. 

* On conclut que E est un R-espace vectoriel et que 
S = (fo.fi.fi) est une base de E. La dimension de E , nombre 
de vecteurs d’une de ses bases est egale a 3. 

2) * Obtenue par operations sur des polynomes et sur la fonc- 
tion exp, toute application de E est derivable sur R, en d’autres 
termes, E c D (R, R). 

„ (£>(R,R) -> R* 

* Notons D\ < . 

1 

V (/, g) 6 D (R, R) , VI 6 R, (/ + Agf = /' + Ag', done 
D\ (f + '(g) = D i (/) + XD\ (g). 

Done Dy est lineaire sur D (R, R), done sa restriction a E, qui 
est egale a D, est aussi lineaire. 

* Calculons a present les images de fi, fi , fi par D : 

Soit x reel, 

/o' (x) = -e 2x = 2/ 0 (x) 

// (x) = e 2x + 2xe lx = fi (x) + 2/i (x) 
f[ (x) = (fi + 2/) (x) 

/ 2 (x) = 2xe lx + 2x 2 xe 2x = 2fi (x) + 2 fi (x) 

/ 2 (x) = (2/ + 2fi) (x) 
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De plus, Mats (D) 


On deduit de ces calculs que D(f 0 ) = 2 f 0 , 

D (/i) = f 0 + 2 fi et que D (f 2 ) = 2f x + 2 f 2 . 

D\ etant lineaire et coi'ncidant avec D sur E, 

D x (E) = Vect (D C/b) ,D(f x ),D (/ 2 )) 

D x (E) = Vect {2 f 0 Jo + 2f u 2f x + 2 f 2 ) 

D x ( E ) c Vect(f 0 ,f l ,f 2 ) = E done D(E) c E, done D est a 
valeurs dans E. 

* On conclut que D, lineaire et a valeurs dans E est un endo- 
morphisme de E. 

'2 1 O' 

0 2 2 = A. 

,0 0 2, 

3) Pour n £ N*, D" = Do ■ ■ ■ oD est un endomorphisme de E ; 

n fois 

pour tout f £ E,D" (/) = f n> , done f (n) e E. 

Or B = (/o, /i , / 2 ) est une base de E, done 
3 ( a n ,b n ,c n ) 6 R 3 /Vjt 6 R, / w ( x ) = ( a „x~ + b n x + c„) e 2x 

4) De plus, f (n) = D" (/) done 

* Calculons A" pour n 6 N* : 

A = 2/ 3 + IV en notant IV = 


' a n ' 


' a ' 

b n 

= A" 

b 

S c n ) 


,c, 


On calcule N 2 


0 0 2b 
0 0 0 
0 0 0 


0 1 0 
0 0 2 
0 0 0 

et N 3 = 0. 


De plus, / 3 et N eommutent, ; appliquons la formule du binome 
pour n entier > 2 : A" = (2/, + N) n = ^ ” ^2^1^^ 

k = 0 ' ' 

Or pour k > 3, N k = 0. 

Done A" = 

£=0 ' ' 

A" = 2 n h + n2 n ~ l N + (” 1 2"~ 2 N 2 


En passant aux coefficients, 

1 2" n2"~ l n(n- 1) 2 n ~ 2 ' 
A" = I 0 2" h2" 


{ 0 0 

T 


J 


( Cl \ 
u n 


( a ' 

*Pour n entier> 2, 

bn 

= A" 

b 


k C n ) 


u. 


done 


'fl„ = 2"a +n2" l b +n(n- 1)2" 2 c 
b n = 2"fc +n2"c 

, C n = 2"C 


9.21 


1) * Considerons P application ip definie par 
VM 6 M„(K),yj(M) = 

Soient M, N dans M n (K), A £ K, 
ip(M + AN) = f (M + 3A0 = ‘M + A’N 
done tp (M + 3A0 = ip(M) + Aip (N) 
done ip est lineaire. 

Soit M £ M n (K), notons Id l’identite de M n (K) 

M £ S„ (K) « <p(M) = M » ( <p-Id)(M ) = 0 Done 
<S„ (K) = Ker (tp - Id) ; en particulier, (K) est un sous- 
espace vectoriel de M„ (K). 

De fa§on analogue, M £ (K) <=> ip ( M ) = —M <=> 

(<p + Id) (M) = 0 

Done (K) = Ker (tp + Id), done (K) est un sous-espace 
vectoriel de M„ (K). 

* Procedons par analyse-synthese pour montrer que 
VM 6 M„ (K) , 3! (A, S) £ (K) x S n (K )/M = A + S 

Fixons M £ M„ (K). 

Unicite. Supposons qu’il existe (A, S ) £ (K) x S„ (K) tel 

que M = A + 5 (L x ) 

Alors ‘M = 'A + ‘S, done ’M = -A + 5 (L 2 ) 


(JE) 

(^) 


donne 5 = 


donne A = 


M + ’M 

~2 

M-'M 


D'ou l'unicite de (A, 5). 


M + 'M M-'M 

Existence Posons S = — - — ct A = — , 


_ , j M + 'M \ _ 'M + 'j'M) 


'M + M 

'S = = S , done S £ S„ 


_ t [M- , M\_ ' M - ' ('M) 

'M - M 

'A = — = -A, done A 6 (K). 

M-'M M + 'M 

Enfin, A + S = + = M. 

2 2 

Done (A,S) convient, d’ou l'existence de (A, 5). 

* On conclut que (K) et S„ (K) sont supplementaires dans 
Mn (K). 

Remarque - En fait, pop = Id, done p est une symetrie de 
M„ (K). On obtient directement que 

M„ (K) = Ker (p + Id) © Ker (p - Id), et que 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Matrices 


CORRIGES 


M„ (K) = (K) © S„ (K). Mais les calculs de A et S servent 

pour la question 3. 

2) * Une matrice 5 est dans <S„ (K) si et seulement si elle s'ecrit 

( a n O12 ■ ■ ■ Oi„ ' 

Cl2 «22 • • • «2/i 


\ Cl n Cl 2 n * * * Cl n , 

En notant la matrice qui a tous ses coefficients nuls sauf 
celui place a la ( eme ligne et a la j eme colonne. 


S — ^ cijjEjj -t- ^ ^ ciij (Eij + Eji'j 

(=1 I <f< j<n 

n n 

S = ^ ^ auEn + ^ ^ &ij (Eij + E ji ^ 

i= 1 1 <i<j<n 

Done <S„ (K) = Veer [(£,-,-)!<,<„ _(e,j + 

La famille [(£,,)!<,<„ ^ | est clairement fibre; 
n (n - 1) n (n + 1) 

elle comporte n H ; = ; matrices. 


2 2 
Done e’est une base de S„ (K) et dim (S, 


n ( 7? +1) 


(K) et <S„ (K) sont supplementaires dans M„ (K) done 

, n ini 2 n (n + 1) n { n - 1) 

dim (M„ (K)) = n- = . 

3) D’apres la question 1, une matrice M e M„(K) se de- 
compose suivant 3K n (K) et S„ (K) en M = A + S avec A = 

M-'M M + 'M 

s (K) et 5 = 6 S n (K). 

M-'M 

Done p (M) = . 

La projection p sur (K) de direction S„ (K) est 

M-'M 
p : M i-i . 


1) Soient A = et B = ( bij ) dans M„ (R), lei. Alors 
A + AB — ■+■ Ab^. 

n n n 

Done tr(A + AB) = ^ ( a + Abu) = ^ au+A ^ bu 

(=1 i=l i=l 

Done tr(A + AB) = tr(A) + Atr(B). 

Done A i-» tr (A) est lineaire sur M„ (R). Comme VA 6 
M„ (R) , tr (A) 6 R, elle est a valeurs dans R, e’est done une 
forme lineaire sur M„ (R). 

De plus, tr(I„) = n t 0, done tr n'est pas la forme li- 
neaire nulle, done dim (Imtr) = 1. D’apres la formule du rang, 
dim (Ker tr) = dim (M n (R)) - dim {Imtr) 


dim (Ker tr) = n 1 2 - 1 . 

2) * Si y? n’est pas injectif, Keri/> t jOj, donc(*) 3X s 
M„(R)\{0)/X-tr(X)-A = 0 

Alors tr(X - tr(X) ■ A) = 0 
Done tr (X) - tr {X) tr (A) = 0 
Done tr(X) [1 - tr{A)] = 0 
Done triX) - Oou 1 - tr(A) = 0 

Mais si on avait tr (X) = 0, comme X = tr (X) ■ A, X serait nul, 
ce qui est contraire a (*). C’est done tr{A) = 1 qui est vrai. 

On a montre que i p n’est pas injectif => tr(A) = 1 

* Reciproquement, si tr (A) = 1, alors <p (A) = A - tr (A) -A = 0 

=i 

avec A matrice non nulle. Done A 6 Ker ip, done Keri p t- jO) et 
tp n’est pas injectif. 

* On a montre que ip n’est pas injectif si et seulement si 
tr(A) = 1. 

3) Si tr (A) = 1, alors VX s M„ (R), 
tr {<p (X)) = tr (X - tr (X) • A) 

par linearite de la trace, tr (i p (X)) = tr(X) - tr (X) tr (A) 

=i 

done tr {ip (X)) = 0. 

4) * Si tr (A) = 1, alors ip (A) = A - tr (A) -A = 0 

=i 

VX 6 M„ (R), tpoip (X) = <p{X- tr (X) • A) 
ip etant lineaire, pop (X) = p (X) - tr (X) p (A) 

o 

pop (X) = p (X) 

Done pop = p ; p, etant lineaire, est un projecteur. 

* p est done la projection sur Imp parallelement a Keri/>.De 
plus, X 6 Ker p =4- X = tr(X)A =>Xe Vect (A) 

Done Ker</> c Vect {A). 

D'apres 2, p(A) = 0, done Vect (A) c Keri/>. 

Done Ker p = Vect (A). 

Par ailleurs, d’apres la formule du rang, dim {Imp) = 
dim {M„ (R)) - dim (Ker p) 

dim {Imp) = nr - 1 
D'apres 3, Imp c Kertr. 

En utilisant 1, dim (Ker tr) = n 2 - 1 = d\m{Imp ), on en de- 
duit que Imp = Ker tr, e’est-a-dire que Imp est l’espace des 
matrices de trace nulle. 

Ainsi p est done la projection sur l’espace des matrices de trace 
nulle parallelement a Vect {A). 
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Introduction 

A present, nous avons mis en place les outils de l’algebre lineaire et nous allons 
aborder le dernier chapitre, qui les utilise. 

Lors de la recherche des sous-espaces stables par un endomorphisme d’un espace 
de dimension finie. Ton est amene a considerer les sous-espaces stables non tri- 
viaux les plus petits, a savoir les droites vectorielles. 


Prerequis 

• Methode du pivot de Gauss. 

• Espaces vectoriels de dimension finie. 

• Applications lineaires. 

• Matrices. 


Objectifs 

• Definir les notions de valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre d’un en- 
domorphisme, d’une matrice. 

• Apprendre a les determiner par le calcul dans des cas simples. 

• Definir les endomorphismes ou matrices diagonalisables et en voir les applica- 
tions. 

Dans ce chapitre, K designe R ou C. 


10.1 Elements propres d’un endomorphisme 

10.1.1 Definitions et premieres proprietes 

Definition - Soient E un K -espace vectoriel et f un endomorphisme de E. 

• Une valeur propre de l’endomorphisme / est tout scalaire A tel que 
3x e E/(x + 0 E et / (x) = Ax) . 

• Si A est valeur propre de f, on appelle vecteur propre de / associe d la valeur propre 
A tout vecteur x ^ 0 e verifiant f (x) = Ax. 

• L’ ensemble des valeurs propres de f est appele spectre de /, note S p (/). 
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Theoreme et definition - Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et / un 
endomorphisme de E. 

On a equivalence entre les enonces suivants : 

1. A est valeur propre de /. 

2. Ker (f - AId E ) ± {0 E }. 

3. (f - Aids) non injective. 

4. (/ - Aids) non bijective. 

5. rg ( f - Aids) < dim E 

Lorsque ces proprietes sont realisees, Ker (/ - AId E ) n’est pas reduit au vecteur nul, il 
est constitue, d’une part du vecteur nul, d’autre part des vecteurs propres de / associes 
a la valeur propre A. C’est un sous-espace vectoriel de E, appele sous-espace propre 
associe a la valeur propre A, note E A (/) dans ce cours. 

Demonstration 

( 1 ) o (2) On a equivalence entre les enonces suivants : 

A valeur propre de / 

3x e E/ (x ± et / (x) = Ax) 

Ax e E/(x + 0 e et / (x) - AId E (x) = 0 E ) 

Ax e E/(x ± 0 E et (/ - AId E ) (x) = 0 £ ) 

3x e £/ (x + Og et x e ker (/ - AId E )) 
ker {f - AId E ) + {0 £ } 

(2) <=> (3) En effet, une application lineaire est injective si et seulement si son noyau est 
reduit au vecteur nul. 

Done Ker (/ - AId E ) + {0^} <=> (/ - AId E ) non injective. 

(3) <=> (4) » (5) Lorsque l’espace est de dimension finie, il revient au meme pour un 
endomorphisme d’etre injectif, surjectif ou bijectif. ■ 

Cas particulier - Si / est un endomorphisme de E, K-espace vectoriel de dimension 
finie, on a equivalence entre les proprietes suivantes : 

. 0 est valeur propre de 1’ endomorphisme / 

• / n’est pas bijectif. 

. Ker (/) + {0 £ } . 

. rg (/) < dim E. 

En effet, il suffit de remplacer A par 0 dans le theoreme ci-dessus. 

10.1.2 Exemples 

Homotheties 

Dans E, K-espace vectoriel, considerons h„ = aId E , homothetie de rapport a. 
h a est definie par : Vx e E , li a (x) = ax. 

A e S p ( h a ) o 3x e£ - {0^} /h a (x) = Ax « 3x e £ - {O^} /ax = Ax 
Ae S p (h a ) o 3x e E - {0^} / (a - A) x = 0 E a - A - 0 

x^Oe 
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Remarque - Ceci signifie que 
deux sous-espaces propres 
d'un meme endomorphisme 
associes a des valeurs propres 
differentes sont en somme 
directe. 


Ceci montre que a est la seule valeur propre de h a ; de plus, tout vecteur non nul de E est 

vecteur propre de h a pour la valeur propre a. 

Le sous-espace propre de h a associe a la valeur propre a est E. 

Projecteurs 

Soient F et G deux sous-espaces supplementaires de E et p la projection de E sur F de 

direction G. Supposons de plus que F et G ne soient pas reduits au vecteur nul. 

Nous avons vu que : 

. F — Ker (p - Ids) done Ker (p — lx Ids) + {Of}, ce qui prouve que 1 est valeur 
propre de p, de sous-espace propre associe F. 

• G - Ker (p) done Ker (p -Ox Ids) + {Of}, ce qui prouve que 0 est valeur propre de 
p, de sous-espace propre associe G. 

Symetries 

Considerons les memes sous-espaces supplementaires F et G de E, tous deux non reduits 

au vecteur nul, et s la symetrie de E par rapport a F de direction G. Nous avons vu que : 

. F — Ker (s - Me) done Ker (s - 1 x Me) + ! 0 k ) , ce qui prouve que 1 est valeur propre 
de s, de sous-espace propre associe F. 

• G — Ker (.y + Me) done Ker (p - (-1) X Me) + {Of), ce qui prouve que (-1) est valeur 
propre de s, de sous-espace propre associeG. 


Proprietes dee elements propres 


Proposition - Soit E, K -espace vectoriel et f un endomorphisme de E. 

Si A et p sont deux valeurs propres distinctes de f, alors E,\ (/) n E ^ (/) = {Of}. 


Demonstration 

Si A et p sont deux valeurs propres distinctes de /, soient x e £ /( (/) n (/) : 

en utilisant la definition des sous-espaces propres, / (x) = Ax et / (r) = px, done Ax = px, 

done (A - p) x - 0 e- 

Par hypothese, A - p + 0, done x -0e- 

On en deduit que E\ (/) n (/) = {Of }. ■ 

Theoreme - Soit E, K-espace vectoriel et / un endomorphisme de E. 

Des vecteurs propres de / associes a des valeurs propres toutes distinctes forment une 
famille libre. 

Demonstration 

Par recurrence sur le nombre p de valeurs propres distinctes de /. 

• Si p = 1 , soit A valeur propre de /, et x, vecteur propre de / associe a /(. 
x etant un vecteur propre, est non nul, done la famille (x) est libre. 

. Supposons que pour un p eW, toute famille de p vecteurs propres de / associes a des 
valeurs propres differentes soit libre. 
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Soient Ai,--- ,A P+ \ p + I valeurs propres de / deux a deux distinctes, de vecteurs 
propres associes respectifs x \ , • • • , x p+ \ . 

Montrons que la famille (x\, • • • , x p+ A est libre : 

Soient a i, • • • , a p+ 1 dans K tels que a 1X1 + ■ ■ ■ + a p x p + a p+ \x p+ \ = 0 E (L\). 
Appliquons /, lineaire, a cette egalite ; il vient : 

<*i/(*i) + • ■ • + a p f(x p ) + a p+ \f[x p+ 1) = 0 £ . 

Mais, pour tout i e [| I , /; + 1 ]], x, est un vecteur propre de / associe a A,-, on a : 
f(xj) = AjX/, d’ou : a u ii-^i + • • • + a p A p x p + a p+ iA p+l x p+ i - 0 E (L 2 ) 

Effectuons la combinaison lineaire Li - A P+ \L\ : 

a\ (‘i i — xi + • • • + cy p ( A p /lp+i^ x p — 0^ (E3) 

eK eK 

On se ramene ainsi a une combinaison lineaire des vecteurs x 1 , ■ • • , x p , qui d’apres 
l’hypothese de recurrence, forment une famille libre, (L3) implique done que 
V; e [l,p]] , or,- (A,- - A p+ 1) = 0 . 

Comme Vi e [[l,p]] , A, V A p+ 1, on en deduit que Vi e [[ 1 , /?U , a ; = 0 . 

En reportant ceci dans ( L \ ), il reste : a p+ ix p+ \ = 0 E - 
x p + 1 etant un vecteur propre, n’est pas nul, done a p+ \ = 0. 

On a done bien montre que a\X\ +■ ■ ■+a p x p +a p+ ix p+ \ — 0 E => Vi e |[1 ,p + 1 ]] , a, - 0 . 
La famille (x 1 , ■ • • , est done libre, ce qui acheve la recurrence. ■ 

Corollaire - Soit n e N*. Un endomorphisme d’un espace de dimension n possede au 
plus n valeurs propres. 

Demonstration 

En effet, s’il possede p valeurs propres distinctes, p vecteurs propres associes a ces va- 
leurs propres forment une famille libre, done p < n. m 


10.2 Endomorphismes diagonalisables 


10.2.1 


10.2.2 


© 


Definition et ca rasterisation 


Definition - Soient E un ¥ -espace vectoriel de dimension finie ; un endomorphisme f 
de E est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E dans laquelle f a une 
matrice diagonale. 

Exemples 

Homotheties 


L’homothetie de rapport a d’un espace E de dimension n e IV a dans toute base de E la 

'a • • • ( 0 ) ' 

matrice • • = al„ qui est diagonale, 

, (0) • • • a , 

Une homothetie est done un endomorphisme diagonalisable. 
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Projecteurs 

Reprenons les notations du paragraphe 10 . 1.2 : p est la projection de E sur F de direction 
G, avec F et G non reduits au vecteur nul. 

E = F ®G. Si Si et $2 sont des bases respectives de F et G, B = S 1 -S 2 est une base de 
E. (cf. chapitre 8, caracterisation du 8 . 2 . 2 .) 

10: 

0 0 

Dans la base B — ByJB^, p a pour matrice : : 0 1 

0 ••• 0 

„ 0 0 

C’est une matrice diagonale, done p est diagonalisable. 

Symetries 

Avec les memes notations, dans la base 'B = B\ JB 2 , la symetrie s de E par rapport a F 

10: 

0 0 

de direction G a pour matrice : : 0 1 

0 ••• 0 

, 0 0 

Elle est done diagonalisable. 

10.2.3 Conditions de diagonalisabilite 

Theoreme - Soit E, K-espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme f de E 
est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E formee de vecteurs propres 
de/. 

Demonstration 

/ est diagonalisable si et seulement si 

" M (0) 

3B = (e\ , ■ ■ ■ ,e n ) base de E, 3 (// , • • • , A n ) e K" tels que Mat $ (/) = 

. (0) A n 

si et seulement si 3B = (e\, ■ ■ ■ , <?„) base de E, 3 (A\ ,■■■ , A n ) e K" tels que 
/(et) = 'he, 

f (c») — A n e n 
si et seulement si 

YB = (ei, • • • ,e„) base de E telle que e,, ■ ■ ■ ,e„ soient vecteurs propres de /. ■ 
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Attention, la reciproque est 
fausse ! 

Ainsi, une homothetie d'un 
espace de dimension n > 2 
est diagonalisable comme on 
I'a vu au paragraphe 10.2.2. 
Cependant, elle ne possede 
qu'une valeur propre egale a 
son rapport. 


Theorems - Condition suffisante de diagonalisabilite 

Soit n 6 N* et / un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie egale a 
n. 

Si / possede n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable. 

Demonstration 

En effet, les vecteurs propres associes a ces valeurs propres forment alors, d’apres 1.3, 
une famille libre qui a le meme nombre de vecteurs que la dimension de 1’ espace, done 
une base de cet espace. ■ 


10.3 Reduction dee matrices carrees 


10.3.1 


Remarque - Soit ,1 £ I; ,1 va- 
leur propre de la matrice car- 
ree A <=> ( A-Al n ) non inver- 
sible. 

Cas particulier - 0 valeur 
propre de la matrice carree 
A <=> A non inversible. 

En effet, avec les notations de 
la definition, A valeur propre 
de A (et de f) « (f - Ald E ) non 
bijectifo (A- Al n ) non inver- 
sible. 


Elements propres d’une matrice carree 

Definition - Soit n e N* et A € Al„ (K). On note f /’ endomorphisme de K” canonique- 
ment associe a A, c ’est-d-dire l ’endomorphisme de K" qui a pour matrice A dans la base 
canonique de K”. 

1. Une valeur propre de A est une valeur propre de f. 

2. Un vecteur propre de A associe a une valeur propre A de A (et de f) est la matrice- 
colonne d'un vecteur propre de f associe a A. 

En d'autres termes, si X € Xi, u i (K) , X est vecteur propre de A pour la valeur propre 
A si et seulement si X ^ 0 m, ,,!(K) et AX - AX. 

3. Le sous-espace propre de A associe a une valeur propre A de A est 

{x e Al„,i (K) |X + 0yvi„ i (K) et AX=dXj, note E,\ (A) dans ce cours ou E* s’il n’y 
a pas de confusion possible. C’est l’ ensemble forme des vecteurs propres de A et de 
la matrice-colonne nulle. 

4. Le spectre de A est le spectre de f. 

Une methode de determination pratique des elements propres d’une matrice d’ordre 2, 3, 
4,. . . dont les coefficients sont fixes, est detaillee au paragraphe 10.4.3. 


Proposition - Correspondance des elements propres d’un endomorphisme et de sa 
matrice 

Soient n e N*. E un K -espace vectoriel de dimension n, IB une base quelconque de E, 
A e M„ (K), / l’ endomorphisme de E de matrice A dans la base B, x e E, de matrice- 
colonne X € Al„,i (K) dans la base B. 

1. A est valeur propre de A si et seulement si A est valeur propre de f. 

2. X est vecteur propre de A pour la valeur propre A si et seulement si x est vecteur 
propre de f pour la valeur propre. 

3. Ex {A), sous-espace propre de A associe a la valeur propre A, est l’ ensemble des 
matrices-colonnes dans la base B des vecteurs de Ex (/), sous-espace propre de f 
associe d la valeur propre A. 

4. Le spectre de A est le spectre de f. 
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Proposition - Cas particulier des matrices triangulaires 

Les vcileurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonciux 


Demonstration 

A triangulaire inferieure, s’ecrit A 


ci\ 0 •■•O' 

02 ’ avec a\, ci 2 , ■ ■ ■ ,a„ dans K. 

: '•• ■•• 0 
* • • • * a , , , 


a, - A 0 ■ ■ • 0 ' 

* 02 - A ' ■ ■ 

: ■•• '•• 0 

* • • • * a n — A , 

A est valeur propre de A <=> (A - AI n ) non inversible ol’un des coefficients diagonaux de 
(A - AI n ) est nul <=> A e {ai, 02 , ■ ■ ■ , a„}. 

Les valeurs propres de A sont done ses coefficients diagonaux a\, 02 , ■ ■ ■ , a„. 

Si A est triangulaire superieure, la preuve est analogue. ■ 


A - AI„ = 


10.3.2 Matrice diagonalisable 

Definition - Soit n e N* et A e Ai„ (K). A est diagonalisable si et settlement si l’endo- 
morphisme de K" qui lui est canoniquement associe est diagonalisable. 

Theoreme - Soit n e N* et A e M n (K). On a equivalence entre les enonces suivants : 

1. A est diagonalisable. 

2. A est semblable a une matrice diagonale. 

3. 3 P e GL„ (K )/P~ l AP = D matrice diagonale. 

P est alors la matrice de passage de la base canonique de A1„.| (K) a une base de vecteurs 
propres de A. 

Ce theoreme resulte de la correspondance entre endomorphismes de K" et matrices de 
Al„ (K), et de la formule de changement de base pour un endomorphisme. 

Proposition - Deux matrices semblables ont les memes valeurs propres. 

Demonstration 

A et B semblables<=> 3 P 6 GL„ ( K)/B = P l AP. 

A valeur propre de A <=> 3 X e A\„, 1 (K) / ( X ^ 0 et AX — AX) 

Posons Y = P 1 X. P etant inversible, X et Y sont nuls en meme temps. 

A valeur propre de A <=> 3 Y € A(„,i (K)/(L 4- Oet APY = APY) 

«37e Al„,i (K) / ( Y 4 0 et BY = AY) o A valeur propre de B. ■ 
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10.3.3 Calculs pratiques de diagonalisation 

Utilisation de la methode du pivot lors de la diagonalisation 

Nous allons detailler la diagonalisation d’une matrice carree. La diagonalisation d’un 
endomorphisme d’un espace de dimension finie se ramene en effet a celle de sa matrice 
dans une base de l’espace. 

Un exercice de concours peut ne demander que certaines etapes de cette demarche. 


Methode 1 Diagonalisation et utilisation de la methode du pivot de Gauss 


On part d’une matrice carree A e Ai„ (K). 

1. Recherche des valeurs propres. 

On part des le debut de la matrice A - AI„. On cherche son rang, par operations sur les lignes et 
sur les colonnes de A - AI„. 

On verifie si K est egal a R ou C pour savoir si on doit conserver les eventuelles valeurs propres 
complexes non reelles. 

On obtient ainsi des valeurs propres distinctes A\, ■ ■ ■ , A/ ; avec k < n. 

2. Recherche des vecteurs propres. 


' X\ y 


'O’ 

s %n ) 


,0, 


Pour chaque valeur propre A obtenue, on resout le systeme (A - AI n ) 


Comme il s’agit de la resolution d’un systeme lineaire, on ne peut utiliser que des operations sur 
les lignes. 

L’ ensemble des solutions obtenu est le sous-espace propre E\ (A) de A associe a la valeur propre 


A. 


On determine une base de E , j (A). 

3. A est-elle diagonalisable ? 

Premier cas : k - n. A l’etape 1, on a trouve n valeurs propres distinctes, i.e. autant de valeurs 
propres que l’ordre de la matrice. 

D’apres la condition suffisante de diagonalisation, A est diagonalisable. 

Deuxieme cas : k < n. On a obtenu strictement moins de valeurs propres que l’ordre n de la ma- 
trice. On reprend les bases des sous-espaces propres que Ton a determinees a l’etape precedente. 
Si elles comprennent en tout strictement moins de n vecteurs, la famille ainsi obtenue ne constitue 
pas une base de A1„,i (K), et la matrice A n’est pas diagonalisable. 

S’il y a exactement n vecteurs, on verifie que le rang de la famille obtenue est n, par exemple en 
determinant grace a la methode du pivot le rang de la matrice de la famille. Pour ce faire, on a 
droit aux operations sur les lignes et sur les colonnes. 

4. Obtenir la matrice de passage P et la matrice diagonale semblable a A. 

Cette question se pose seulement lorsque A est diagonalisable. 

D est alors la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A, 
chaque valeur propre A, figurant un nombre de fois egal a la dimension du sous-espace propre qui 
lui est associe. 

Soit P, matrice de passage de la base canonique de M„j (R) a la base de vecteurs propres. Les 
colonnes de P sont les vecteurs propres obtenus, places dans le meme ordre que les valeurs 
propres Ai, ■ ■ ■ , /t/ : dans la matrice diagonale D. 

© On a alors, d’apres la formule de changement de base, I) = P l AP. 
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Exemple d'application 1 


On considere la matrice de At 3 (R) egale a A 


2 0 4 ' 

3 -4 12 
1-25, 


1. Determiner les valeurs propres de A. 

2. Montrer qu’on peut trouver P, matrice inversible et D, matrice diagonale telles que A = I 3 DP 1 . 


Solution 


1. Determinons les valeurs propres de A par la methode du pivot de Gauss : 
'2 -A 0 4 ^ 

A - AI 3 = 3 -4 -A 12 

,1 -2 5 -A, 

1 -2 5 -A' 

3 -4-/1 12 

,2-/1 0 4 | 

f 1 -2 5-d ' 

rgf (A - d/3) = rg \ 0 2-/1 -3 + 3/1 

,0 2(2- A) -A 2 +7/1-6, 


rgr (A - d/3) = rg 

L\ <— >Z/3 


L 2 ^L 2 -3Li 
L 3 <-L 3 +(/t- 2 )Li 


rg(A-Ah) = 

^3^ ^3 — 2L 2 


1-2 5-d x 

0 2 - /I -3 + 3/1 
0 0 -/l 2 + /I 

V 

T(X) 


A est valeur propre de A si et seulement si A - d/3 n’est pas inversible, c’est-a-dire si et seulement 
si rgr(A - d/3) < 3, ce qui est le cas si et seulement si l’un des coefficients diagonaux de T (A) 
s’annule. 

d valeur propre de A si et seulement si 

(2 - d = 0 ou - d 2 + d = 0) si et seulement si (d = 2 ou d = 0 ou d = 1). 

Les valeurs propres de A sont done 0, 1,2. 

2. A, matrice carree d’ordre 3, possede trois valeurs propres distinctes, done A est diagonalisable 

0 0 0^ 

1 

dans AI3 (R) ; on peut done trouver une matrice inversible P telle que P l AP = 


D = 


0 0 0 
0 1 0 
0 0 2 


0 1 0 
0 0 2 


est la matrice diagonale de coefficients diagonaux les valeurs propres de A. 


Remarque - Dans cet exemple, il y a autant de valeurs propres distinctes que l’ordre de la matrice. 
D’apres la condition suffisante de diagonalisation, on n’a pas besoin de calculer les vecteurs propres 
pour affirmer que la matrice est diagonalisable. 


Exemple d'application 2 


'- 2-2 1 

On considere la matrice de AI3 (R) egale a A = -2 1 -2 

,1 - 2-2 

1. Determiner les valeurs propres et vecteurs propres de A. 

2. Determiner les sous-espaces propres de A. 
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3. A est-elle diagonalisable ? Si c’est le cas, determiner une matrice P inversible et une matrice D 
diagonale telle que A - POP 1 . 

Solution 


1. Determinons les valeurs propres de A par la methode du pivot de Gauss ; 


Nous allons constater combien F utilisation conjointe des lignes et des colonnes pour la recherche 
du rang simplifie les calculs. 


A - Ah 


'-2 -A -2 1 ' 

-2 1 - A -2 

1 -2 —2 -A, 


A cette etape, nous constatons que la somme des lignes est constante. D’ou la methode suivante : 


rg (A - Ah) 


Ci<— C1+C2+C3 


rg 


-3-/1 -2 1 ' 

-3 - A 1 - A -2 
-3-/1 -2 -2-d, 


rg (A - Ah) = rg 

L2*— L2-L1 
L3 < — Z/3 — L\ 

T(X) 

A est valeur propre de A si et seulement si rg(A-Ah) < 3, c’est-a-dire si et seulement 
si l’un des coefficients diagonaux de T (A) est nul, ce qui est le cas si et seulement si 
(-3 - A = 0 ou 3 - A = 0). 

Les valeurs propres de A sont done 3 et -3. 


'-3 -A -2 1 ' 

0 3 - A -3 
, 0 0 -3-/1, 


2. Recherche du sous-espace propre associe a la valeur propre 3. 


On resout : (A - 3h) 


Gl 

0 


(S3) 


(N 

1 

in 

1 

V 


03 

-2 -2 -2 

y 

= 

0 

1 -2-5, 



loj 


Ecrivons ce systeme a l’aide d’un tableau de nombres, on n’indique pas le second membre qui 
reste nul. 


'-5-2 1 

Li «— L\ - L 2 

' -3 0 3 ' 

-2 -2 -2 

L 2 v- -L 2 /2 

1 1 1 

1 -2-5j 

L 3 L 3 - l 2 

,3 0-3, 


Li «- Li/3 

L 3 < — L 3 + L\ 


'-10 1 ' 
1 1 1 
,0 0 0 , 


(S 3 )« 


( -x + z = 0 

( X = z 

'x' 


' 1 ' 

\x + y + z = 0 ° 

[y = - 2 z ° 

y 

, z / 

= z 

-2 

1 J 


On en deduit que E 3 (A) - Vect 


1 ' 
-2 
1 / 


u 1 
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Recherche du sous-espace propre associe a la valeur propre -3. 


On resout (A + 3 / 3 ) y = 0 (5_ 3 ) 

UJ loj 

'1-21 10' 

-24-2 y = 0 

s. 1 ~ 2 1 , , z , , 0 , 

On constate que les lignes de ce systeme sont toutes proportionnelles, ce qui traduit que 
rg (A + 3 / 3 ) = 1 

(5 - 3 ) <=> x - 2y + z = 0 <=> (x, y, z) - (2 y - z, y, Z) 

(5-3) <*(x,y.z) = y(2, 1,0) + Z{-1, 0,1) 


f 2 ) 

On en deduit que E 3 (A) = Vect 1 , 0 

>0, ^ 1 1 

u 2 u, J 

U 2 et 1/3 n’etant pas colineaires, constituent une famille libre, et une base de E 3 (A). 


3. Voyons si A est diagonalisable : 

'1 2 -r 

rg(U u U 2 ,U 3 ) = rg -2 1 0 

10 1 


'220 
rg -2 10 

1 0 1 


rg(UuU 2 ,U 3 ) 


L\ < — L\ — 2L2 


'6 0 0 ' 
ra -2 10 =3 
.10 1 , 


((/ 1 , U 2 , U 3 ) est done une base de M 3 ,i (R). Ainsi il existe une base de vVh.i (R) formee de vecteurs 
propres de A, ceci prouve que A est diagonalisable. 

'1 2 - 1 ' 

La matrice de passage de la base canonique S a la base S' = (U 1 , U 2 , U 3 ) est P — -2 10 . 

U 0 1 , 

Pour i e [1,3]], notons m, le vecteur de R 3 de matrice-colonne [/, dans la base canonique, / 
l’endomorphisme de R 3 canoniquement associe a A. Alors u\ , u 2 , M 3 sont des vecteurs propres de 

(/(Ml) = 3«! 

/ associes aux valeurs propres respectives 3, -3, -3, on a par consequent | / ( u 2 ) = -3u 2 . 

I / (M 3 ) = -3«3 
'3 0 0' 

Done / a pour matrice dans la base S' de vecteurs propres D — 0-3 0 

0 0-3, 


D’apres la formule de changement de base, D — P l AP, e’est-a-dire A = PDP 1 . 
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10.4 Applications de la diagonalisation 


10.4.1 


Remarque - Les enonces de 
concours demandent souvent 
de reproduire cette preuve. 


Puissances de matrices 


Proposition - Calcul de la puissance d’une matrice diagonalisable. 

Soit A € A i n (K). On suppose que A est diagonalisable. 

On pent alors trouver P, matrice inversible, et D matrice diagonale telles que 
A = PDP 

Alors, in 6 N, A" = PD"P 


Demonstration 

L’ existence de P, matrice inversible, et D matrice diagonale telles que A = PDP~ l est un 
resultat du theoreme du 10 . 3 . 2 . La derniere egalite se prouve par recurrence : 

Pour n = 0, on verifie que : PD°P~ 1 = PI n P 1 = PP 1 = /„ = A 0 . 

Supposons que pour un n e N, on ait : A n — PD n P~ l . 

Alors A” +1 = A" A = PD" P^PDP~ l = PD" DP 1 = PIT 'P ' . 

In 

On a done bien montre que : in e N, A" = PD" P 1 . ■ 


Exemple 


Reprenons la matrice de 10.3.3 : A = 


Calculer A" pourn e N*. 


- 2-2 1 ' 
- 21 - 2 . 
1 -2 - 2 , 


Solution 

Nous avons vu que A = PDP~ l , ou P - 


1 2 -1 
-2 1 0 
1 0 1 


et 


D = 


'3 0 0' 
0-3 0 
,0 0 - 3 , 


Calculons d’abord P 1 en resolvant un systeme de tableau associe : 


'12-1 

a ' 


'220 

a + c ' 

-2 1 0 

b 

Li < — L\ + Z>3 

-2 1 0 

b 

,10 1 

c j 


10 1 



L\ <— L\ + Li 

¥ 


L 2 «- \L\ - l 2 


0 3 0 
3 0 0 

1 0 1 


Le systeme equivaut a : 


I - b + c ^ 
2b + c 


2 b + c 


y - - {a + b- 


c) 


a - 2b + c 


<=> i y — - ( a + b + c ) 

—a + 2b + 5c 

z = 
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if 1 ~ 2 1 ' 

D’ou P~' = - 2 2 2 

6 l-l 2 5 J 

D’apres la methode ci-dessus, Vn e N, A" = PD n P~ l . 

' 1 2-1U3" 0 O' 

A" = - 2 10 0 (-3)" 0 P" 1 

, 1 0 1 ){ 0 0 (-3)" , 


A n = l 

' 3" 

2 (-3)" -(-3)" 3 

'1 -21' 

-2.3" 

(-3)" 

0 

2 2 2 


3" 

0 

(-3)" , 

l-l 2 5 J 


.( 3" + 5 (-3)" -2.3" + 2 (-3)" 3" - (-3)" ' 

A" = - -2.3" + 2 (-3)" 4.3" + 2 (-3)" -2.3" + 2 (-3)" 
3" -(-3)" -2.3" + 2 (-3)" 3" +5 (-3)" , 


10.4.2 Suites lineaires simultanement recurrentes 
a coefficients constants 

Exemple 

On delink les suites ( u „ ), (i>„), (w„) par leurs premiers termes no, vo, w o, reels fixes, et 

I W/i+i — 2 // h 2c h + w n 

v n+ i = -2 u„ +v„ - 2w„ 
w „+ 1 = m„ -2c„ - 2w„ 

Determiner l’expression de w„, v„, w„ en fonction de n, uq, vq, wq. 

Solution 

( u \ 

U n 

Notons pour n, entier naturel, X„ = v„ 

(*) <=> X„+i = AX„ ou A est la matrice ci-dessus. 

Montrons par recurrence que pour tout n, entier naturel, X„ = A n X o : 

Si n — 0, Xq — A°X o car A 0 = 

Si on suppose que pourun n e N, X„ = A"X o, alors : X„+i = AX„ = AA"Xq = A" +1 Xo. 
Done Vn e N, X„ = A"Xq. 

Passons aux coordonnees, cette egalite s’ecrit pour tout n, entier naturel : 

' u n \ . ( 3" + 5 (-3)" -2.3" + 2 (-3)" 3" - (-3)" ](« 0 ' 

v„ =- -2.3" + 2 (-3)" 4.3" + 2 (-3)" -2.3" + 2 (-3)" v 0 
w n ) 3" -(-3)" -2.3" + 2 (-3)" 3" + 5 (-3)" JUo, 

u n = \ [(3" + 5 (-3)") no + (-2.3" + 2 (-3)") v 0 + (3" - (-3)") «*,] 

6 

D’ou v„ = - [(-2.3" + 2 (-3)") n 0 + (4.3" + 2 (-3)") v 0 + (-2.3" + 2 (-3)") tool 
6 

w n = \ [(3" - (-3)") no + (-2.3" + 2 (-3)") v 0 + (3" + 5 (-3)") w 0 ] 

6 

Remarque - Nous verrons l’application de ce type de calcul dans l’exercice 23.20 du 
chapitre 23 qui etudie une chaine de Markov. 
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Synthese 


Savoirs 


. Definition des valeurs propres, vecteurs propres, 
sous-espaces propres d’un endomorphisme, d’une 
matrice. 

. Definition d’un endomorphisme diagonalisable. 

. Lien entre les elements propres d’un endomorphisme 
et ceux de sa matrice dans une base quelconque. 

Savoir-faire 


. Recherche des valeurs propres d’une matrice ou d’un 
endomorphisme. 

. Recherche des sous-espaces propres d’une matrice 
ou d’un endomorphisme. 

Calcul de la puissance d’une matrice diagonalisable. 

Mots-cles 


. Valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre. 
. Endomorphisme diagonalisable. 

. Matrice diagonalisable. 


© 
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Tests de connaissances 


10.1 Pour chacune des matrices suivantes, determiner ses 
valeurs propres et indiquer par un argument simple si 
elle est diagonalisable sur R. 


'0 0 01 


'10 6' 


'110' 

0 1 0 

B = 

0 2 0 

C = 

0 1 0 

, 0 0 2 J 


.0 0 3, 


loo ij 


5) A est diagonalisable. 

6) A est inversible. 

10.5 Vrai ou faux ? 

1) Si A 2 = A, alors A est diagonalisable. 

2) Si A 2 = alors A est diagonalisable. 


D = 


'0 

0 


lo 


1 O' 
0 0 
0 0, 


3) Toute matrice diagonalisable est inversible. 

4) Si une matrice d’ordre n est diagonalisable alors elle 
possede n valeurs propres distinctes. 


10.2 Pour chacune des matrices de Pexercice 1, indiquer 
par un argument simple si elle est inversible. 

10.3 Vrai ou faux ? 



1) 2 est valeur propre de A 


5) Si une matrice d’ordre n est diagonalisable alors elle 
possede n vecteurs propres independants. 

10.6 Soient n 6 N*. E un K-espace vectoriel de dimen- 
sion n, S une base quelconque de E, f un endomor- 
phisme de E. 

On donne une propriete de A, matrice de / dans la 
base S. Indiquer la propriete correspondante de /. 


2) ^ ^ j est vecteur propre de A. 

3) A est diagonalisable. 

4) A est inversible. 

10.4 Vrai ou faux ? 



1) 0 est valeur propre de A 

2) -1 est valeur propre de A. 

3) 1 est valeur propre de A 

4) est vecteur propre de A. 


1) A est valeur propre de A. 

2) X e Af„,i (K) est vecteur propre de A pour la valeur 
propre A. 

3) A est diagonalisable. 

4) A est inversible. 

10.7 1) Soit n 6 N", A 6 M n (K). On suppose que A a exac- 
tement une valeur propre. A quelle condition A est-elle 
diagonalisable ? 

2) Enoncer un resultat analogue pour un endomor- 
phisme d’un espace de dimension finie. 

10.8 Citer trois conditions necessaires et suffisantes pour 
qu'un endomorphisme d'un espace de dimension finie 
soit diagonalisable. 


r Exercices ^application 



La matrice J est-elle diagonalisable ? 

10.9 D apres oral HEC, BL 

2) Determiner les valeurs de a 6 R pour lesquelles la matrice 


fO 2 n 


(a 3 2 1 


On donne la matrice J = 

0-12 

M a = 

0 a 3 - 1 2 

est inversible. 


lo 1 oj 


l 0 1 a 3 J 


1) Determiner les valeurs propres de J. 
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; on appelle / l’en- 


10.10 

[Oil' 

On considere la matrice M = 0 2 0 

.- 213 , 

domorphisme de R 3 canoniquement associe a M. On note S 
la base canonique de K 3 . 

1) Determiner les valeurs propres de /. 

2) Determiner les sous-espaces propres de /. 


3) Montrer que / est diagonalisable. 

M est-elle diagonalisable ? inversible ? 

4) a) Determiner une base S’ de P 3 dans laquelle / a une 
matrice diagonale ; on note D cette matrice diagonale. 

b) Calculer 1' inverse de la matrice de passage P de S a S’ . 

5) a) Montrer que pour tout entier naturel n, M" = PD n P l . 
b) Calculer les coefficients de M " pour tout n e N. 


10.11 

On considere la matrice M = 


0 1 O'! 

1 0 1 
1 1 1 


; on appelle / l'endo- 


morphisme de R 3 canoniquement associe a M. 


1) Determiner les valeurs propres de /. En deduire que / est 
diagonalisable. 


2) Determiner les sous-espaces propres de / 

3) Determiner une base S’ de R 3 dans laquelle / a une ma- 
trice diagonale, qu'on note D. 


4) Ecrire la matrice de passage P de S, base canonique. a S’, 
ainsi que son inverse. 

5) a) Montrer que pour tout entier naturel n, M " = PD"P l . 
b) Calculer les coefficients de M" pour tout n 6 N. 


10.12 


Soit f l’endomorphisme de R 3 dont la matrice dans la base 

(4 -5 51 


canonique S = (ei,e 2 , e 2 ) est A = 


3-45. 

0 0 1 , 


1) Montrer que - 1 est valeur propre de A et trouver un vecteur 
propre, note V, associe a cette valeur propre. 

2) Montrer que (V, e 2 , C 3 )est une base de R 3 notee S'. Donner 
la matrice T de / dans cette base. 


3) Quelles sont les valeurs propres de / ? 
/ est-il un automorphisme de R 3 ? 


4) En utilisant T, calculer A" pour n 6 N. 


10.13 D’apres Edhec 99 

Soit a 6 R+. On considere la matrice a coefficients reels 
' 1 a -2 a 1 1 
. , a - 1 la 
A(a)= 0 0 -al 

,0 0 - 10 , 

1) Montrer que A (0) admet 1 et - 1 comrne seules valeurs 


propres. 

2) Donner les sous-espaces propres correspondants. 

Dans toute la suite, on suppose a > 0. 

3) Montrer que les valeurs propres de A (a) sont les reels solu- 
tions de Tune des equations :/l 2 = (a - l) 2 et A 2 + aA + 1 = 0. 


4) Deduire de la question precedente la valeur de a pour la- 
quelle A (a) n’est pas inversible. Pour cette valeur, dire si 
A (a) est diagonalisable. 

5) On suppose dans cette question que a > 2. Montrer que 
A (a) possede quatre valeurs propres reelles distinctes deux a 
deux. En deduire que A (a) est diagonalisable sur R. 


10.14 

On considere le C-espace C 4 muni de sa base canonique S, a 

/ 0100 ' 


l’endomorphisme de C 4 de matrice J = 

Pour X = (a, b, c, d) 6 C 4 , on note : 
a b c d\ 
d a b c 


0 0 10 
0 0 0 1 
10 0 0 


M 


et f x 1" endomorphisme de C 4 de matrice 


c d a b 
b c d a , 

M x relativement a S 

1 ) Determiner les valeurs propres de g et, pour chaque valeur 
propre de g, une base du sous-espace propre associe. Est-ce 
que g est diagonalisable ? 

2) Soit X 6 C 4 ; montrer que f x est combinaison lineaire de 
Id, g, gog, gogog. En deduire les valeurs propres def x . Que 
peut-on en deduire pour fx ? 

3) Application : Pour X = (1, 2, 3, -2), determiner les valeurs 
propres de f x et la dimension de chaque sous-espace propre. 


10.15 

Soit E un K-espace vectoriel et p et q deux projecteurs de E 
qui commutent. On pose / = p + q. 

1) Montrer que les valeurs propres de / sont dans jO, 1,2). 

2) Montrer que 0 est valeur propre de / si et seulement si 
Kerp n Ker q t jO^). 

3) Montrer que 2 est valeur propre de / si et seulement si 
Imp n Imq =£ jO^j. 




TESTS & EXERCICES 


Reduction des endomorphismes et des matrices carrees 


Exercices d’approfondissement 



10.16 Racines carrees d’un endomorphisme 

E designe l’espace vectoriel reel R 3 , B = (e 1 .C 2 .C 3 ) la base 
canonique de E. 

On considere 1’ endomorphisme u de E defini par sa matrice 
111' 

1 1 -1 
4-4-2, 

■ A. Diagonalisation de u 

1) Determiner les valeurs propres de u. Ce resultat suffit-il a 
assurer la diagonalisabilite de u ? (justifier) 

2) Pour chaque valeur propre de u , determiner une base du 
sous-espace propre associe. 

3) En deduire que u est diagonalisable. 

4) Determiner une base B' = (e[,e 2 , e' 3 ^j de E telle que la ma- 

' -2 0 0 ' 

trice de u dans cette nouvelle base soit : D = 0 10. 

.001, 

■ B. Recherche des « racines carrees » de u 

On suppose qu'il existe un endomorphisme v de E tel que 
vov = u. 

1) Montrer que : uov = vou. 

2) Montrer que : u (y = -2u(c'J. En deduire que v(e'^ 
et e\ sont colineaires, puis que e\ est un vecteur propre de v. 

3) x designe un vecteur propre de u associe a la valeur 
propre 1. 

Montrer que : u ( v (x)) = v ( x ). puis en deduire que : 
v (.*) appartient a Vect(e 2 , e 

4) En deduire qu’il existe des reels a, b, c, d , k tels que v ait 

'a 0 O' 

pour matrice dans la base B’ C = 0 b d . 

,0 c k , 

5) Montrer que C 2 = D et en deduire la valeur de a 2 . 

6) Existe-t-il des endomorphismes v de E tels que vov = u ? 


10.17 Adapte d’Ecricome 95 

Dans cet exercice, E designe l'espace vectoriel des poly- 
nomes a coefficients reels. On considere l’application / qui, 
a tout P 6 E, associe le polynome Q = / (P) defini par : 

Q (X) = (2X + 1) P (X) - (X 2 - l) P’ X) • 

1) Montrer que / est un endomorphisme de E. 

2) Soit B un vecteur propre de / pour la valeur propre A. 
Montrer que B est necessairement de degre deux. 

3) On suppose que B est un vecteur propre de / pour la valeur 
propre 4 = 3. 

Montrer que - 1 est racine de B. 

Soit k l’ordre de multiplicite de la racine — 1 ; il existe done 
un polynome A tel que : 

B X) = X + D* A (X) avec A (- 1) * 0. 

Montrer que k = 2 et que A est constant. En deduire que 3 
est valeur propre de / et determiner le sous-espace propre 
associe. 

4) En supposant que B est un vecteur propre de / pour la 
valeur propre A = — 1, etudier de meme la multiplicite de la 
racine 1 . En deduire que - 1 est valeur propre de / et deter- 
miner le sous-espace propre associe. 

5) On suppose maintenant que A - 1 et A t 3. Soit B vecteur 
propre de / pour la valeur propre A. Montrer que -1 et 1 sont 
des racines de B. En deduire une factorisation des polynomes 
B obtenus, ainsi que la valeur propre associee a B. 

6) Etude d’un cas particulier. 

Soit F le sous-espace vectoriel de E constitue des polynomes 
de degre inferieur ou egal a deux et g la restriction de / a F. 
On designe par B = (1, X X 2 ) la base canonique de F. 

a) Montrer que g est un endomorphisme de F. 

b) Ecrire la matrice M de g relativement a la base B. 

c) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D de AI 3 (R) et 
une matrice P inversible telles que V« 6 N, M" = PD n P l . 

d) Expliciter M" en fonction de n. 


dans la base B : A = - 
2 
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10.1 


* A est diagonale, done ses valeurs propres sont ses coefficients 
diagonaux : 0, 1,2. Elle est diagonale a coefficients reels, done 
diagonalisable sur R ! 

* B est triangulaire superieure done ses valeurs propres sont 
ses coefficients diagonaux : 1,2,3. C'est une matrice carree 
d’ordre 3 qui a 3 valeurs propres reelles distinctes, elle est done 
diagonalisable sur R. 

* C est triangulaire superieure done ses valeurs propres sont ses 
coefficients diagonaux : C a pour seule valeur propre 1. 

Par Pabsurde, si C etait diagonalisable, l’endomorphisme ca- 
noniquement associe a C serait Id R 3 , done on aurait : C = I 3 , 
ce qui est faux vu les coefficients de C. Done C n'est pas dia- 
gonalisable. 

* Pour D , on raisonne comrne pour C : D a pour seule valeur 
propre 0 et n’est pas diagonalisable, car elle n'est pas egale a la 
matrice nulle. 


10.2 


* A et D ne sont pas inversibles car elles ont 0 pour valeur 
propre. 

* B et C sont inversibles car elles n’ont pas 0 pour valeur 
propre. 



done ^ ^ j est vecteur propre de A pour la valeur propre - 1 . 

5) VRAI : D’apres 2 et 3, A, matrice carree d’ordre 2, possede 
2 valeurs propres distinctes, a savoir - 1 et 1. Done A est diago- 
nalisable. 

6) VRAI : Deja vu a la question 1. 


10.5 


1) VRAI : Si A 2 = A, alors, alors A est la matrice d’un projec- 
teur, qui est diagonalisable, done A est diagonalisable. 

2) VRAI : Si A 2 = /„, alors A est la matrice d’une symetrie, qui 
est diagonalisable, done A est diagonalisable. 

3) FAUX : Par exemple, la matrice nulle est diagonalisable, 
puisqu’elle est diagonale, mais n’est pas inversible. 

4) FAUX : I 2 est diagonalisable car elle est diagonale, mais n’a 
qu’une valeur propre, 1 (et pas deux valeurs propres). C’est la 
reciproque qui est vraie : si une matrice d’ordre n possede n 
valeurs propres distinctes, alors elle est diagonalisable. 

5) VRAI : Si une matrice A d’ordre n est diagonalisable alors 
il existe une base de At„,i (K) formee de vecteurs propres de A, 
qui constituent n vecteurs propres independants de A. 


10.5 


- 2/, = ) 

ad - be = 0 done A - 2 1 2 n’est pas inversible, done 2 est valeur 
propre de A. C’est VRAI. 

2 ) A | \j = |oj = ^| \j d° nc | '| j est vecteur propre de 
A pour la valeur propre 0. C’est VRAI. 

3) D’apres les questions precedentes, A, matrice carree d’ordre 
deux, a deux valeurs propres, a savoir 2 et 0. Done A est diago- 
nalisable. C’est VRAI. 

4) FAUX, car 0 est valeur propre de A. 


10.4 


1) FAUX : ad - be = - 1 t 0 done A est inversible, done 0 n’ est 
pas valeur propre de A. 

2) VRAI : A + h = 



10.6 


1) A est valeur propre de /. 

2) Le vecteur x de E, de matrice-colonne X dans la base B, est 
vecteur propre de / pour la valeur propre A. 

3) / est diagonalisable. 

4) / est bijectif, e’est-a-dire que / est un automorphisme de E. 


10.7 


1) Si A n’a qu’une valeur propre, et si A est diagonalisable, 
alors l'endomorphisme f canoniquement associe a A a pour 
( * ( 0 )) 


matrice 


= AI„ dans une base de vecteurs propres 


1(0) A J 

de /. Done / = AIdrj< • Ainsi / est l’homothetie de rapport A 
qui a meme matrice dans toute base, done A = AI n . 


Reciproquement, si A = AI n , alors A est diagonale, done diago- 
nalisable. 


ad-bc = 0 done A + 1 2 n’est pas inversible, done -1 est valeur 
propre de A. 

3) VRAI: A-/ 2 = !“' j 

ad - be = 0, done A - I 2 n’est pas inversible, done 1 est valeur 
propre de A. 


On conclut qu'une matrice qui a exactement une valeur propre 
est diagonalisable si et seulement si elle s'ecrit AI n , e’est-a-dire 
si c’est la matrice d’une homothetie. 

2) Un endomorphisme d’un espace de dimension finie qui a une 
valeur propre exactement est diagonalisable si et seulement si 
c’est une homothetie. 
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Soit / endomorphisme d’un espace E de dimen- 
sion finie. / est diagonalisable si et seulement si l'une des 
conditions suivantes est realisee : 

1) II existe une base de E dans laquelle / a une matrice diago- 
nal. 

2) II existe une base de E formee de vecteurs propres de /. 

3) La matrice de / dans toute base de E est diagonalisable. 


10.9 


1) J - Ah 


'-A 2 1 ' 

0 -1 -A 2 
k 0 1 -A, 


rg (J - Ah) = rg 


-A 2 1 

0 1 -A 

[ 0 -l -A 2 

< -A 2 


rg ( J - Ah) = rg 

L 3 <-L 3 +(l+,l)L 2 


0 1 -A 
0 0 2 - A - A 2 


A est valeur 


T(A) 

propre de J si et seulement si 
rg ( J - Ah) < 3 si et seulement si 
A annule l'un des coefficients diagonaux de T (A) 
si et seulement si 


10.10 


1) Determinons les valeurs propres de /, qui sont les memes 
que celles de M, en calculant le rang de 


M - AI 3 


'-A 1 I ’ 

0 2 -A 0 
, -2 1 3 -A, 


rg(M-AI } ) = rg 

Lt, < — L 3 +(/i— 3 )L\ 


L3*- L3+L2 


= rg 

C 3 *-*C\ 


rg 


-A 1 1 

0 2-20 

{-(A- 1) (A - 2) 2 - 2 0 

-a in 

0 2-20 

- (2 - 1) (A - 2) 0 0 

1 1 -A 

0 2 -A 0 

0 0 — (A — 1) (A — 2) 


(O) 


On deduit de ce calcul que : 
rg (M - Ah) < 3 si et seulement si 
[2 - A = 0 ou - (A - 2) (A - 1) = 0] 
si et seulement si [2 = 2 ou A = 1], 

Les valeurs propres de / sont done 1 et 2. 


2) * Recherche de E 1 , sous-espace propre de / associe a la 
valeur propre 1 : 


2 = 0 ou - (2 + 2 ) (2 - 1 ) = 0 

2-a-a 2 

si et seulement si 

[2 = Oou 2 = - 2 ou 2 = 1 ], 

Les valeurs propres de J sont done 0, 1 et -2. 

J, matrice carree d’ordre trois, possede trois valeurs propres 
reelles, done J est diagonalisable. 

2) On remarque que M a = a 3 h + J- 
On a equivalence entre : 

• M a n’est pas inversible 

• rg (a 3 h + fj < 3 

• rg(j - (~a 3 )h) < 3 

• (-a 3 ) valeur propre de J 

• (-a 3 ) 6 {0,1, -2) 

• a 3 e {0,-1, 2} 

• a £ { 0 , -1, ^2} 

En effet, Lequivalence entre les deux dernieres proprietes vient 
du fait que x x 3 est strictement croissante continue sur R, 
done deceit une bijection de K sur son image R. 

On conclut que les valeurs de a pour lesquelles M a est inver- 
sible sont les a 6 R - jo, - 1 , x/2 j. 





'O' 

(x,y,z) e Ei <=> (M - 1 3 ) 

y 

= 

0 




, 0 , 


II s’agit de resoudre le systeme lineaire homogene de matrice 
M - h ■ On peut le faire par la methode du pivot, en n’utili- 
sant que des operations sur les lignes, (puisqu’il s’agit d’un 
systeme). Le calcul est le meme que pour le calcul du rang de 
M - Ah, dans lequel on a remplace 2 par 1. On se place par 
consequent a l’etape (O) ; en effet, jusqu’a cette etape, on n’a 
utilise que des operations sur les lignes. 


Ainsi ( x , y, z) e E\ <=> 


—x + y + z = 0 

y = 0 


X = z 

y = 0 


E 1 = {*(1,0, l)|x 6 R) = V«*(1,0, 1) 


* Recherche de £ 2 . sous-espace propre de / associe a la valeur 
propre 2 : 

En raisonnant de meme, 





'O' 

(x, y, z) e E 2 <=> (M - 2 / 3 ) 

y 

= 

0 

, 0 , 


(*, y, z) 6 E 2 «=> -2x + y + z = 0 

Ainsi E 2 est le noyau d'une forme lineaire non nulle de R 3 , 
done un hyperplan de R 3 , de dimension deux. Une base de E 2 
est par consequent formee de deux vecteurs non colineaires de 
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E 2 . Par exemple, ((0, 1, — 1) , (1, 1, 1)) est une base de E 2 (en ef- 
fet, les coordonnees de ces deux vecteurs verifient 1’ equation 
de E 2 , et ne sont pas proportionnelles). 

On conclut que E 2 est le plan de R 3 , d’equation -2 x + ij + z = 0, 
debase ((0, 1, -1) , (1, 1, 1)). 

3) S est la base eanonique de R 3 et notons 

S' = ((1,0, 1),(0, 1,-1), (1, 1,1)) la famille des vecteurs 
propres obtenus. La matrice de passage de S a S' est 


P = 


'i o r 

0 1 1 


rg{P) 


L 2 < — L 2 —L\ 


rg 


'i o r 
o 1 1 


(o-i oj 


rg (P) = rg 

Cl<r->C2 


( 1 1 
0 1 1 
0 0-1 


0 1 


= 3 


Done S' est une base de R 3 . Ainsi, S' est une base de R 3 for- 
mee de vecteurs propres de /. Done / est diagonalisable. 


M est comme /, diagonalisable. 

Par ailleurs, 0 n’etant pas valeur propre de /, / est bijectif, et 
M est inversible. 


5) a) / a pour matrice M dans la base S et D dans la base S', 
P est la matrice de passage de S a S' . D’apres la formule de 
changement de base, D = P l MP done M = PDP 1 . 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n, 

M" = PD"P . 

* Si n = 0, PD°P l = PI 3 P l = I 3 = M°, done l’egalite est 
verifiee. 

* Supposons que M" = PD"P l pour un entier naturel n. Alors 
M n+1 = M"M = PEP P '/’ DP = PD"DP 

h 

Done M" +l = PD" +l P l . 

L’egalite est done vraie au rang n + 1. 

* On a bien prouve par recurrence que Vn 6 N, M" = PD"P l . 
b) Calculons les coefficients de M" a l’aide de cette formule : 



1 

0 

r 

( 

1 

0 

0 ' 


M" = 

0 

1 

i 

o 

2" 

0 

p l 


1 1 

-1 

i , 


0 

0 




’ 1 

0 

2" 



2 

-l 

-r 

M" = 

0 

2" 

2" 



1 

0 

-l 


,1 

-2" 

2" 



-1 

l 

i 


PD" p - 1 


4) a) La matrice de / dans la base S', constitute de vecteurs 
propres de / pour les valeurs propres respectives 1,2,2, est 

M0 0) 


D = 


0 2 0 
0 0 2 


, qui est diagonale. Done S' convient. 


b) Calcul de l’inverse de P = 


1 0 V 
0 1 1 
1 -1 lj 


Utilisons un systeme, dont on ecrit le tableau : 


i 

0 

l 

a ' 

0 

l 

l 

b 

l 

-l 

l 



10 1 

a 

0 1 1 

b 

O 

1 

O 

c - a , 


■u 


Ei <— L\ - L 2 - L 2 
L 2 *— L 2 + L 2 


Revenons au systeme : 
( x = 2 a — b - c 


M00 

2a — b — c 

0 0 1 

—a + b + c 

O 

1 

o 

c - a 


■ 2a - b - c 


-a + b + c equivalent a < y = a — c 


-y = c — a 


-a + b + c 


On en deduit que P 1 = 


2 -1 -1 

1 0 -1 

-1 1 1 


M n = 


2 - 2 " - 1 + 2 " - 1 + 2 " ) 
0 2 " 0 
2 - 2" +1 2 " - 1 -1 + 2" +1 


M - Ah = 


rg(M-AI 3 ) = rg 

Ci^C 2 


rq(M-Ah) = rq 

c 2 <-c 2 +ac i 


rg (M - Ah) = rg 
c 2 *^c 2 


1) Determinons les valeurs propres de /, qui sont les memes 
que celles de M, en calculant le rang de 

f-A 1 0 ) 

1 -A 1 
,1 11 -A, 

< \ -A 0 ) 

-A 1 1 

,1 1 1 - 4 , 

'10 O' 

A l- A 2 1 
,1 I +A l- A, 

M0 0 ' 

A 1 1 - A 2 

,1 I - A 1 + A , 

M0 0 

A 1 0 


C 3 ^C 3 -(1-P)C2 


rg 


I 1-/1 a(-A 2 + A + 2) 


On a equivalence entre : 

• rg(M - Ah) < 3 

• A(-A 2 + A + 2) = 0 
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• A = 0 ou -A 2 + A + 2 = 0 




'O' 

A=9 

( M - 2/ 3 ) 

y 

— 

0 

• /I = 0 ou /l = 2 ou /l = — 1 


K Z / 


|0, 


Les valeurs propres de / sont done 0, - 1 et 2. 

/ a trois valeurs propres distinctes, done / est diagonalisable. 

2) * Recherche de Eq, sous-espace propre de / associe a la 
valeur propre 0 : 

Comme dans le calcul des valeurs propres on a utilise les co- 
lonnes, on ne peut pas le reutiliser pour chercher les sous- 
espaees propres. 

On a equivalence entre les enonces suivants : 

• (x, y, z) 6 Eq 



'x' 


'O' 

• M 

y 

= 

0 


iZj 


,0, 


y = o 
x + z = 0 
x + y + z = 0 
Li «— Li - L[ - Li 

y = 0 

z = -x 

Done E 0 = [(x,0,-x)\x 6 R) = {jc( 1,0, -l)|x 6 R) 

Eq = Vecr(l,0, -1) 

* Recherche de £_i , sous-espace propre de / associe a la va- 
leur propre - 1 : 

(x, y, z) G E_i si et seulement si il est solution du systeme 



'x' 


ro'j 

(A/ + 73 ) 

y 

= 

0 


K Z / 


loj 


represente par les tableaux successifs (on n’indique pas le se- 
cond membre nul) : 

< l 1 O'! „ „ , (110’ 

0 0 1 

0 0 2 , 


1 1 1 
1 1 2 


u 

Li 


■Li -1^ 

L } - Li 


Li - 2 L 2 


1 1 0 
0 0 1 
0 0 0 


(x, y, z) g £-i <=> 


x + y 
z = 0 


: 0 


Done £_ i = j(jr, -x, 0) \x 6 R) = jx(l, -1, 0) \x 6 R j 
E_i = Vect( 1,-1, 0) 

* Recherche de E 2 , sous-espace propre de / associe a la valeur 
propre 2 : 

(x, y, z) G E 2 si et seulement si il est solution du systeme 


Passons aux tableaux comme pour £_ 


{ -2 1 O'! 

1 -2 1 
v 1 1 -1 


' Li + Li 


Li 


Li + Li 


< -2 1 0 ^ 

1 -2 1 
2-10 


v 


-2 1 O'! 
1 -2 1 
0 0 0 


(x, y, z) G E 2 si et seulement si 

, , y = 2x 
qut equivaut a ’ 


—2x + y = 0 
x - 2y + z = 0 


z = 3x 

E 2 = {(x, 2x, 3x) \x € R} = [x (1, 2, 3) \x e R} 

E 2 = Vect (1,2, 3) 

3) Prenons pour S' = ((1, 0, -1) , (1, -1, 0) , (1, 2, 3)) la famille 
des vecteurs propres obtenus. Comme ces vecteurs propres sont 
associes a des valeurs propres differentes de f, ils forment une 
famille libre. S' famille libre de 3 vecteurs de R 3 , espace de 
dimension 3, est une base de R 3 . La matrice de / dans la base 


S' est D ■ 


0 0 O'! 
0-10 
0 0 2 


4) La matrice de passage de S a S' est P = 
Calculons son inverse : 


1 in 
0-12 
-10 3 


'111 

a 






0-12 

b 






,-i 0 3 

c 







1 

n 

1 

1 

a ' 


L 3 <— L 3 + Li 

0 

-1 

2 

b 



i 

,0 

1 

4 

a + c j 



1 


1 

1 

a 

\ 

L 3 <— L 3 + L 2 

0 

-1 

2 

b 



i 

,0 

0 

6 

\a + b + c ) 


1 


0 

3 

a + b \ 

Li <— Li + L 2 

0 

-1 

2 

b 



i 

,0 

0 

6 

\a + b + c ) 


Revenons au systeme equivalent : 

x + 3z = a + b 
—y + 2 z = b 
1 

z = - (a + b + c) 

6 

x = a + b - 3z 
y = 2 z - b 

z = - (a + b + c) 

6 
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x = — (a + b — c) 


y = - (a - 2b + c) 


Z= - (a + b + c) 
6 


1 

On conclut que P = — 


Notons i e [[1, 3fl, £,- la matrice-colonne de e,-. 


3 -3 
-4 2 


11 1 

5) a) On montre que pour tout entier naturel n, M" = PD"P l 
comme dans la question 5 .a de l’exercice 10.10. 

b) Pour tout entier naturel n. 



111 ' 

'0 

0 

0 ' 

M" = 

0-12 

0 

-D" 

0 


1 

O 

{0 

0 

2 " , 


M" 


'0 (-1)" 2" ' 

'3 3 -3' 

0 -(-1)" 2x2" 

2-4 2 

,0 0 3 x2", 

111 1 , 


PD" 

< 2 (- 1)" + 2" 4 (- 1)' ,+1 + 2" 2 (-1)" + 2" 

2 (-1)" +1 + 2" +1 4(-l)" + 2 n+l 2 (-1)" +1 + 2" 


3x2" 


3x2" 


3x2" 


1) Pour montrer que -1 est valeur propre de A, resol vons 



'x' 


'O' 

(A + 13 ) 

y 

= 

0 




loj 


Ceci est equivalent au systeme : 

( 5x -5 y +5z = 0 
< 3v -3 y +5; = 0 equivalent a 


x = y 
z- 0 


l 2z = 0 

Done E_! (A) = {(x, x, 0) \x 6 R) = Vect (1,1,0) 

D’ou dim£_i (A) = 1 et en particulier, 

£_ i (A) t {(0, 0, 0)), done - 1 est valeur propre de A, de vecteur 
propre associe (1,1,0). 

2) * La matrice de la famille S’ = (V, e 2 > C 3 ) dans la base cano- 
100 ' 


nique est P = 


1 1 0 
0 0 1 


rg CP) = rg 

L24-L2-Ll 


MOO) 
0 1 0 
v 0 0 1 


Done S' est une base de R 3 . 

* Pour obtenir la matrice de / dans la base S', on peut utiliser 
la formule de changement de base, car P l est facile a calculer. 
Mais nous allons proceder autrement : 


A £2 = 


A£ 3 = 


'-5' 


Ml 


r°) 

-4 

= -5 

1 

+ 

1 

0 j 


loj 


loj 

f53 

ri 

1 

(0 

1 


= 5 


= -5V + E, 


= 5 V + E, 


De plus, AV = - V. 

Ces egalites se traduisent avec Pendomorphisme / par : 

(f(p) = -v 
j / ( e i) = —5v + e 2 
\f(e 3 ) = 5r + e 3 

en designant par v le vecteur de R 3 qui a pour matrice-colonne 
V dans la base canonique. 

'-1 -5 5) 

La matrice de /clans la base S’ est done T = 0 10 

(oOl. 

3) T est une matrice triangulaire, ses valeurs propres sont done 
ses coefficients diagonaux, a savoir -1 et 1 . 

/ ayant pour matrice T a done pour valeurs propres -1 et 1. 

/, n’ ayant pas 0 comme valeur propre, est un automorphisme 
de R 3 . 


4) Calculons T 1 = 


1 0 0 ) 
0 1 0 
0 0 1 


= h. 


D'apres la formule de changement de base, T = P l AP d'oii 
A = PTP 1 . 

En procedant par recurrence comme a la question 5a de l'exer- 
cice 10.10, pour tout n 6 N, A" = PT"P l . 

* Si n est pair, 3k e N /n = 2k 
Comme T 2k = (P 2 )* = (I 3 ) k = / 3 , on a 
A" = PT 2k P~ 1 = P/ 3 P = I 3 

* Si 11 est impair, 3k 6 N/n = 2k + 1 
Comme T 2k+l = (p 2 )‘ T = / 3 P = T, on a 
A" = PT 2 k+l P - 1 = PTP 1 = A 

* Conclusion : Pour n s N, A" = | ^ S * ” ,* 3a * 1 . 

[Asm impair. 

Remarque - T 2 = / 3 traduit que fof = Id R 3, done / est une 
symetrie, on peut en deduire que / est diagonalisable. 


1) A (0) - AI 4 = 

Cherchons r = rg (A (0) - AI 4 ) 


(l- A -2 0 1 ) 

0 - 1-/1 1 0 
0 0-Ml 
0 0 -1 -A 
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C .3 L4 

1 ' 

0 

-A 
1 . 

1 ' 

0 

-A 

1 + A 2 , 

TU ) 

A est valeur propre de A (0) si et settlement si r < 4 c’est-a-dire 
si et seulement si A annule Fun des coefficients diagonaux de 
T (/l). C’est le cas lorsque : 

1 - /l = 0 ou - 1 - A = 0 ou 1 + A 2 = 0 


r = rg 


r = rg 


l- A -2 0 

0 - 1-/11 
0 0-1 

0 0-d 

Z/4 — /1C/3 

( \ - A -2 0 

0 - 1-/11 
0 0-1 

0 0 0 


Mais Fenonce precise que l’on considere des matrices a coef- 
ficients reels. On cherche done des valeurs propres reelles. Or 
V/l 6 R, 1 + A 2 > 1 > 0, done 1 + A 2 t 0 


Les valeurs propres de A (0) sont done 1 et — 1. 

2) Pour determiner les sous-espaces propres de A (0), on peut 
reprendre la derniere etape de la methode du pivot, (puisque 
Ton n'a utilise que les lignes) en remplafant A par 1 ou -1 

* Recherche du sous-espace propre associe a 1 

' x) 


Notons X ■ 


dans Mn,i (R). X 6 E\ (A (0)) si et seulement 


si 


-2 y + t = 0 

-2 y + z = 0 . . . 

f _ q si et seulement sit/ = z = t = 0 


2t = 0 

Ei (A (0)) = (0c, 0, 0, 0) \x 6 R) = Vect (1,0, 0, 0) 

* Recherche du sous-espace propre associe a - 1 

' x) 

y 

z 


Notons X = 


dans Aftj (R).)f 6 £_i (A (0)) si et seulement 


2„y - 2y + t = 0 
z = 0 
-z + t = 0 

2t = 0 


si et seulement si 



E_ i (A CO)) = \(x, x, 0, 0) \x e R) = Vect (1, 1, 0, 0) 

3) Si a > 0, on peut multiplier la ligne que l’on remplace par a 
dans la methode du pivot. 

fl-A a- 2 a 1 ' 

- 1 -) 1 a 

0 -a -A 1 
0 -1 -A, 


A (a) - A /4 = 


Cherchons r (a) = rg (A (a) - AI 4 ) : 
L\ Z.2 i C/4 


r(a) = rg 


a - 1-/1 1 a 

1-/1 a - 2 a 1 

00-1 -A 
0 0 -a - A 1 


r(a) = rg 


Cl Z.2 "t" (/I — 1 ) L[ \ C/4 < — C/4 — (o + /l) C/3 
*0 

a - 1-/1 1 

0 (a - l ) 2 - A 2 a 2 + A- 1 
0 0 -1 

0 0 0 


a 

O/l 

-A 

1 + 0/1 + A~ 


A est valeur propre de A (a) si et seulement si A annule Fun des 
coefficients diagonaux c’est-a-dire, o etant non nul, si et seule- 
ment si. (/I 2 = (o - l) 2 ou A 2 + fl/t + 1 = 0 ). 

4 ) * En utilisant le resultat de 3, on a equivalence entre : 

• A (a) n’est pas inversible 

• 0 est valeur propre de A (a). 

• 0 = (a- l) 2 oul = 0 

• o=l. 

On conclut que A (a) n’est pas inversible si et seulement si 
o=l. 


* Pour a = 1, la condition obtenue en 3 s’ecrit 
A 2 = Oou A 2 + A + 1 = 0 

A=-3<0 

Conime la deuxieme equation est de degre deux a discriminant 
< 0 , elle n’a pas de solution reelle. 

La seule valeur propre reelle de A (1) est done 0. 

* Par l’absurde, si A (1) etait diagonalisable, il existerait une 
base de R 4 dans laquelle Fendomorphisme / canoniquement 
associe a pour matrice C 4 . Done / serait Crf E 4 , done A (1) serait 
egale a C 4 . Ceci est faux vu les coefficients de A (1). Done A (1) 
n’est pas diagonalisable. 

5) Soit a > 2. 

* Resolvons A 2 + aA + 1 = 0 

A = a 2 - 4 > 0;ilya done deux solutions distinctes ; 

) _ -a- Va 2 -4 ) —a+ Va 2 - 4 

A\ - 2 et ^2 - 2 • 

* A 2 = (a - l ) 2 equivaut a 
A = o - 1 ou A = -o + 1 

* On obtient ainsi 4 valeurs propres Ai, A2, /I3 = —a + 1 et 
/ 1 4 = o—l. II s’agit de montrer qu’elles sont toutes distinctes. 
On a deja Ai < /I 2 . 

De plus, o > 2, done o-l > 1 > -1 > l-o, done a — 1 + 1 -fl, 
done /I 4 > 0 > A 3 . 

a 2 - 4 < a 2 , done Vo 2 - 4 < o, done /t 2 < 0 < / 1 4 
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D’ou Ai < d 2 < 0 < A 4 

- Voyons que /l 3 t A2 
On a equivalence entre : 

• /I 2 = /I 3 

• = 1 -a 


• -a + Va 2 - 4 = 2-2 a 

• Va 2 - 4 = 2 - a 


Or 2 - a < 0 < Va 2 - 4 done le dernier enonce est faux et 

/I 3 ^ /l 2 - 

- Voyons que /l 3 t /l| 

On a equivalence entre : 

• /li /I 3 


a 2 - 4 


1 


2a 


-a - Va 2 -4 = 2 - 
Va 2 - 4 = a - 2 

V(a - 2) (a + 2) = V(a - 2) (a - 2) 


• Va + 2 = Va - 2 
•a+2=a-2 

• 4 = 0 

Ce dernier enonce etant faux, on en deduit que /1 3 £ di. 

On a montre que les quatre valeurs propres de A (a), matrice 
carree d'ordre 4, sont 2 a 2 distinctes, done A (a) est diagonali- 
sable. 


1)J- Ah 


-A I 0 O'! 
0 -A I 0 

0 0 -A I 

1 0 0 -A 


Cherchons le rang de r = rg(J - d/ 4 ) en remarquant que la 
somme des lignes est constante : 


r = rg 
Ci^z 4 C, 

;= 1 


r = 

L2*~Li~L\ 
— L^—L\ 
L4* — L4—L1 


r = rg 


rg 


1-d 

1 

0 

0 ' 

1 - d ■ 

-d 1 

0 

1-d 

1 

0 

1 

1-d 

0 

0 - 

-a. 

'1-d 

1 

0 

0 

-d- 1 

1 

0 

-1 

-A 

0 

-1 

0 

-d 

1 

0 

0 

0 

-1 

0 



0 -1 -A 1 

0 -A - 1 1 0 


1-d 1 0 0 

0-10 -A 
0 0 -1 1+1 
0 0 1 A + A 2 


r = rg 

L3 <->Z-4 


r = rg 

L\ < — L4 +/IL3 


r = rgr 

L 3 «-L 3 -L 2 
L 4 «-L 4 +(-,l-l)L2 

1-d 1 0 0 

0-10 -d 
0 0 1 d + d 2 

0 0 -d 1 + d 

1-d 1 0 0 

0 -10 -d 

0 0 1 d + d 2 

0 0 0 1 + d + A 2 + A 3 

T(A) 

On a equivalence entre : 

• d est valeur propre de J 

• A annule l'un des coefficients diagonaux de T (d) 

• 1 - d = 0oud 3 +d 2 +d + 1=0 

• (d- l)(d 3 +d 2 +d+ l) = 0 
. d 4 - 1 = 0 

• d e {1, — 1, *, — *} 

Les valeurs propres de J et de g sont done les racines qua- 
triemes de l’unite 1,-1 ,/, -i 

• Recherche du sous-espace propre associe a 1 

Comrne on a utilise les colonnes dans le calcul du rang, on ne 
peut pas reutiliser ce calcul pour la recherche des sous-espaces 
propres. 

XeE l (J) «• (J - h)X = 0 M4|( c) 

' —x + y = 0 
-y + z = 0 
-z + t = 0 
x - t = 0 

Ei (g) = {(x,x,x,x)\x 6 C) = Vect( 1, 1, 1, 1) 

• Recherche du sous-espace propre associe a - 1 

XeE_i (7)«(/ + / 4 )X = 0a M o 

' x+ij = 0 
y + z = 0 
z + t = 0 
x + t = 0 

E_ 1 (gr) = {(x, -x, x, -x) |x 6 C) = Vecf(l,-1, 1,-1) 

• Recherche du sous-espace propre associe a i 

X 6 Ej (J) <=>(/- i/ 4 )X = 0 m 4/i (C) 

—ix + y = 0 
—iy + z = 0 
— iz + t = 0 
x - it = 0 


XeEi (J) « 


<^x=i/ = z = f 


X 6 £_! (d) « 



X e £,■ (7) « 
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E, ig) = {(x,ix,—x,—ix)\x€ C) = Vect(l,i, — l,—i) 

• Recherche du sous-espace propre associe a -1 

Notons J, X,. . . les matrices dont les coefficients sont les conju- 
gues des coefficients de J, X, 

J etant a coefficients reels, J = J 
On a equivalence entre : 

• X e E-j iJ) 

• (J + iI 4 )X = 0 Mi -l( o 

• (j + ih)x = 0^4 4 (C) 

• (j + i h)x = 0 Mi j(o 

• (J - i/4) X = Ojn, l(0 

• Xe Ej (J) 

On en deduit que ( J ) = { A |A 6 E, (J) J 

et que ig) = {(.v, ix, -x, - ix ) \x 6 C } 

E_j (g) = {(x, -ix, -x, ix) \x e C ) 

E-i ig) = Vect (1, -i, — 1, i) 

g est un endomorphisme de C 4 , espace de dimension 4, posse- 
dant 4 valeurs propres distinctes. Done g est diagonalisable. De 
plus, ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles. 

2) * On calcule sans peine : 

'0010] (0 0 0 1' 

0001 3= 1000 4 
1000 0100 4 
,0 1 0 oj Vo 0 1 o y 

D’ou M x = fl/4 + bj + cJ 2 + dj 3 
En passant aux endomorphismes, 
fx = flWc 4 + bg + egog + dgogog 

• Soit A une valeur propre de g et U un vecteur propre de g 
associe a A ; alors 

g(U ) = AU, done gog{U) = g(AU) = Ag(U) = A 2 U 
gogog ( U ) = g (d 2 f/) = A 2 g (U) = A 3 U 
Reportons ces expressions dans f x (U) : 
fx(U) = aU + bg (U) + egog (U) + dgogog ( U ) 
fx (U) = aU + bAU + cA 2 U + dA 3 U 
o f x ( U ) = (u + bA + cA 2 + dA 3 ) U 

U etant vecteur propre de g, n’est pas nul, done U est vecteur 
propre de fx pour la valeur propre a + bA + cA 2 + dA 3 ; en par- 
ticular, a + bA + cA 2 + dA 3 est valeur propre de f x . Ceci est 
valable pour chacune des 4 valeurs propres de g. On en deduit 
que a + b + c + d, a — b + c — d 

a + ib - c - id, a - ib - c + id sont valeurs propres de f x (mais 
ne sont pas forcement distinctes comme le montre l'application 
de la question 3. 


De plus, g etant diagonalisable, les vecteurs propres associes 
a ces valeurs propres (pas necessairement distinctes, comme le 
montre la question 3) forment une base de C 4 . Cette base est 
aussi constituee de vecteurs propres de f x . Done f x est diago- 
nalisable, puisqu'il existe une base de C 4 formee de vecteurs 
propres de f x 

3) Si X = (1, 2, 3, -2), on obtient pour valeurs propres de fx : 
a + b + c + d = 4 avec pour vecteur propre associe (1, 1, 1, 1) 
a—b + c—d = 4 avec pour vecteur propre associe (1,-1, 1,-1) 

a + ib - c - id = -2 + 41 avec pour vecteur propre associe 
(1, 1,-1, -1) 

a - ib - c + id = -2 - 41 avec pour vecteur propre associe 
(1, -1, -1, 1) 

Le sous-espace propre associe a 4 est 

Vect {(l, -1, 1, -1) , (1, 1, 1, 1)), de dimension deux. 

Les sous-espaces propres associes a -2 + 41 et a -2 - 41 sont de 
dimension un. 

Rappelons que les seules valeurs propres possibles 
d'un projecteur sont 0 et 1. 

1) Soit A valeur propre de / ; il existe un vecteur x £ E - jO^j 
tel que / (x) = Ax, c"est-a-dire p (x) + q (x) = Ax. 

Composons par p : pop(x) + poq(x) = Ap{x) 

Or p est un projecteur, done pop = p et par hypothese, 
poq = qop. 

Done p(x) + q (p (x)) = Ap(x) 

Done q (p (.t)) = (A - 1) p (x) 

A cette etape, 

* soit p (x) t 0 E et A - 1 est valeur propre de q, projecteur, done 
A- 1 6 j0,l), done {1,2}. 

* soit p(x) = 0 E , l’egalite de depart devient : q(x) = Ax, done 
A est valeur propre de q, projecteur, done A e jO, 1). 

Finalement, en reunissant les deux cas, A e jO, 1, 2). 

On conclut que les valeurs propres de / sont dans jO, 1, 2). 

2) * Si Ker p n Ker q t j 0 j, 

3x 6 E - j0 £ ) / (p (.*) = 0 £ et q (x) = 0 £ ) 

Alors f(x) = p{x) + q(x) = 0 E ■ De plus, x t 0 £ done x est 
vecteur propre de / pour la valeur propre 0 ; en particulier, 0 est 
valeur propre de /. 

* Supposons que 0 est valeur propre de /, alors 
3x € E — {0 E )/f (x) = 0 E 

Done 3x e E - {0 E }/p ix) + qix) = 0b 
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Appliquons p a cette egalite : pop (x) + poq (*) = done 

p qop 

q(p{x )) = -p(x) 

Par l’absurde, si p(x ) t- 0 £ , p(x) est vecteur propre de q pour 
la valeur propre -1, or q est un projecteur done -1 n’est pas 
valeur propre de q. 

Done p (x) = 0 E , done x e Ker p. 

Par symetrie des roles de p et q, x E Ker q. 

On a montre que x E Ker p n Ker q et x 0 E - 
Done Ker p n Kerry t {Og). 

* On conclut que 0 est valeur propre de / si et seulement si 
Kerp n Kerry t jO^). 

3) Rappelons que l’image d’un projecteur est egale a l'espace 
des vecteurs invariants, e’est-a-dire au sous-espace propre pour 
la valeur propre 1 . 

* Si Imp n Imq t |0 £ ), on peut trouver un vecteur x t 0 e in- 
variant a la fois par p et q. Alors p ( x ) = x et q (x) = x, done 
/ (x) = 2x. Done 2 est valeur propre de /. 

* Si 2 est valeur propre de /, 
alors 3x e £ / (x t 0 £ et/(x) = 2x ) 

Done p (x) + q (x) = 2x 


C2<~C2~Ci 


= rej 

L2<->L3 


I - A 0 0 ) 

rg\ 1 -2 A -1 

1 - A 2A 2 + 2A - 4 0 
1 -A 0 0 ' 

1 - A 2 (d 2 + A - 2) 0 
1 -2d -1 j 


r(A) 

A est valeur propre de A si et seulement si rej (A - Ah) < 3 si et 
seulement si A annule l’un des coefficients diagonaux de T (A) 
si et seulement si (l - A = 0 ou A^ + A - 2 = 0 ) 
si et seulement si [1 — A = 0 ou (A + 2) (A - 1) = 0] 


si et seulement si [/l = -2 ou A = 1]. 


Les valeurs propres de / sont done 1 et -2. 

A est une matrice carree d’ordre trois. Si elle possedait trois 
valeurs propres distinctes, on pourrait en conclure que A et u 
sont diagonalisables. Mais ici, A et u n’ont que deux valeurs 
propres distinctes. On ne peut done pas conclure a cette etape, 
il faut determiner les sous-espaces propres. 

2) * Recherche de £j (it), sous-espace propre de u associe a la 
valeur propre 1 : 

On peut se placer directement a P etape (G) de la methode du 
pivot, car on n’a utilise que les lignes jusqu’a cette etape. 


Appliquons p a cette egalite : p (,r) + poq (x) = 2 p (x) 

qop 

Done q(p{x)) = p{x). Ainsi p(x) est invariant par q, done 
p (x) 6 Imq ; mais on a aussi grace a son expression. 

p(x) s Imp , done p(x ) 6 Imp n Imq. 

Par l’absurde, si on avait p(x) = 0 e, on aurait q (x) = 2.t; 
comme x ^ 0^, 2 serait valeur propre de q, ce qui est exclu 
pour un projecteur. 

Done p(x) t 0 e, done Imp n Imq t- (Oe) 

* On conclut que 2 est valeur propre de / si et seulement si 
Imp fl Imq t jO^j. 



( x ' 


'O' 

(A - h) 

y 

= 

0 


U/ 


, 0 , 


£j ( u ) est le noyau d’une forme lineaire non nulle, e’est done 
un hyperplan de E, il a done pour base deux de ses vecteurs 
non colineaires, par exemple ((1, 0, 1) , (1, 1,0)). 

£1 (h) = Vert ((1,0,1), (1,1,0)) 

* Recherche de E 2 (u), sous-espace propre de u associe a la 
valeur propre -2 : 



'x' 


'O' 

(.r, y, z) £ £-2 (m) (A + 2£) 

y 

,2/ 

= 

0 

1 0 j 


10.16 


A. 




3x + 3y = 0 [ y = -x 

x + 5i/-t: = 0 = -4x 


1) A - Ah 


I 1 1 It 



2 -2 -l -A) 


E _2 ( u ) = {(.v, —x, —4x) \x e R } = Vect (1 , - 1 , -4) 
(<=(1,-1, -4) 

3) Notons S’= (<,<,<1 ou < < = (1,0, 1) 

U = (1,1,0) 


Determinons le rang de A - AI } '■ 




n-A 

1-/1 

0 ' 

rg(A-Ah) 

L\ < — L\ +L 2 

rg 

1 

1-2/1 

-1 

L 2 +- 2 L 2 

L 3 <-£3 +2(- 1 ~X)L 2 


l 1 - A 2A 2 + A - 3 

0 , 


(O) 


La matrice de passage de S a S’ est : P = 


'111' 
-1 0 1 
,-4 1 0, 


rcj(P) = 

L-2^^3 


rg 

K 


1 1 r 
-4 1 0 
- 101 , 


283 



CORRIGES 


Reduction des endomorphismes et des matrices ca trees 



' 210 ) 


rg ( 6 ) = rg 

-4 1 0 


Li*~ L\- L 3 

l-i 0 1J 



'6 0 0 ) 


rg (P) = rg 

-4 1 0 

= 3 

L\ < — L\ — Z-2 

l-i 0 1J 



Done P est inversible et S’ est une base de E. 


De plus, S’ est forrnee de vecteurs propres de u, done u est 
diagonalisable 


e\, e 2 , e' 3 sont des vecteurs propres de u associes respectivement 
aux valeurs propres -2, 1, 1. La matrice de u dans la base B' est 
(-2 0 O'! 


done D = 


0 10 . 
0 0 1 , 


B. 


1) S’il existe un endomorphisme v de E tel que vov = u, alors 
uov = vov ov = vo vov = vou. 


2) u(y(e[)) = v(u(e[)) = u(-2e'j) = -2i>(e)) 

On en deduit que v (e'J 6 £_ 2 (w). 

Or E -2 (m) = Vect(e j), done 3 a 6 R/u^e'J = ae[. 


10.17 


1) * Soit P dans E ; E , espace des polynomes a coefficients 
reels, est stable par addition, produit par un reel, produit et de- 
rivation, done Q-f (P) est encore un polynome a coefficients 
reels, done un element de E. f est done a valeurs dans E. 

* Soient Pi , P 2 dans E, 3 6 R ; 

/ up, + p 2 ) = (2x + 1) (dp 1 + p 2) - (x 2 - 1) upi + p 2 y 

= 3 (2X + 1) P, + (2X + 1) P 2 

-3(x 2 - i)p;-(x 2 - i)p' 

= 3 [( 2 x + 1 ) Pi (X) - (x 2 - 1) p; (X)] 

+ [(2X+ \)P 2 (X)-(x 2 - l)P' (X)| 

/(3Pi+P 2 ) =3/(Pi) + /(P 2 ) 

Done / est lineaire. 

* On a prouve que / est un endomorphisme de £. 

2) Considerons un vecteur propre de / de degre n, qu’on ecrit : 
B = a n X" + R avec a„ t 0 et degP < n ; soit 3 la valeur propre 
associee a B. Alors / (P) = 36, done deg (/ (6)) < n. Or 

/ (6) = (2X + 1) (a„X" + R) - (X 2 - l) (tw n X n -' + P') 

/ (6) = (2 - n) a„X' i+1 + 5 avec deg S < n 


Ceci prouve que v {e’^j et e\ sont colineaires et que e \ , non nul, 
est un vecteur propre de v. 

3) Si x est un vecteur propre de u associe a la valeur propre 1, 
alors u (x) = x, done v (u (x)) = v (,r). 

vou = uov done u (v (x)) = v ( u (x)) = v {x), 

X 

done v (x) e Ei (u) = Vect(ei , , e',). 

4 ) Ceci est valable en remplagant x par e' 2 et e' 3 : done 
3 (b, c ) 6 R 2 /u (e'^j = be' 2 + ce' v Et, de meme, 

3 (d, k ) 6 R 2 /d (e!,) = de'r, + ke' 3 . 


La condition deg (/ (6)) < n entraine (2 - n) a„ = 0, done 

*0 

2 - n = 0, done n = 2. 

On a prouve qu’un vecteur propre de / est necessairement un 
polynome de degre 2. 

3) * Soit B un vecteur propre de / pour la valeur propre 3, alors 
f (B) = 36. Ceci s’ecrit successivement : : 

(2X+ 1)6-(X 2 - l)6' = 36 

(2X - 2) 6 - (X - 1) (X + 1) 5' = 0 

(X- 1)[26-(X+ 1)6'] = 0 

X - 1 n’etant pas le polynome nul, on en deduit que 


(a 0 0) 


La matrice de v dans la base S’ est C = 


0 b d 
0 c L 


5) vov = u done en passant aux matrices dans la base S’, on 
obtient : C 2 = D. 



SJ 

O 

O 


'-2 0 O' 

Or C 2 = 

* 

* 

O 

et D = 

0 1 0 


* 

* 

O 


O 

O 


Done a 2 = -2. 


6) On a montre dans les questions B. 1 a B. 5 que s’il existait 
v endomorphisme de E tel que vov = u, on aurait a 2 = -2. Or 
a est reel, done a 2 = -2 est impossible. Done il n’existe pas 
d’ endomorphisme v de E tel que vov = u. 


26 - (X + 1) 6' = 0, soit que 6 = \ (X + 1) 6'. 

Done X + 1 divise 6. Done -1 est racine de 6. 

Ainsi, comme l’enonce l’indique, 6 = (X + 1) A A avec k € W 
etA(-l) 0. 

Mais 6 est de degre deux d’apres 2a, done k 6 j 1, 2) 

Reecrivons que 26 - (X + 1)6' = 0 avec cette nouvelle expres- 
sion de 6. 

2(X + 1) A A - (X + 1 )[k(X+ 1) a ~ 1 A + (X+ 1) A A'] =0 

D’ou (X + 1/ [(2 - k)A - (X + 1) A'] = 0 

(X + 1) A n’etant pas le polynome nul, on en deduit : 

(2 - k)A = (X+ 1)A'. 


On dit que u n’a pas de racine carree dans £, (E). 
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Si on avait k = 1, on obtiendrait A = (X + 1) A', d’ou 

A (-1) = 0. Ceci est contraire a l’hypothese, done la seule pos- 
sibility est que k = 2. 

Comme B est de degre deux, A est un polynome constant. 

On a montre que si B est vecteur propre de / pour la valeur 
propre 3, alors 3a e R/B - a (X + l) 2 . 

* Reciproquement, 

f(iX + l) 2 ) = (2X + 1 ) (X + l) 2 - (x 2 - l) -2(X + 1) 

= (2X + 1) (X + l) 2 - 2 (X + l) 2 (X - 1) 

= (X + l) 2 [( 2X + 1) - 2 (X - 1)] = 3 (X + l) 2 

Done 3 est valeur propre de / et Vect((X + l) 2 ) c £ 3 (/) oil 
£3 (/) est le sous-espace propre de / associe a 3. 

* Comme on a vu avant que tout vecteur propre de / associe a 
la valeur propre 3 est un multiple de (X + l) 2 , 

£3 (/) c Vect{(X + I) 2 ). 

D'ou £3 (/) = Vect{{X+\f) 

4) *Soit B un vecteur propre de / pour la valeur propre -1, 
alors / (B) = -B. Ceci s’ecrit successivement : 

(2X+l)B-(x 2 -l)B' = -B 

(2X + 2)B-(X-1)(X+1)B'=0 

(X+ 1)[2B-(X- 1)B'] = 0 

X + 1 n’etant pas le polynome nul, on en deduit que 

2 B - (X - 1) B' = 0, soit B = \ (X - 1) B'. 

Done X - 1 divise B. Done 1 est racine de B. 


5) * Soit B un vecteur propre de / pour la valeur propre A, alors 
f (B ) = AB. Ceci s’ecrit successivement : : 

(2X +1)6- (X 2 - l) B' = AB 
(2X + 1 - 3) B = (X - 1) (X + 1) B ' 

Substituons 1 a X dans cette egalite : (3 - A) B (1) = 0, comme 
A t- 3, il vient : 5(1) = 0. 

Substituons -1 a I dans cette egalite : (-1 - /l)B(-l) = 0, 
comme A -1, il vient : B(-l) = 0. 

On a montre que - 1 et 1 sont racines de B ; de plus, B est de 
degre deux, done B = a (X — 1) (X + 1) = a ( X 2 — l) oil a 6 R. 

* Montrons que X 2 - 1 est vecteur propre de / : 
f(x 2 - l) = (2X +1) (x 2 - l) - 2X(X 2 - l) 

/ (x 2 - l) = (x 2 - l) [(2X + 1) - 2X] 

f(x 2 -l) = {x 2 -l) 

On en deduit que 1 est valeur propre de /, de vecteur propre 
associe X 2 - 1. 

* On a montre avant que tout vecteur propre associe a une 
valeur propre differente de -1 et 3, par exemple a 1 s’ecrit 
a(^X 2 - lj.Comme dans les questions precedentes, on montre 

que £1 (/) = Vect(x 2 - l). 

6) a) * g a la merne expression que / sur £ = R .2 [2G qui est 
inclus dans £, done cj est lineaire comme /. 

* £ a pour base S = (1, X, X 2 ). De plus, 
g( 1) = 2X+ 1 6 £ 


On peut done ecrire B = (X - l) k A avec k 6 N* et A (1) t 0. 
Alors 2B - (X - 1) B' - 0 s’ecrit : 

2(X- V) k A-{X- l)[/t(X- Y) k ~ l A + (X- 1)*A'] =0 

(X - 1)* [(2 — k) A — (X- 1) A'] = 0 

(X - l/ n'etant pas le polynome nul, on en deduit : 

(2 - k) A = (X- l)A' 

Si on avait k = 1, on obtiendrait A = (X - 1) A', d’ou A (1) = 0, 
ce qui est exclu. Done k = 2. 

On a montre que si B est vecteur propre de / pour la valeur 
propre- 1, alors 3a 6 R/B = a (X - l) 2 . 

* Reciproquement, 

/ ((X - l) 2 ) = (2X + 1) (X - l) 2 - (X 2 - l) • 2 (X - 1) 

= (X - l) 2 [(2X + 1) - 2 (X + 1)] = - (X - l) 2 

On en deduit que - 1 est valeur propre de /, de vecteur propre 
associe (X - l) 2 . 

* Comme tout vecteur propre de / pour -1 s’ecrit a(X - l) 2 
ou a 6 R, on en deduit comme a la question precedente que 
£-, (f)=Vect{(X- \) 1 ) 


g(X) = X (2X + 1) - (X 2 - l) = X 2 + X + 1 6 £ 
g (X 2 ) = X 2 (2X + 1) - 2X (X 2 - l) 
g (X 2 ) = X 2 + 2X 6 £ 

Done g (£) = Vect [g (1) , g (X) , g (x 2 )) c £. 
Done g est a valeurs dans £. 


* On conclut que g est un endomorphisme de £. 

b) On utilise les valeurs de g/l) , g (X) , g (x 2 ) calculees ci- 
dessous pour ecrire la matrice de g dans la base S. 


(1 1 03 


M = 


2 1 2 

Oil, 


c) D’apres les questions 3,4 et 5, /possede trois valeurs propres 
qui sont 3, -1, 1. Les vecteurs propres trouves pour ces valeurs 
propres sont des polynomes de degre < 2, done sont elements 
de £. g, qui est la restriction de / a £, a done 3,-1, 1 pour 
valeurs propres. £ etant de dimension trois, on conclut que g, 
qui a autant de valeurs propres que dim £, est diagonalisable, 
done que ses vecteurs propres forment une base de £, a savoir 
S' = ((X+ 1) 2 ,(X- 1) 2 ,X 2 - l). 
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'1 1 -r 

La matrice de passage de S a S' est P = 2-2 0 . 

U i I , 

fi 3 0 O' 

g a pour matrice dans la base S' : D = 0-10 

,0 0 1 , 

D'apres la formule de changement de base, D = P l MP, d’ou 
M = PDP 1 . 


1 

x = — (a + b + c) 
y = - (a - b + c) 

z = I (-a + c ) 

i i r 
i -l i 
-2 0 2 , 


On deduit de ce calcul que P 1 = — 


d) * On montre par recurrence comme dans l’exercice 10.10 
que VneN.M" = PD"P l . 

Calculons P l , par resolution du systeme de tableau : 


'1 

1 

-1 

a ' 

2 

-2 

0 

b 

.1 

1 

1 

c J 


a 

b - 2 a 
c - a 

(\ 1 0 a/2 + c, 

10 0 2 c-a 

Le systeme est de rang 3 et possede une unique solution, il 
s’ecrit : 

x + V=\(a + c) 

-4 y = —a + b — c 
2z = -a + c 




* Calculons M" pour n 6 N : 



d 1 -11 

'3 n 

0 

O' 

M" = 

2-2 0 

0 

(-1)" 

0 


till, 

l o 

0 

1, 


■ 3" (- 1 )" -iv i in 

M" = 2-3" -2- (-1)" 0 1-11- 

, 3" (-1)" 1 J [-2 0 2) 4 

M n = i ( C : C 2 C 3 ) avec 

' 3" + (-1)" + 2 ' 

C, = 2- 3" -2(-iy 
, 3" + (-1)" - 2 , 

• 3" - (- 1 )" ' 

C 2 = 2(3" + (-1)") 

3" - (- 1 )" , 

' 3” + (-1)” - 2 ' 

C 3 = 2(3" -(-1)") 

,3” + (-!)" + 2, 
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Introduction 

Ce premier chapitre sur les suites reelles constitue un approfondissement du pro- 
gramme du lycee. La plus grande partie du cours est consacree a la notion de li- 
mite (finie ou infinie) et aux theoremes permettant de determiner la nature et la li- 
mite eventuelle d’une suite reelle. Le dernier paragraphe du cours etudie quelques 
proprietes de la droite reelle et illustre l’interet des suites adjacentes et de la 
dichotomie. 

Les suites sont un outil de modelisation de phenomenes discrets ; elles sont notam- 
ment d’un usage constant en probabilites, ou elles permettent a la fois l’etude des 
lois discretes et celle de 1’evolution d’un systeme aleatoire au cours du temps. 


Prerequis 

• Inegalites. 

• Fonctions usuelles. 

Objectifs 

• Definir les proprietes globales des suites reelles (suite croissante, bornee, ...). 

• Maitriser la notion de limite d’une suite reelle. 

• Introduire la notion de borne superieure/inferieure d’une partie de R. 


11.1 Definitions 


11.1.1 Definition d’une suite reelle 



On prendra soin de ne pas 
confondre la suite (u n ) nE h et 
son terme general u n . Ainsi, 
on n'ecrira jamais « la suite 
u n », mais bien « la suite 
(Un)neN >> - 


Definition - Suite reelle 

On appelle suite reelle toute fonction u de N dans R. 

Pour tout entier naturel n, 1’ image de n par u sera notee u„ (plutot que u(n)) et appelee 
terme d’indice n de la suite u. 

La suite u sera egalement notee 


Remarque - On definit egalement les suites reelles indexees par N* : ce sont les fonc- 
tions u de N* dans R. Une telle suite u est egalement notee (u, ;)„eN* ou (u n ) n >\ ■ 

Plus generalement, on peut definir une suite a partir d’un rang hq e N : il s’agit d’une 
fonction de [no, +°°I dans R. 


287 


11 


COURS & METHODES 


Generalites sur les suites reelles 


11.1.2 


Exemple 

u — est une suite reelle indexee par N*. 

\ n / neN* 


u n 


1 


0 


1 




A 


■> n 


Representation des premiers termes de la suite 

Modes de definition d’ une suite 


(-D" 


neN* 


On peut definir une suite de differentes manieres : 


suites definies explicitement 

On definit une suite (u n ) n€ u explicitement lorsqu’on donne, pour tout entier naturel n. 
1’ expression de u n en fonction de n. 

Exemple 

On definit les suites (u n ) n€ n, (v n ) n€ n et (w „) ne n explicitement en posant pour tout 
entier naturel n : 

sin(n) _ Jln(2n +l)sin>10 _ (2" si n est pair 

M ” n 2 + 1 ’ Vn \ exp(n) si n < 9 ’ Wn | 3" si n est impair 

suites definies par une relation de recurrence 

On definit une suite (u n ) n€ n par une relation de recurrence lorsqu’on donne la valeur du 
premier terme ou des premiers termes de la suite, et 1’ expression de u n en fonction du 
terme precedent ou des termes precedents. 

Exemples 

1. On definit la suite ( u „)„ e n par : uq — 1 et V« e N, u „+ 1 = u n cos (n). 

II revient au meme de poser : uq — 1 et Vn e N*, u n - i cos(n - 1). 

On dit que (ii n )nc\< verifie une relation de recurrence d’ordre 1 (chaque terme est 
defini en fonction du precedent). 

2 On definit la suite (u„), !€ r? par : Vo = 2, v\ - 0 et, pour tout neN: 

u „+2 - n 2 v„ + sin(n B+ i). 

II revient au meme de poser : vo = 2, tq = 0 et, pour tout n > 2 : 

v„ = (. n - 2 ) 2 n „„2 + sin(o„ ! ). 

On dit que (t>„)„ e N verifie une relation de recurrence d’ordre 2 (chaque terme est 
defini en fonction des deux precedents). 
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La raison d'une suite arith- 
metique ou geometrique est 
une constante et ne doit done 
pas dependre de I'indice de 
la suite. Par exemple une 
suite (u n )neM verifiant : Vn e N, 
u„ +1 = nu r n'est pas une suite 
geometrique. 


11.1.3 


1. Une suite peut etre ni 
croissante ni decroissante, 
e'est le cas de la suite 

((-irw 

2. Une suite peut etre a la 
fois croissante et decrois- 
sante : e'est alors une suite 
constante. 


Le prochain chapitre donnera quelques outils pour 1’ etude des suites definies par une 
relation de recurrence. Le plus souvent, on ne parviendra pas a expliciter de telles suites 
(e’est-a-dire exprimer u n en fonction de n), mais il existe des exceptions, notamment les 
suites arithmetiques et geometriques : 

Theoreme - Suites arithmetiques et geometriques 

Soit a un reel et u — ( u„) n >n 0 une suite reelle. 

1. Si pour tout n > hq, u „+ i = u n + a, alors on dit que u est une suite arithmetique de 
raison a, et on a : Vn > no, u n — u no + a(n — no). 

2. Si pour tout n > no, u n+ \ = au„, alors on dit que u est une suite geometrique de raison 
a, et on a : Vn > no, u„ = u„ 0 .a n ~ n °. 

suites definies implicitement 

On definit une suite (u n ) nc _u implicitement lorsqu’on introduit u n comme Funique solution 
d’une certaine equation. 

Exemple 

La fonction cosinus definit une bijection de [0,7r] sur [-1, 1], Or pour tout entier 
naturel n, le reel (-1)" exp(-n) appartient a l’intervalle [-1, 1]. Done il existe un 
unique reel u n dans [0, n] verifiant cos(u n ) - (- 1 )" exp(-n). 

On definit ainsi de fagon implicite une suite reelle (n„)„ C N- 

Les exercices portant sur les suites definies implicitement font souvent appel au theo- 
reme de la bijection, etudie dans le chapitre 15. Le lecteur trouvera dans ce chapitre les 
exercices portant sur les suites definies implicitement. 

Propr ietes generates dee suites reelles 

Definition - Sens de variation d’une suite 

Une suite reelle (u n )„ e n est dite : 

• constante lorsqu’il existe a e R tel que : V n e N, u„ = a, 

. croissante lorsque : V n e N, u„+ \ > u n , 

. strictement croissante lorsque : V n e N u „+ 1 > u„, 

. decroissante lorsque : V n e N, u n +\ < u n , 

. strictement decroissante lorsque : V n e N, u n + 1 < u n , 

. monotone lorsqu’elle est croissante ou decroissante, 

• strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante ou strictement decrois- 
sante. 


Methode 1 Determiner le sens de variation d'une suite 

Pour determiner le sens de variation d’une suite (u n ) ne n, on peut : 

• etudier le signe de u n+ \ - u n , 

• lorsque la suite ne s’annule pas, comparer — avec 1 en faisant attention au signe de u n , 

u n 
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• lorsque la suite (u „) ne n est donnee explicitement sous la forme u„ = f(n), ou / est une fonction 
definie sur [0, +oo[, etudier le sens de variation de la fonction /. 


Exemples d'application 

" ^ 1 1 

1 On definit la suite (u„) n e n* par : Vn e N*, u n — ) -. 

k n z 

Pour tout n eN*,ona: 

Un+ ] Un — 


k= 1 

1 


1 


1 


n + 1 (n + l) 2 n 2 
n 2 (n + 1) — n 2 + (n + l) 2 
n 2 (n + l) 2 


n 3 + (n + l) 2 
n 2 (n + l) 2 


On obtient done : Vn e N*, u„+\ - m„ > 0 et on en deduit que est strictement croissante. 

2. Soit (u„)„eN la su it e definie par : Vo = -1 et Vn e N, v n+ \ = v n . exp (n 2 + 1). 

On montre facilement par recurrence que : Vn e N, v„ < 0. 

Pour tout n e N, on a = expfn 2 + 1). Or n 2 + 1 > 0 done > 1 . 

v„ v n 

On en deduit que : Vn € N, u„+i < v„ (car v n < 0) et done que est strictement decroissante. 

3. Soit (iu„)«eN* la suite definie par : Vn e N*, w„ - ne~". 

On pose : Vx e R, f{x) = xs~ x . f est derivable sur R et, pour tout x e R, fix) = e _A - xe~ x = 
(1 - x)e~ x . D’oit le tableau de variations de / : 



Ainsi, / est strictement decroissante sur [1, +oo[. Done, pour tout n e N*, f(n) > f(n + 1), e’est- 
a-dire w„ > w n+ \. Par consequent, )„ch* est strictement decroissante. 



On prendra garde au fait que, 
dans la definition ci-contre, 
les reels M et m sont des 
constantes et ne dependent 
pas de I'indice de la suite. Par 
exemple, la suite (u n )„ £ n = 
(Vn) nE[J verifie Vn e N, u n < n 
mais n'est pas majoree. 


Definition - Suite majoree, minoree, bornee 

Une suite (u n ) n€ n est dite : 

• majoree lorsqu’il existe M e R tel que : V n e N, u„ < M, 
. minoree lorsqu’il existe m e R tel que : V n e N, u„ > m, 

• bornee lorsqu’elle est simultanement majoree et minoree. 


Proposition - Soit (u n )„eM tine suite reelle. (u„) n€ n est bornee si et seulement si (\u n \)n&] 
est majoree. 


Demonstration 

. Supposons (u bornee, 

Alors il existe deux reels m et M tels que : Vn e N, m < u„ < M. 

Posons A - max(|m|, |M|). On a \M\ < A done M < A, et \m\ < A done -A < m. 
Ainsi, pour tout n e N, on a -A < u n < A, soit \u n \ < A. Done (|m„|)„ € i? est majoree. 
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. Supposons (\u n \)n€U majoree. Alors il existe un reel M tel que : V/z e N, |n„| < M. 
Autrement dit : in e N, —M < u n < M. Done (« ;! )neN est bornee. 

I Exemple 

La suite de terme general u„ = sin( \[7i) est bornee car : in e N, | sin( yfn ) | < 1. 

11.2 Suites convergentes 

11.2.1 Definition 

Definition - Propriete vraie a partir d’un certain rang 

On dit qu’une suite ( u n ) ncl j verifie une propriete P a partir d’un certain rang, ou pour 
n assez grand, lorsqu'il existe «o £ N tel que P soit verifiee par tous les termes u„ pour 
n > n 0 . 

Exemple 

La suite u = (3/n)„ C N* verifie u n e]0, 1[ a partir d’un certain rang : en effet, pour tout 
3 

n > 4, on a 0 < - < 1. 

n 

Definition - Intervalle ouvert de R 

On appelle intervalle ouvert de R tout intervalle de la forme \a, b[ ou a e K. U {-oo) et 
b e R U {+oo}. 

Definition - Suite convergente 

. Soient (u„) ne n une suite reelle et ( un reel, on dit que (u„) ne n admet C pour limite 
lorsque (u n ) n m verifie une des conditions equivalentes suivantes : 

(i) tout intervalle I ouvert contenant C contient les u„ pour tous les n e N, sauf un 
nombre fini, 

(ii) pour tout intervalle I ouvert contenant (, on a u„ el a partir d’un certain rang, 

(iii) pour tout s > 0, on a \u„ - C\ < e a partir d’un certain rang. 

. Si une suite admet une limite ( e R, on dit qu’elle converge, sinon qu’elle diverge. 
Determiner la nature d’une suite signifie determiner si elle converge ou si elle diverge. 


u n A partir de «o, la suite reste dans I. 



Illustration de la propriete : u„ el a partir d’un certain rang. 
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Ne pas utiliser la notation 
lim u n avant d'avoir montre 

n-»+oo 

que la suite etait convergente. 
Pour eviter cette erreur, on 
peut employer systematique- 
ment la notation u„ — > C, 

n — »+oo 

qui a I'avantage de ne pou- 
voir etre utilisee qu'une fois 
la convergence de la suite de- 
montree. 


Remarques 

1. On admettra 1’ equivalence entre les trois definitions. Toutefois, on peut remarquer 
que : \u n - (\ < e <=> u n e]£ - e, £ + e[ : ainsi dans la definition {iii) on se restreint aux 
intervalles I de la forme I -\( — s, i + ,<;[ . 

2. Dans (iii) on peut remplacer \u n - (\ < s par \u n - (\ < s : on obtient une definition 
equivalente. 

3. La definition d’une suite convergente est assez delicate a utiliser : seuls les demons- 
trations du cours et quelques exercices y font appel. Dans la plupart des cas, on de- 
montrera la convergence d’une suite en utilisant les theoremes du cours : operations 
algebriques sur les limites, theoreme de la limite monotone, theoreme de composition, 
theoreme d’encadrement, suites adjacentes. 

Theoreme - Unicite de la limite 

Si une suite u = (m„)„ c n admet une limite f 6 R, alors celle-ci est unique. 

On dit alors que C est la limite de (u„) n m et on note f - lim u„ ou t - limn ou 

n—>+oo 

u„ ^ f . 

«— >+oo 

Demonstration 

On raisonne par l’absurde : supposons qu’une suite (u n ) n€ n admette deux limites diffe- 
rentes ( et £', avec t < C . 

{ + C 

Posons m = — - — . in est le milieu du segment [(, t \ et on a l < m < i . 

On considere les intervalles disjoints / =] - oo, m[ et /' =]m, +oo[. 

I est un intervalle ouvert contenant ( et u„ — > £ done par definition de la limite, on a 

fi — >+oo 

u„ e I a partir d’un certain rang. 

De meme, /' est un intervalle ouvert contenant C et u n — > C done n„ el' a partir d’un 

tl — >+oo 

certain rang. 

Ces deux conclusions sont contradictoires puisque I et /' sont disjoints, done si une suite 
admet une limite reelle, celle-ci est unique. ■ 

Theoreme - Exemples fondamentaux de suites convergentes 

• Toute suite constante converge : si pour tout n e N, u n — a alors u„ — > a. 

n—>+ oo 

Soit a un reel strictement positif, alors — — > 0. 

Yl a ft— *+ oo 

• Soit a e] - 1, 1[, alors a" — * 0. 

ft— >+ OO 

Demonstration 

. La convergence des suites constantes est evidente. 

. Soit a > 0, notons que pour tout s > 0, on a — < s o — <n a <=> (s)^» < n. 

n a e 

I 1 1 

Ainsi pour tout s > 0 et pour tout n > (s) » , on a 0 < — < e, soit — < s, autrement 

n° n a 

dit, > 0. 

Yl a ft— >+oo 
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. Soit a g] — 1, 1[. Si a = 0 alors : in G N*, a n = 0 done a’ 1 — > 0. 

n—>+ oo 

Supposons par la suite a + 0. Notons que pour tout s > 0, on a : 

„ ln(e) 

|<7 | < e <=> n In \a\ < ln(e) <=> n > car In \a\ < 0. 

In |fl| 

Ainsi pour tout s > 0 et pour tout n > — — — , on a |c/"| < s, autrement dit, a n — > 0. 

In \a\ n—>+oo 

Le resultat suivant permet de determiner la nature d’une suite (u n ) n€ n et sa limite even- 
tuelle, en etudiant separement les suites (M 2 n)«eN et (m 2 h+i)h£N- 


Proposition - Soient (u n ) n m une suite reelle et (' un nombre reel. On a V equivalence 
suivante : 

(M,i)«eN converge vers t (m 2 „)„ € h et (u 2 „+i) n eN convergent vers t. 


— J si n est pair, et u n 


Exemples 

1. On definit (u n ) nc _u par : u, 

- g] - 1, 1[ done fi) — > 0, donc(^) — > 0 d’ 

- g] - 1, 1[ done (4)” — > 0, donc({) 

^ \^/ n— >+ oo \ 3 / 


n— >+oo 
\2n+l 


-I si n est impair. 


OU U2n > 0. 

n—>+ oo 


n—>+ oo 

Par consequent u„ — > 0. 

n —>+ oo 


0 d’ou U 2 „+l — * 0. 

n —>+ oo n—>+oo 


2. Pour tout n G N, on pose v n = (-1)". 

Onaib,; — » 1 mais v 2n +i — » -1 done (u„)„ e N diverge. 


Definition - Limite par valeurs superieures/inferieures 

Soit u = (u n ) lici i une suite convergeant vers un reel l. Si, a partir d’un certain rang, 
on a m„ > ( (resp. u n < t), on dit que u tend vers C par valeurs superieures (resp. 
inferieures) et on note u n — » £ + (resp. u„ — > £~). 

n—>+ oo n—>+ oo 

Exemple 

On a - — > 0 + et2-(-) — > 2 A 

Yl n—>+ oo \ 2 / n—>+ oo 


Propr ietes dee suites convergentes 


Theoreme - Operations algebriques 

On suppose que u n — > a et que v„ — > b. Alors : 

n — »+oo n—>+oo 

1. u„ + v n — > a + b et u n - u n — > a — b, 

n — >+oo n —>+ oo 

2. u n .v„ — * a.b. 

n — >+oo 

3. pour tout A G R, A.u„ — > Am, 

n — >+oo 


4. 


1 1 v n 

si a ± 0 alors — — > - et — — > 

Un n->+oo a Un n->+oo 


b 

a 
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Demonstration 

On demontre ici a titre d’exemple le cas de la somme. 

Pour tout e > 0, on a e/2 > 0, done par definition de la limite, il existe deux entiers n\ et 
«2 tels que : 

. pour tout n > n\, \u n - a\ < e/2, e’est-a-dire a - s/2 < u n < a + e/2, 

• pour tout n > n^, \v n - b\ < e/2, e’est-a-dire b - e/2 < v„ < b + e/2. 

Done pour tout n > max(n | , ni), on a a + b - e < u n + v„ < a + b + e, e’est-a-dire 
I (m„ + u„) - (a + b) | < e. 

Par consequent u n + v„ — > a + b. ■ 

n —>+ oo 


Exemple 

Montrons que la suite de terme general u n = 
limite. 

5 + - + 4 

Pour tout n non nul, on a : u n ” , ” . 

1 + 4 

n z 

6 1 

> 0 done 5 H 1 — r 


5« 3 + 6 n 1 + 1 
n 3 + 3« 


converge et donnons sa 


Or 


1 


0 et 


1 


fl n—>+oo 

U n > 5. 


n n n— h-oo 


5, et de plus 1 


1 done 


Theoremf - Compatibilite avec la relation d’ordre 

Soient (u„)„ e n et (v„)„ e ^ deux suites reelles. On suppose que : 

(i) (u„)„e n et (y„)„ £N convergent, 

(ii) a partir d'un certain rang u„ < u„ 
alors lim u n < lim v„. 

n—>+ oo n—>+ oo 


Demonstration 

Soient a et b les limites respectives de (u„) n eN et (f«)neN- Raisonnons par l’absurde en 
supposant a > b. 

On ai)„- m„ — > b-a. Or b-a < 0 done ] - oo, 0[, qui est un intervalle ouvert contenant 

n —>+ oo 

b-a, contient tous les v n - u„ sauf un nombre fini. 

C’est absurde car tous les v„ - u„ sont positifs a partir d’un certain rang. ■ 



Si on suppose qu’a partir d'un certain rang u n < v n , alors en passant a la limite on pourra seule- 
ment affirmer que lim u n < lim v n . 

n-»+oo n-»+oo 

1 1 

Par exemple les suites de termes generaux u n = — et v n = — verifient u„ < v n pour tout n e N* 

n n 

mais el les ont meme limite. 

On retiendra done que le passage a la limite transforme les inegalites strides en inegalites larges. 


Theoreme - Composition des limites 

Soient a et b deux reels, I un intervalle contenant a ou admettant a pour borne, / : / — > R 
et (m ;i )„£n une suite d’ elements de 1. 

Si u n — > a et f(x) — > b alors /(«„) — > b. 

n—>+ oo x—>a n-^+oo 
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11 . 2.3 


Remarque - Le theoreme 
d'encadrement est parfois 
appele theoreme des gen- 
darmes, mais cette derniere 
denomination est rejetee par 
certains correcteurs. 


II ne faut pas confondre le 
theoreme d'encadrement et 
la compatibilite avec la rela- 
tion d'ordre : la compatibi- 
lite avec la relation d'ordre 
permet de comparer les li- 
mites de suites dont on sait a 
priori qu'elles convergent; le 
theoreme d'encadrement per- 
met de montrer qu'une suite 
converge et de donner sa li- 
mite. 


Exemples 


r.l'I 


0 et cos x — > 1 done par composition cos 1 1 — 


.v— >0 


1 . 


2 . Supposons que u„ 


— > £, comme e A — > e' , on en deduit par composition que 

n—>+ oo x—>£ 


e " — > e 

n — >+oo 


Theoremes de convergence 

On vient de voir deux theoremes permettant de montrer qu’une suite converge et de don- 
ner sa limite : le theoreme portant sur les operations algebriques et celui sur la compo- 
sition des limites. Dans les deux cas, on a construit une suite convergente a partir d’une 
autre suite convergente ou de deux autres suites convergentes. 

Dans ce paragraphe, on donne trois autres theoremes montrant qu’une suite verifiant 
certaines proprietes converge. Un seul d’entre eux (le theoreme d’encadrement) fournit 
egalement la limite. 

Theoreme d’encadrement 


Theoreme - Theoreme d’encadrement 

Soient (a n )„ e n, (b„) ne n et n trois suites reelles et £ un nombre reel. On suppose que : 

(i) n et (b„)„ e n sont convergentes de meme limite £, 

(ii) a partir d’un certain rang : a„ < u n < b„ , 
alors (u„)ne n est convergente de limite l. 


Demonstration 

Soit n i un entier naturel tel que : in > n\, a n < u n < b„. 

Soit I un intervalle ouvert quelconque contenant £. 

On a a n — > t et b n — > £ done il existe deux entiers naturels n 2 et 173 tels que : 

n —>+ co n — .+00 

. pour tout n > e I, 

• pour tout n > n^, b„ € I. 

Done pour tout n > max(«i, «2, «3), on a e /. D’ou m„ — > £. m 

n—>+ 00 


Methode 2 Se ramener a une suite de limite nulle 

Lorsqu ’ on souhaite montrer que u„ — > £, il est parfois plus simple de prouver que u n - t — > 0 . 

n—>+ 00 n—>+ 00 

Pour cela, on pent majorer \u„ - £\ par une quantite de limite nulle et utiliser le theoreme d’encadre- 
ment. 


Exemple d'application 

Soient (u„)„ e n convergeant vers £ et a e [ 0 , 1 [ tel que : in e N, \v n - £\ < a' 1 . 

1 ” 

Montrons que la suite de terme general : u n — — ) vu (n e N*) converge vers t. 

n k= 1 
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Pour cela, on va montrer a 1’aide du theoreme d’encadrement que \u„ - i\ — > 0. 

n —>+ oo 


Pour tout n e N*, on a : | u„ - C\ = 


1 " 1 " 

- y \ v k-t = - V(i > k - () 

11 k=\ H k= 1 

1 a - o' ,+1 


Done | u n - £\ < - ^ ^ a k = — x — 

n n n 1 

k= 1 k - 1 


0 puis 


a — a 


,n + 1 


a 

a 


k= 1 

Ora e] - 1, 1[ done a ~ r 

n — >+oo 1 — ^ n— >+oo 1 — a 

1 a - a" +1 1 a — a" +1 

Done - x — — > 0. Or V /2 6 N , 0 < \u„ - t\ < - x — done par encadrement 

n l-o «-»+oo n l — o 

| u n - £\ — > 0 e’est-a-dire u„ — > £. 

n —>+ oo n —>+ oo 


Theoreme de limite monotone 
Theoreme - Limite monotone 

Si une suite reelle ( u n )„ G )t est croissante et majoree alors elle converge et sa limite t 
verifie : V n 6 N, u„ < (. 

Si une suite reelle (u„) ne n est decroissante et minoree alors elle converge et sa limite ( 
verifie : V n e N, u n > €. 


Ce theoreme sera demontre page 304. 

Exemple 

On considere une suite reelle definie par «o > 0 et la relation de recurrence : in e N, 
u n +\ — ln(l + a r : ) . 

. Montrons par recurrence que pour tout n e N, u n est bien defini et positif. 

- par hypothese, on a bien uq > 0 

- soit n e N, supposons u n defini et positif, et montrons que u n+ \ est defini et 
positif : 

On a m„ > 0 done 1 + u n > 0. Par consequent u n +\ - ln(l + u„) est bien defini. 
De plus, 1 + k„ > 1 done ln(l + «„) > 0, e’est-a-dire u n + \ > 0. 

La suite (u „)„ e n est done bien definie et ses termes sont positifs. En particulier, 

(Mn)nsN est minoree. 

• Montrons que (u n ) ne n est decroissante : in 6 N, u n+ 1 - u n — ln(l + u„) - u n . 

Or pour tout x > - 1 , on a ln( 1 + jc) < x (inegalite classique que l’on peut demontrer 
en etudiant x i-» x — ln(l + jc)). 

On obtient : in e N, m„+i - u n < 0, done (m„) h cn est decroissante. 

Par consequent, d’apres le theoreme de limite monotone, (u„) n€[ i converge. 

Suites adjacentes 
Definition - Suites adjacentes 

Deux suites (u n ) ne n et (c„)«eN sout dites adjacentes lorsque : 

1. («„)„ e n est croissante et (v n ) ne n est decroissante ; 

2. la suite ( u n - m„)„ £ n converge vers 0. 
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Exemple 

Les suites u et v de termes generaux u„ — — et v n - — sont adjacentes. 

n n z 

Theoreme - Si deux suites sont adjacentes alors elles sont convergentes et de meme 
limite. 



Methode 3 Construction de suites adjacentes par dichotomie 

Soit (a, b ) G R 2 tel que a < b. On construit deux suites (a,;)«eN et (bn)nctJ de la t'acon suivante : 

1 . on pose aa = a ei bo = b, 

2. soit n G N, supposons a„ et b„ construits et soit c„ = — - le milieu de [a n , b„]. On pose : 


Un ( I — Un 


ou bien 


U-n+l — C n 

— hf! 


( bn— 1 — C n 

Le choix se faisant selon les proprietes que l’on veut donner a la limite des deux suites. 

Choix 1 


a „+ 1 

I— 

— I — 


b n + 1 

1 


a „+ 1 


Choix 2 


o„+\ 


Les suites (a „) ne n et (b n ) ne n ainsi construites sont adjacentes. En cfl'et, pour tout n G IT, on a par 
construction : 

. / ^ t i _ b n — a„ 

@n + 1 ^ u n , b n + 1 ^ b n et b n 4.1 Cln+\ — z 


Done (a „) ne n est croissante, (b „) ne n decroissante et b n - a„ = 


bo ~ uq 


2 " W — >+00 

Ce procede de construction de suites adjacentes s’appelle dichotomie. 


0 . 


La construction de suites adjacentes par dichotomie nous permettra de demontrer cer- 
taines proprietes de R dans le paragraphe 1 1 .4. Comme nous le verrons dans les exer- 
cices, elle est egalement utilisee pour determiner une valeur approchee d’une solution 
d’une equation de la forme /(x) = 0. A cette fin, la proposition suivante est tres utile. 
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Proposition - Soient (u„) ne n et (d„)„ € n Gfez« suites adjacentes avec (u n ) ne n croissante 
et (y„)„ e N decroissante. On note £ leur limite commune. Alors : 


(i) 

(ii) 


V n e N, zz„ < < u„, 

Un ' I' a , , l) n U, 7 

— - — est une valeur approcnee de t a — - — pres. 


v„ — U„ V n — u n 

2 2 

* * * 

— • • • •_ 

U n £ u , i + Vn V n 


■> 


Demonstration 

(i) Soit n un entier naturel quelconque. Pour tout p > n, on a : u„ < u p et u„ > v p . 
Par passage a la limite quand p — > +oo, il vient : u„ < £ et v„ > £. 

...... V.T ^ n ^ 1 ti n +V n U n + V n U n + V n 

(u) V/z e N, u„ < l < u„ done u„ — < £ — < v n - 


r-v> - V n U n ^ 

D ou — < 


Un t I'n 


2 

Vn u n 


et done : 


trlil “I” Ur] 


2 2 
u n + v„ 

Cela signifie bien que — - — est une valeur approchee de £ a 


2 

V n llfi 


pres. 


11.3 Limites mfinies 

11.3.1 Definition 

Definition - Ensemble R 

On note R = R U {+oo, -oo}. 

Definition - Suite admettant +oo ou -oo pour limite 

Soit u = (w„)„cm une suite reelle. On dit que : 

(i) u tend vers +oo lorsque, pour tout A e F% on a a partir d’un certain rang u„ > A. 
On note alors lim u„ - +oo ou lim u = +oo ou u„ — > +oo. 

n—>+ oo n—>+ oo 

(ii) u tend vers -oo lorsque, pour tout A e R, on a a partir d’un certain rang u„ < A. 
On note alors lim u„ = -oo ou lim u = -oo ou u n — > -oo. 
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Une suite admettant +oo ou -oo pour limite est une suite divergente. 

Suites reelles 


Suites convergentes 

-I 


Suites divergentes 


Limite dans R Limite infinie 

Suites ayant une limite dans R 


Pas de limite 


Theoremc - Exemples fondamentaux de suites admettant +oo pour limite 

• Soit a un reel strictement positif, alors rf — > +oo. 

n— >+oo 

• Soit a e] 1, +oo[, alors a" — > +oo. 

n—>+ oo 


Demonstration 

. Soit a > 0. Pour tout A < 0, on a : Vii 6 N*, n a > A. 

Par ailleurs, pour tout A > 0, on a : Vn > n" > A. 

Pour tout A e R, on a n a > A a partir d’un certain rang, done n a — > +oo. 

n — >+oo 


. Soit a e]l. +°°[. Pour tout A < 0, on a : V« e N, a n > A. 

Pour tout A > 0, notons que : a' 1 > A o n ln(a) > ln(A) <=> n > 


ln(A) 
ln(fl) ’ 


Ainsi pour tout A > 0 et pour tout n > — - — on a a" > A. 

In (a) 

Pour tout A e R, on a a n > A a partir d’un certain rang, done a n 


+oo. 


n — >+oo 


Proposition - Toute suite reelle admettant +oo (resp. -oo) pour limite est non majoree 
(resp. non minoree). 


Demonstration 

Supposons que u n — » +oo. Montrer que (m„)„ c n est non majoree revient a demontrer 

n—>+ oo 

que, pour tout M e R, il existe no e N tel que u„ 0 > M. 

Soit M G R, posons A — M + 1, par definition de u n — » +oo, il existe «o tel que : 

n— >+oo 

Vn > no, u n > A. En particulier u„ 0 > M. 

Done {u n ) ne n est non majoree. 

Proprieties de s suites admettant une limite infinie 

Operations algebriques 

Theoremf - Soient u = (m„)„ c n et v = (v„) n€ j.j deux suites reelles admettant des limites 
dans R et d e R. Les tableaux qui suivent indiquent les limites eventuelles de la somme, 
la difference, le produit, P inverse ou le quotient de u et v, sauf dans certains cas notes F.I 
(forme indeterminee) ou Lon ne sait pas conclure a priori si la suite admet une limite ou 
non, et si la limite eventuelle est finie ou infinie. 
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Remarque - Dans le cas d’une forme indeterminee, seule une etude specifique permet 
de cone lure. 


Limite de Au n 


lim u 
A 

—CO 

(ieR 

+oo 

A < 0 

+oo 

Aa 

— CO 

o 

II 

0 

0 

0 

A > 0 

—CO 

Aa 

+oo 


Limite eventuelle de u n + v„ 


limy 

lim u 

—CO 

b € R 

+oo 

—CO 

—CO 

— OO 

F.I. 

a e R 

—CO 

a + b 

+oo 

+oo 

F.I. 

+oo 

+oo 


Limite eventuelle de u n - v„ 


limy 

lim u 

— OO 

b €R 

+oo 

— OO 

F.I. 

— OO 

— OO 

a e R 

+oo 

a — b 

— OO 

+oo 

+oo 

+oo 

F.I. 


Limite eventuelle de u n .v„ 


limy 

lim u 

— OO 

b < 0 

o 

II 

b > 0 

+oo 

— OO 

+oo 

+oo 

F.I. 

— OO 

— OO 

a < 0 

+oo 

ab 

0 

ab 

— OO 

a = 0 

F.I. 

0 

0 

0 

F.I. 

a > 0 

— OO 

ab 

0 

ab 

+oo 

+oo 

— OO 

— OO 

F.I. 

+oo 

+oo 


Limite de l/y„ 


lim y 

— OO 

0- 

6 e r 

0 + 

+oo 

lim 1/y 

0- 

— OO 

\/b 

+oo 

0 + 


Limite eventuelle de ujv n 


limy 

lim n 

— OO 

b < 0 

(T 

0 + 

b > 0 

+oo 

— OO 

F.I. 

+oo 

+oo 

— OO 

— OO 

F.I. 

a < 0 

0 + 

a/b 

+oo 

— OO 

a/b 

0" 

0 

0 

0 

F.I. 

F.I. 

0 

0 

a > 0 

0- 

a/b 

— OO 

+oo 

a/b 

0 + 

+oo 

F.I. 

— OO 

— OO 

+oo 

+oo 

F.I. 
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Exemple 

On etudie ici dans differents cas u„ - v„ lorsque u n — > +00 et v„ — > +00 (forme 

n— >+00 n— >+00 

indeterminee « +00 - 00 »). 

• Soit a e R, si u n — a + n et v„ = n, on a u n - v n — > a : on peut done avoir 

ft— >+00 

convergence vers un reel quelconque. 

, ,/ 1 \ _ 1 

• Si u„ = n et v„ = n alors u„ - v n = n 1 .Or n — > +00 et 1 — > 1 

\ n I ft— >+00 n «— >+00 

done u n - v n — > +00 : on peut done avoir divergence vers +oo (en echangeant les 

n—>+oo 

valeurs de u n et v n , on aurait divergence vers -00). 

• Si u„ = n + (- 1 )" et v n = n, on a u„ - v„ = (- 1 )" : ici u„ - v„ diverge et n’a pas de 
limite (on verifiera que u„ — > +00 dans les exemples du paragraphe 1 1 . 3 . 3 ). 

ft — >+00 


Remarque - Supposons que la suite (v„) nc n converge vers 0 sans garder un signe 
constant (autrement dit, elle ne tend vers 0 ni par valeurs superieures ni par valeurs infe- 

rieures) et que Vn e N, v n + 0 . Alors la suite ( — ) diverge et n’a pas de limite. 

\ Vn 'ne N 

(- 1 )" 

Par exemple, si v n = alors : 

1 U 

— = 2 n — » +00 et = -(2 n + 1 ) — > —00 

V2 n «-»+oo V2n+l n->+oo 


done [ — ) est bien divergente et n’a pas de limite. 

\ v " I neW 


Composition 

Le theoreme suivant generalise le theoreme de composition vu page 294 au cas oil les 
limites sont dans R. 

Theoreme - Composition des limites 

Soient a et b deux elements de R, I un intervalle contenant a ou admettant a pour borne, 
/ : / — » R et (n„)„ e N une suite d’elements de I. 

Si u n — > a et f(x) — > b alors f(u n ) — > b. 

« — > +00 x—*a «— >+00 

Exemple 

n 1 + 3 n — > +00, Vn 6 N*, n 2 + 3 n > 0 et lnjr — > +00 done par composition 

«— »+oo x — >+00 

In (n 2 + 3 n) — » +00. 

ft— >+00 


Theoremes montr ant (\ u’une suite admet une limite 
infinie 

Theoreme - Theoreme de comparaison 

Soient («„)„<= n et (v„)„ € jf deux suites reelles telles que u„ < v n a partir d’un certain rang. 

(i) Si n„ — » +00 alors v n — > +00. 

n —>+ 00 «— >+00 

(ii) Si u„ — » —00 alors n„ — > —00. 

ft — >+00 ft— >+00 
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Demonstration 

Etudions le cas ou u„ — > +oo. 

n — >+oo 

Pour tout reel A , il existe no e N tel que : Vn > no, u n > A. 

Or il existe n\ tel que : in > n \ , u„ < v n . Done : Vn > max(no, «i), v„ > A. 

Autrement dit, pour tout reel A, on a v„ >Aa partir d’un certain rang : done 

V n » +oo. ■ 

n —>+ oo 

Exemples 

1. Pour tout n e N, on a n + (-l)” > n— 1, or n— 1 — » +oo done n+(-l)" — » +oo. 

n— >+oo n —>+ oo 

2, Pour tout n e N*, on a n! - n x (n - 1)!, or (n - 1)! > 1, done n\ > n, d’ou 

n ! — > oo . 
n —>+ oo 


Theoremc - Soit (« f ,)„ c ii une suite reelle. 

1. Si («„)„£ n est croissante et non majoree, alors elle tend vers +oo. 

2. Si (u„) ne n est decroissante et non minoree, alors elle tend vers -oo. 

Demonstration 

Etudions le cas ou (n „)« c n es t croissante et non majoree. 

Soit A 6 R. Comme (u n ) n€ n n’est pas majoree par A, il existe «o £ N tel que n„ 0 > A. Or 
(w«)ne n est croissante done, pour tout n > no, on a : «„ > n„ 0 > A. Ainsi m„ — > +oo. ■ 


Remarque - On en deduit que toute suite monotone admet une limite dans R. Par 
exemple une suite croissante est soit majoree et done convergente, soit non majoree et 
admet done +oo pour limite. 

11.4 Que\c\uee propr ietes de I’ensemble 
dee nombres reels 

Part ie entiere d’un nom bre reel 

Definition - Partie entiere d’un reel 

Soit x e R. On appelle partie entiere de x et on note |_vj (ou Ent(x) ou E(x)) P unique 
entier relatif tel que |_xj < x < L-fJ + 1. Le nombre [vj est le plus grand entier minorant x. 

Remarque - On a UJ < x < UJ + 1 » x-l<UJ<r 

Par convention, |xj est plus petit que x. Lorsque x est un reel positif, |xj est donne par le deve- 
1 loppement decimal tronque a la virgule : L3, 141 5J = 3. Ce n'est plus le cas lorsque x est un reel 
strictement negatif (sauf lorsque x est un entier relatif). Par exemple : L-3, 141 59J = -4 et non -3. 

Borne superieure, borne inferieure 

Definitions 

Definition - Borne superieure d’une partie de R 


11.4.1 


11.4.2 
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Soit A une partie de R. On dit que M e R est une borne superieure de A si : 

(i) pour tout x e A, x < M (M est un majorant de A ) ; 

(ii) si M' est un autre majorant de A alors M < M' (M est le plus petit majorant de A). 

Definition - Borne inferieure d’une partie de R 

Soit A une partie de R. On dit que m e R est une borne inferieure de A si : 

(i) pour tout .v e A, m < x ( m est un minorant de A) ; 

(ii) si m ' est autre un minorant de A alors in' < m (. m est le plus grand minorant de A). 

Proposition - Si une partie Ade R admet une borne superieure ( resp. inferieure) alors 
celle-ci est unique : on la note sup A (resp. inf A) 


Demonstration 

Demontrons par exemple l’unicite de la borne superieure. 

Soit Mi et M 2 deux bornes superieures de A. 

Mi est le plus petit majorant de A et M 2 est un majorant de A done Mi < M 2 . 

De meme, M 2 est le plus petit majorant de A et Mi est un majorant de A done M 2 < Mi. 
Par consequent Mi = M 2 . ■ 

Definition - Maximum, minimum d’une partie de R 

Soit A une partie de R. 

. On dit que A admet un maximum lorsque A admet une borne superieure et que 
sup A e A. On note alors max A = sup A. 

. On dit que A admet un minimum lorsque A admet une borne inferieure et que 
inf A e A. On note alors min A = inf A. 


Exemples 

1. ]0, +oo[ admet 0 pour borne inferieure mais n’admet pas de minimum car 
0 £]0, +oo[. 

De plus, l’intervalle ]0, +oo[ n’admet pas de borne superieure car il n’est pas ma- 
jore. 


2. Soient a et b deux reels tels que a < b. L’intervalle I - [a, b[ admet a pour borne 
inferieure et b pour borne superieure. Comme a e I, a est le minimum de I ; en 
revanche, b £ I done / n’a pas de maximum. 


3, Soit A = <-; n e ! 
n 


V ensemble des inverses des entiers naturels non nuls. 


1 est un majorant de A et 1 e A done A admet 1 pour maximum. On note 

1 = max A ou 1 = max - . 

«eN* n 

0 est un minorant de A et pour tout minorant m de A, on a : 
in e N*, m < -, d’ou en passant a la lirnite quand n — > +00 ; m < 0. 

n n—>+ 00 

0 est done le plus grand des minorants de A, done A admet 0 pour borne infe- 
rieure. On note 0 = inf A ou 0 = inf -. Enfin, A n’admet pas de minimum car 

«eN* n 

0 = inf Ai A. 
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Theoreme d’existence 

Toute partie de R admettant une borne superieure (resp. inferieure) est par definition 
majoree (resp. minoree). Le theoreme suivant etablit la reciproque : 

Theorerrif - Toute partie non vide et majoree (resp. minoree) de R admet une borne 
superieure (resp. inferieure). 

Demonstration 

Soit A une partie non vide et majoree de R. A £ 0, on peut done choisir a un element de 
A. 

Notons E l’ensemble des majorants de A. Alors E £ 0 car A est majoree et on peut done 
choisir b un element de E. 

Si a est egalement element de E alors a est le maximum de A et le theoreme est demontre ; 
par la suite, on va done supposer que a £ E. 

• On construit par dichotomie deux suites adjacentes (a„) n eN et (£>„), ,cn telles que : 
Vn e N, On £ E et b„ e E. 

- On pose no = a et bo — b. 

ci n + b n 

- Soit n e N, supposons a n £ E et b n e E construits. On pose c n = — - — . 

Si c„ e E, on pose a„+\ = a n et b n+ \ — c„ ; si c„ £ E, on pose a n+ 1 = c„ et b n+ \ — b n . 
Dans les deux cas, on aura a n+ \ £ E et b„+ \ e E. 

On obtient bien deux suites adjacentes (a„)„ e n et (b n ) n€ n telles que : 
in e N, a„ £ E et /;„ e E, et on note f leur limite commune. 

. Montrons que t est la borne superieure de A. 

Soit x un element quelconque de A. Pour tout n e N, on a b„ e E done x < b„. 

En passant a la limite quand n — » +oo, il vient : v < (, done t est un majorant de A. 

Soit maintenant M un autre majorant quelconque de A. Pour tout n e N, on a a n £ E done 
a„ < M (sinon a„ serait lui aussi un majorant de A). 

En passant a la limite quand n — > +oo, il vient C £ M done t est le plus petit des majorants 
de A. 

Done A admet bien une borne superieure et ( — sup A. 

La demonstration est analogue pour les parties de R non vides et minorees. ■ 

Application : demonstration du theoreme de limite monotone 
Demonstration 

Etudions le cas d’une suite u = (u „) ne h croissante majoree. 

Posons A T ensemble des valeurs prises par u : A = { u„ ; n e N}. u est majoree done A 
egalement. En outre A £ 0). 

Done A admet une borne superieure, que Ton note C. Montrons alors que u converge vers 

t. 

On sait deja que : pour tout n e N, u„ < l car ( est un majorant de A. 

Soit \a, b\ un intervalle ouvert quelconque contenant t : on a a < t < b. 

Comme f est le plus petit des majorants de A, alors a n’est pas un majorant de A done il 
existe no e N tel que a < u„ 0 < t. 

Or u est croissante, done pour tout n > no, a < u„ 0 < u„ < ( et a fortiori u „ eja, b[. 

Ainsi u converge vers t. ■ 
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11.4.3 Approximation d’ un nombre reel par une suite 
de rationnels 

Theoreme - Tout nombre reel est limite d'une suite de nombres rationnels. 

Autrement dit, pour tout x G R, il existe une suite («„)„<= n telle que : 
u„ — » x et V n g N, u„ g Q. 

n — >+oo 

Demonstration 

Soit x G R. Si x G Q alors la suite constante u definie par : pour tout n e N, u„ = x, 
converge vers x. 

Supposons par la suite que x i Q. On va construire par dichotomie deux suites de ration- 
nels adjacentes (a n ) ne n et (b n )„ e n telles que : Vn G N, a„ < x < b n . 

- posons «o = UJ et = L-^J + 1 ■ 

On a : ciq < x < bo. Or ao e Z done ao G Q, et x i Q, done ao < x < bo. 

- soit n e N, supposons a„ e Q et b„ e Q donnes tels que a„ < x < b„. 

P„ so „ s C, = c. est un rational tel que a, < c, < b.. Necessairement , * c. 

Si a„ < x < c„, on pose a n+ 1 = a„ et b n+ \ = c n ; si c„ < x < b n , on pose a„+\ = c n et 

b n + 1 = b„. 

Dans les deux cas, on aura : a„+\ e Q, b „+ 1 e Q et a n +\ < x < b n+ \. 

On obtient bien deux suites de rationnels adjacentes (a „) n£ n et (b n ) nc ii telles que : 
Vn e N, a„ < x < b„. Soit ( leur limite commune. Pour tout n G N, on a : a n < x < b„ 
done par passage a la limite : l < x < (, done ( = x. 

On a done construit deux suites de rationnels convergeant vers x. ■ 

Remarque - Le lecteur trouvera une autre demonstration de ce theoreme a l’exercice 
25, ou on construit explicitement une suite de rationnels convergeant vers x. 


© 
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Synthese 


5 avoirs 

expressions des suites arithmetiques et geometriques, 

. theoremes permettant de montrer qu’une suite 
converge et de determiner sa limite : operations 
algebriques, composition, theoreme d’encadrement, 
etude deS suites (W2n)n€N f W2/I+ I )ncl r , 

. theoremes permettant de montrer qu’une suite 
converge mais sans en donner la limite : limite mo- 
notone, convergence des suites adjacentes, 


theoremes permettant de montrer qu’une suite admet 
une limite infinie : operations algebriques, compo- 
sition, comparaison, suite croissante (resp. decrois- 
sante) non majoree (resp. non minoree), 
theoreme permettant de comparer les limites finies de 
deux suites convergentes : passage a la limite, 

• toute partie de R non vide et majoree (resp. minoree) 
admet une borne superieure (resp. inferieure), 

. approximation d’un nombre reel par une suite de 
rationnels. 


Savoir-faire 

. determiner le sens de variation d’une suite, . construire par dichotomie des suites adjacentes. 

. determiner la nature d’une suite et sa limite even- 
tuelle, 

Mots-cles 

. Suite reelle, 

. suite croissante/decroissante, 
suite majoree/minoree/bornee, 

. suite convergente, 

. limite d’une suite convergente. 


. suites adjacentes, 

. suite tendant vers +oo ou -oo, 
partie entiere d’un nombre reel, 

. borne superieure/inferieure d’une partie de R. 
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Tests de connaissances 


11.1 Donner la definition : 

a) d’une suite non croissante, 

b) d’une suite non majoree, 

c) d'une suite non bornee. 

11.2 Soit q un nombre reel. Discuter en fonction de q la 
nature et la limite eventuelle de la suite (g")„ eN . 

11.3 Soit (m„)„<=n une suite convergente de reels strictement 
positifs. Que peut-on dire de la limite de la suite ? 

11.4 Soit («„)„£ n une suite convergeant vers un reel £ stric- 
tement positif. Montrer que u„ > 0 a partir d’un certain 
rang. 

11.5 Supposons que la suite (z/„)„<=n verifie : 

V/7 6 N*, - — ir < u„ < - + -L. 

n n z n rr 

Quel theoreme permet d’obtenir la convergence et la 
limite de la suite ? 

11.6 On suppose que (t/„)„ £ n est une suite convergeant vers 
1 et que (i/„)„<=ir est une suite verifiant : 

V/7 6 N, u n+ i = v„ + 2u„. 

Quelle est l’erreur dans le raisonnement suivant ? 
Notons £ la limite de (w„)„ eN . On a u n+ 1 — > £ et 

n — >4-oo 

v„ + 2 u„ — > 1 + 2£. Done par unicite de la limite, 

ft— >4-oo 

il vient £ = 1 + 2£ done £ = - 1 . Ainsi u„ — > - 1 . 

ft— >4-oo 

11.7 Recherche de contre-exemples 

Pour chacune des affirmations suivantes, montrer 
qu’elle est fausse en donnant un contre-exemple. 

a) Si i/„ — * £ alors u„ = £ a partir d'un certain rang. 

n — >+oo 

b) Si V/7 6 N, i/„ < v n et si (//„)„ e n est croissante, alors 
(o„)„ eN est croissante. 

c) Si i /„ + 1 - u„ — * 0 alors (u„) neN converge. 

n— >+oo 

d) Si u„ + v„ — » +cx> alors u„ — * +c» ou 

n—*+oo n — »+oo 

v„ » + 0 °. 

n—*+oo 

11.8 Vrai ou faux ? 

a) Si \u„\ — * 0 alors u„ — » 0. 

/2— >4-00 ft— >4- CO 

b) Si |i/„| — > £ ou £ + 0 alors (zz„)„ £ m converge. 

ft— >-foo 


c) Si V/7 6 N, u„ < v„ et si v„ — > £, alors 

ft-^4-oo 

Vn 6 N, u n < £. 

d) Si une suite est croissante alors elle est minoree. 

e) Si, pour tout n 6 N*, u n < ln(«), alors la suite 
(u n ) n e n* est majoree. 

f) Si («„)„£ n est decroissante et minoree par 0, alors 
(w„) neN converge vers 0. 

g) Si a €] - 1, 1[ alors sin(n + a") — > sin(n). 

ft— >4-oo 

h) Si (/<„)„£ n et (D„)„ e N admettent chacune une limite 
dans R et si u„ - v„ — > 0 alors les deux suites ont la 

ft— >4-oo 

merne limite. 

11.9 QCM 

Chaque question admet au moins une bonne reponse. 

1) Une suite de limite +<x> est une suite : 

a) convergente, 

b) divergente, 

c) ni convergente, ni divergente. 

2) Une suite (//„), verifiant z/i = 2 et w 2 = 1 est : 

a) decroissante, 

b) bornee, 

c) non croissante. 

3) Quelle est la bonne formulation ? 

a) pour tout n s N, u„ converge, 

b) (w„)„eN converge, 

c) pour tout n 6 N, (zz„)„ £ n converge. 

4) Si ( u„)„eN et (v„)„e n sont majorees, alors : 

a) (z<„ + «„ )„ E t.i est majoree, 

b) (u„ - v„) n£ M est majoree, 

c) (u„v„)„em est majoree. 

11.10 Donner un exemple de suite : 

a) croissante et majoree, 

b) convergente et non monotone, 

c) ni majoree, ni minoree, 

d) non croissante et de limite +oo (on essaiera de trou- 
ver une suite qui n’est meme pas croissante a partir 
d’un certain rang). 
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Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 311. 

■ Proprietes generates des suites reelles 


11.11 ® 

Determiner le sens de variation des suites definies par : 


k = 1 


a)«„ = f] l-^)ou n 6 


, , ln ( n ) - . , 

b) v n = ou n > 3, 

n 

c) Wo = a 6 R et Vn 6 N, w n+ i = w t 




11.12 

Pour chacune des suites, determiner si elle est majoree, mi- 
noree, bornee : 

a) u„ = -ii 2 + n. 


b) v n = In 1 + 


c) w n 


(-1)"\ exp( -07) 


xp( Vn + 1) 


ex p(-^)- sin (n+ 1) 


In (3 + cos(n)) 
Recherche de limites 


11.13 

Soient (u „) ne n une suite de limite nulle et (u„)neN une suite 
bornee. Montrer que u„v„ — > 0. 

n —*+ oo 

11.14 

Determiner la nature et la limite eventuelle des suites de 
termes generaux : 

a) u„ = Vn 2 + 3n + l - Vn 2 + 2n + 1 

2 n 

b) Vn = 3""T2" 

n 1 

c) W n = V — 

ti y" 

n\ 

d) r„ = — 

n" 

e) s„ = -2ir + n 2 cos(3 n) 

( /_ \ \ n \ \ 

J + — tan (sin(n 2 - n + l)j 

11.15 ® 

On considere la suite (m„)„(=n* definie par : 


Vn 6 N*, u. 


" “ S n 2 


n n 

+ — + • ■ ■ + 


+ & n 2 + 1 n 2 + 2 


n 2 + n 


Demontrer que converge et determiner sa limite. 


11.16 Serie harmonique 

Pour tout n 6 N", on pose : H„ = ^ . 

La suite (//„)„£»* est appelee serie harmonique. 

a) Determiner le sens de variation de (H n ) ne n*. 

, 1 

b) Demontrer que : Vn 6 N , H 2 ,, - H„ > — . 

c) En deduire la nature et la limite eventuelle de {H„) ne n* . 


11.17 © 

On pose u 0 > 0 et, pour tout n 6 N : 

U n +\ — V^O II 1 + ■ ■ ■ + LI, , 

a) Verifier que la suite («„)ne n est bien definie et a valeurs 
positives. 

b) Montrer que n„ — » +<x>. 

n — >+00 

■ Suites adjacentes 


11.18 

Soient (n„)„ eN et (v n ) ne n les suites definies par : 

M/1 + 1 = ~^(2.U n + V n ) 

Vn + 1 = T ( Hn "t" 

O 

a) On pose : Vn 6 N, a„ = -(«„ - v„). Montrer que (a„)„ G N 
est une suite geometrique. Calculer a„ en fonction de n pour 
tout n 6 N et donner la limite de (a„) n eN- 

b) Demontrer que (m„)„ £ n est decroissante et (u„)„ £ n crois- 
sante. Que peut-on en deduire a l’aide de la question prece- 
dente ? 

c) On pose : Vn 6 N, b„ = -(«„ + 2v„). Montrer que (b„) ll£ N 
est constante. En deduire la limite de (m„)„ g n et (e„)„<=N- 


11.19 Moyenne arithmetico-geometrique © 

Soient a et b deux reels positifs tels que a b. Soient (fl„) ne N 
et {b„)ne n l es suites definies par : 

U = a (°"+i = 

l et Vn e N, f 1 

[ b ° = b \b n+ i = ~{a n + b n ) 

a) Montrer que, pour tout n 6 N, les reels a„ et b„ sont bien 
definis et verifient 0 < a„ < b„. 

b) En deduire que (a n ) n£li et (b n ) n£ N sont adjacentes 
(leur limite commune est appelee moyenne arithmetico- 
geometrique de a et b). 

c) Ecrire un programme PASCAL demandant a l'utilisateur 
a, b et n et affichant a l’ecran a„ et b„. 
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11.20 Constante d’Euler 

Pour tout n e N*, on pose : 



a) Demontrer que : V.v 6] - 1, +oo[, ln(l + x) < x. 

b) A l’aide de l'inegalite precedente, prouver que (zz„)„ £ m* et 

sont adjacentes. On note y leur limite commune (y 
est appelee constante d’Euler). 

c) Ecrire un programme PASCAL demandant a l’utilisateur 
un reel strictement positif e et affichant a l’ecran une valeur 
approchee de y a e pres. 

11.21 Utilisation de la dichotomie pour calculer une va- 
leur approchee de la solution d’une equation ® 

a) Etablir le tableau de variations de la fonction / definie sur 
R par : f(x) = xe x . 

b) Demontrer qu’il existe un unique reel t tel que f({) = 1 et 
que 0 < £ < 1. 

c) Construire a l’aide du precede de dichotomie, deux suites 
adjacentes (zz„)„ eN et (i> n )neN convergeant vers l et de termes 
initiaux : z/o = 0 et zq = 1. 

d) Ecrire un programme PASCAL demandant a l’utilisateur 
un reel strictement positif e et affichant a l’ecran une valeur 
approchee de l a e pres. 

■ Exercices utilisant la definition de la limite 

11.22 © 

a) Demontrer que toute suite convergente est bornee. 

b) Prouver a l’aide d’un contre-exemple qu’une suite bornee 
n’est pas necessairement convergente. 

11.23 ® 

Soit (z/„)„<=h une suite de reels positifs et i un reel positif tels 
que — * C. 

n— »+oo 


a) Si C < 1, montrer que u„ — » 0. 

n— »+ oo 

b) Si t > 1, montrer que u„ — » +oo. 

n— >+oo 

c) Si ( = 1, donner un exemple oil u„ — * 0 et un exemple 

n— »+ oo 

OU u n — > +oo. 

n^+oo 

■ Partie entiere. Borne inferieure ou superieure 

11.24 

a) Montrer que si x et y sont deux reels positifs alors 
UJ x \y\ < \_xy\. 

b) Montrer que si x et y sont deux reels negatifs, alors 

Uz/J < L-rJ x Lz/J- 

c) Que peut-on dire lorsque x et y sont de signes opposes ? 


11.25 

Soit x 6 R. Pour tout zz 6 N, on pose u„ 


|_10"xJ 
10 " ' 


a) Expliciter les 4 premiers termes de la suite (u„)„ eN dans le 
cas particular oil x = n (on rappelle que n ^ 3, 14159265). 

b) On revient au cas general. Montrer que (u„)„ e n est une suite 
de rationnels et qu’elle converge vers x. 


11.26 


Pour chacun des ensembles suivants, determiner s’il admet 
une borne inferieure, une borne superieure, un minimum, un 
maximum. 


a) A = 

H£)I b6N *] 

b)B = 

{-v 6R| [.rj = 2), 

c)C = 

| n m | (zz, m) 6 N 2 }, 

d)D = 

( 


\x- + ij 2 \ 

11.27 

© 


Soit A une partie de N. Demontrer que A admet un minimum 
si et seulement si A est non vide. 
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Exercices d’approfondissemeirt 


11.28 Theoreme de Cesaro 

Soit (u n )„ e fF une suite convergeant vers un reel C. Pour tout 
1 " 

n 6 N*, on pose v„ = — ) iik et on cherche a montrer que 

n ti 

(v n )new converge elle aussi vers L 

1) On etudie d’abord le cas particulier ou est decrois- 

sante. 

a) Montrer que (t)„)„ e tj. est minoree par C. 

b) Montrer que {v„) n m- est decroissante et en deduire qu’elle 
converge vers un reel £’ verifiant £’ > C. 

u„ + v„ 

c) Montrer que : V/7 e N , Vi n < . En deduire que 

v n ^(. 

n— »+oo 

2) On revient desormais au cas general et on ne suppose plus 

decroissante. 

a) On suppose que C = 0. Montrer que pour tout e > 0, il 
existe un entier /7o e N tel que pour tout n /to + 1 : 

I "0 

1 v-i , n — n o e 

Kl < - > . M + x T 

n n 2 

K=1 

j «0 

En remarquant que — > |u&| — > 0, en deduire que 

Yl £—1 n— >+oo 

k= 1 

u„ — » 0. 

n— »+oo 

b) Etudier le cas general oil £ est un reel quelconque. On 
pourra considerer la suite (u n - €) n £ n* . 

11.29 d’apres oral ESCP 2008 

Si u et v sont deux suites reelles, on appelle produit de convo- 
lution de u et v la suite w = u * v = («j„)„ eN definie par : 


V/t 6 N, w n = ^ 7 


1) Soient a et b des reels fixes. On pose, dans cette question 
uniquement : 

a" b" 

in 6 N, u„ = — et v n = — . 

77 ! 77 ! 

Determiner le produit de convolution w = u ★ v des suites u 


2) On suppose que u et v sont deux suites convergentes. 
Le produit de convolution u ★ v est-il necessairement 
convergent ? 


3) On suppose, pour cette question seulement, que u = 

I — I , et que la suite v est decroissante de limite nulle. Soit 

V 2" /„ e N 

w leur produit de convolution. 

a) Montrer que, pour tout (n, m ) 6 N 2 tel que n < m, on a : 

m 

^ ^ 7 tk ^ 7 l n . 
k=n+l 

b) Montrer que, pour tout // 6 N*, on a : 

w 2n < V 0 u„ + 2v„ et U)2n+ 1 < V 0 U„ + 2v„+l 

c) En deduire que le produit de convolution w converge, et 
preciser sa limite. 

4) On suppose que u = (( _ t)) > et fi ue su i te v est 

V ^ / „ eN 

croissante de limite nulle. Soit w leur produit de convolution. 
Montrer, a l'aide de la question precedente, que la suite w 
converge, et preciser sa limite. 


11.30 © 

Soit (a„)„ e n une suite croissante telle que a 0 = 1. On pose : 
V/7 6 N\ b„ = V (l - 

\ cib / Cli, 


1 a) Montrer que, pour tout k e N*, on a : 


\ ) &k &k— 1 &k 

b) En deduire que, pour tout n 6 N*, on a : 0 < b„ < 1. 

c) Montrer que (£>„)„ £ n* converge et donner un encadrement 
de sa limite. 

d) Soient t = lim b„ et p 6 N*, montrer que : 

n— >+oo 

l 

0<£-b„< — . 

a p 

2 a) Soit q e]l,+oo[. On suppose dans cette question et la 
suivante que. pour tout n 6 N, a„ = q". 

Soit n 6 N*, calculer b„ en fonction de q et //. 

b) En deduire la limite de (b„)„ e ®*. 

c) Soit c e [0, 1[. Montrer qu’il existe une suite (a„)„ £ N pour 
laquelle la suite (fo„)„ e N* converge vers c. 

d) Peut-on trouver une suite (a„)„<=N pour laquelle la suite 
(b„)„e n* converge vers 1 ? 
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Gene ralites sur les suites reelles 


TESTS & EXERCICES 


Indications 


11.11 a) Determiner le signe de u„, puis comparer — — 

U n 

avec 1. 

, ln(x) 

b) Etudier la fonction x sur [3, +oo[. 

x 

c) Determiner le signe de u>„+i - u>„ en fonction de celui de a. 
11.15 Encadrer u n en faisant intervenir le plus petit terme 
et le plus grand terme de la somrne. 

11.17 a) Raisonner par recurrence, 
b) Etablir et exploiter la relation : 

7 fl £ N , ( | = L{~ + lt n . 

11.19 a) Raisonner par recurrence. 

b) Montrer que (a„)„ e N est croissante et que ( b „) ne ^ est de- 
croissante. Ensuite, montrer que les deux suites convergent. 
Enfin, prouver qu’elles ont meme limite, et en deduire 
qu'elles sont adjacentes. 

11.21 b) On commencera par montrer qu'il existe un unique 
£ s [— l,+oo[ tel que f(£) = 1, puis que f(x) = 1 n'a pas 
de solution sur ] - oo,-l[. Pour conclure, on calculera /( 0) 
et /(l). 

c) Construire par recurrence, en suivant le precede de di- 
chotomie, les suites (zz„)„ £ n et (r„)„ e N telles que Vn 6 N, 
0 < u„ < £ < v„ . 


11.22 a) Montrer d’abord qu’il existe no e N tel que 
Vn > n 0 , ( — 1 < u„ < £ + 1, ce qui prouvera que la suite 
est bornee a partir du rang no- II restera alors a prendre en 
compte les premiers termes uo, u i, . . . , u„ 0 _i. 

11.23 a) Montrer qu’il existe a < 1 tel que u„ < a" a partir 
d’un certain rang. 

c) On peut chercher u„ sous la forme u„ = exp(y„), en remar- 
quant que -01^ sera alors egal a exp(^). 

11.27 Lorsqu’on suppose A non vide, on montrera dans un 
premier temps que A admet une borne inferieure m, puis on 
pourra raisonner par l’absurde en supposant m £ A et en en 
deduisant qu’il existe n 6 A tel que m < n < LmJ + 1. 

11.30 1) c) Utiliser le theoreme de limite monotone. 

d) Montrer que : Vn > p, 0 < b n - b„ < — . 

a p 

2) dj Montrer que £ < 1. On etudiera d’abord le cas ou (a„)„ e N 
est constante. Dans le cas ou (a„)„ £ n n’est pas constante, il 
existe p 6 N* tel que < a p et on montrera alors que 
1 1 

b p < . 

&o Clp 
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CORRIGES 


Gene ralites sur les suites reelles 


11.1 


a) Une suite est non croissante lorsqu’il existe n 6 N tel 

que u n > u n j \ . 

b) Une suite (w „)„ e n est non majoree lorsque, pour tout M e R, 
il existe n 6 N tel que u n > M. 

c) Une suite (i/„)„<=m est non bornee lorsqu’elle est non majoree 
ou non minoree, c’est-a-dire lorsque. pour tout M e R, il existe 
n s N tel que u n > M ou lorsque, pour tout m 6 R, il existe 
n s N tel que u„ < m. 


11.2 


• si q 6] - 1, 1[, on sait que (q") ne n converge vers 0. 

• si q = 1, la suite (q n )„ e if est constante egale a 1. Elle converge 
done vers 1 . 

• si q > 1, on sait que (q n )„ e n diverge et tend vers +<x>. 

• si q = -1 alors V/z 6 N, q 2 " = 1 et q 2n+1 = -1. Done (q ") ne n 
diverge et n’a pas de limite. 

• si q < - 1 alors q 2 > 1 . 

Done d’une part q 2 " = (q 2 )" — > +oo et d' autre part 

n—>+oo 

q 2n+1 = q x ( q 2 )" — > -oo. Done (q n ) n m diverge et n’a pas 

ft— > 4 -oo 

de limite. 


La limite d’une suite convergente de reels stricte- 
ment positifs est un reel positif ou nul. En effet, les inegali- 
tes strictes ne sont pas conservees par passage a la limite : les 
inegalites strictes deviennent larges par passage a la limite. 


/ =]0, +oo[ est un intervalle ouvert contenant V, 
done, par definition de la limite, on a a partir d’un certain rang : 
u„ € I, c"est-a-dire //„ > 0. 


11 11 
- — > 0 et - + — 

n z ft— >4-co fl n— >4-oo 


0, le theoreme d’en- 


cadrement permet done de montrer que ( u „)„ £ n converge vers 0. 
Le theoreme de passage a la limite ne peut pas etre utilise ici, 
puisque pour appliquer ce theoreme, il faudrait savoir a priori 
que («„)„ sN converge. 

Le raisonnement est faux car on introduit la limite 
f € Rde (u„)„en sans avoir montre que cette suite etait conver- 
gente. 


a) Posons : Vn 6 
V« 6 N*. u„ ^ 0. 


u„ = — . On a u n — * 

Yl n—*+co 


0 et pourtant : 


b) Il suffit de choisir des suites adjacentes. Posons, par exemple, 

1 1 

pour tout n 6 N*, u„ = — et v„ = -. Alors {u„)„e n* est crois- 
n n 

sante et 'in 6 N, u„ < v n et pourtant n’est pas croissante 

(elle est strictement decroissante). 

c) Posons : V/7 6 N*, u„ = ln(/j). 

On a u„ + i - u„ = In ( ] = In ( 1 H — ] — > 0 et pourtant 

\ n ) \ n ) n~>+oo 

(u „)„ £ n* diverge (elle tend vers +oo). 


d) Posons, pour tout n pair : u n = n et v„ = 0, et pour tout n 
impair : u„ = 0 et v n = n. On a alors Vn e N, u„ + v„ = n done 
u n + v„ — * +oo. Pourtant V/7 6 N, 772n+i = 0 done (u„)„ e tf ne 

>+00 

tend pas vers +oo et Vn e N, V 2 n = 0 done (v n ) n <=^ ne tend pas 
vers +oo. 


11.0 


a) VRAI : la definition avec les e > 0 de \u„\ — > 0 et celle de 

rt— > 4 -oo 

u„ — > 0 sont identiques. 

n— > 4 -oo 

b) FAUX : par exemple |(-1)"| — > 1 pourtant la suite 

n— > 4 -oo 

((-1)")»£N diverge. 

1 2 

c) FAUX : posons V/i 6 N*. u n = - et v„ = -. On a bien 

n n 

V/7 6 N*. //„ < v n et par ailleurs v„ — > 0, mais pourtant : 

ft— > 4 - co 

V/7 e N*, u„ > 0. 

d) VRAI : si est croissante alors, pour tout n 6 N, 

u„ > uq . Done (//„)„ £ n est minoree par uq. 

e) FAUX : la suite definie par u„ = ln(/7) verifie la condition, 
mais elle n’est pas majoree puisqu’elle tend vers +oo. Un majo- 
rant de (i/„)„<=N devrait etre constant par rapport a n, autrement 
dit 77 ne devrait pas apparaitre dans son expression. 

0 FAUX : (/7„), ie n converge d’apres le theoreme de limite mo- 
notone car elle est decroissante et minoree, mais sa limite n’est 
pas necessairement 0. Par exemple, la suite de terme general 
1 

u„ = 1-1 est decroissante et minoree par 0, mais elle 

n+1 F 

converge vers 1. 

g) FAUX : l’ecriture sin(/t + a") — > sin ( 77 ) n’a aucun sens 

ft— >4-00 

puisque la limite d’une suite (//„), ie n ne peut pas dependre de 
1’ indice n. 

h) VRAI : pour tout n e N, on a u„ = (u n - v n ) + v„. Or 
u„ - v„ — > 0 et v„ — > V 6 R done les operations algebriques 

ft— > 4 -co ft— >4-00 

sur les limites affirment que u„ — > l. 

ft— >4-00 


11.9 


1) Reponse b). 

2) Reponse c). 

Une suite (z/„)„ e M verifiant u\ = 2 et 112 = 1 est non-croissante 
puisque tq > u 2 . Il est impossible de dire si elle est decroissante 
ou bornee en ne connaissant que deux de ses termes. 

3) Reponse b). 

4) Reponse a). 

(Un)n <£ n et (WnjneN etant majorees. il existe deux reels Mi et 
M 2 tels que V/7 6 N, u„ < Mi et v„ < M 2 alors V// 6 N, 
ii, , -(- v n ^ M 1 + M 2 . 

Les deux autres reponses sont fausses : par exemple les suites 
de termes generaux u n = -1 et v„ = —n sont majorees par 0, 
mais ii,, -«„=«- 1 — > +cx> et u„v„ = n — > +00 done ni 

ft— >4-00 ft— >4-00 

( U n ^ft)«eN> HI (^ft^ft)neN n CSt IT13jor6C. 
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Ger leralites sur les suites reelles 


CORRIGES 


11.10 


a) La suite de terme general u n = — est croissante et majoree 

n 

(par 0 ). 

b) Posons Vn 6 N*. zz„ = 

1 " 1 

On a U 2 „ ~ 7 0 et uin+i 3 t * Odonc ( n n LeH 1 

In /i— >+oo Zn + 1 77 - 7+00 

converge vers 0. 

Par ailleurs, pour tout n E N*, U 2 „ > U 2 n +i et U 2 „+ 1 < ii 2„+2 done 
la suite n'est ni croissante, ni decroissante. 

c) Posons V/? e N, u„ = (- 1 )"n. 

On a i/ 2 /i = 2 n — > +oo done (u n ) ne n n’est pas majoree. Par 

n—>+oo 

ailleurs, z/ 2 „+i = -(2 n + 1) — > — oo done (z/„)„ e N n’est pas 

n—>+oo 

minor ee. 

d) Posons Vtt e N, u n = n + (-1)”. 

Pour tout n eN, u n ^n- \ or n-l — > +oo done par compa- 

71 — » + 0O 

raison, zz„ — > +oo. 

71—7 + 00 

De plus, pour tout n E N, zz 2 „ = 2n + I et zz 2 „+i = 2 n done 
u 2 n > u 2 n+i done (u„)„ e ff n’est pas croissante a partir d’un cer- 
tain rang. 


a) Determinons d'abord le signe de //„. Pour tout 1 E N', on a 
3 k 2 - 3 

I — — = — — — . Cette quantite est strretement negative lorsque 
k- k- 

k = 1 et strictement positive lorsque k> 2. Done z/„ est un pro- 
duit de n facteurs dont un est strictement negatif, et les autres 
strictement positifs. D'ou : Vn 6 N, u„ < 0. 

z//i/_i 3 

Par ailleurs, pour tout n E N, = 1 


Ainsi 


(n + l) 2 


< 1 done 


(//„)„ eN . est strictement croissante. 


b) Etudions / : x 


— — sur / = [ 3 ^ +oo[. / est derivable 
1 - ln(jc) 

sur / et Vx 6 I, f (x) = + . f (x) est done du signe de 

x 2 

1 - ln(jc). Or pour tout x e I, on a x > e (car e - 2,7) done 
ln(x) > ln(e) = 1 . 

Ainsi Vx 6 /, f{x) < 0 done / est strictement decroissante 
sur I. 

On en deduit que Vn > 3, f(n + 1) < /(n) ce qui signifie que 


est strictement decroissante. 


c) Pour tout n e N, u>„+i - w„ = MUsin^^-) - 1). 

• Determinons le signe de w„ : on va montrer par recurrence 
que pour tout n 6 N, w„ a le signe de Wq = a. 

• la propriete est vraie au rang initial. 


soit n 6 N, supposons que w„ est du signe de a, montrons 

^ It 71 

que w „+ 1 est egalement du signe de a. On a e]0, — J 


done sin 


m (^) 


> 0 . 


Ainsi w n+ i = w„ s ' n ( 37 +r) est m eme signe que w„, e’est- 
a-dire que a. 

• Determinons maintenant le signe de sin|^-j-j - 1. Pour 

7T JT 7T 7T 

tout n 6 N, on a elO, —1 done 610, — f et ainsi 

’ ^n+1 J ’ ^ J 3 n+1 2 

sin ( + ) < 1. Done sin ( r ) - 1 < 0. 

\3" + i / \3 " +1 / 

On en deduit que, pour tout n 6 N, w „+ 1 - w„ est du signe 
oppose a celui de a. D’ou : 

si a > 0 , (WtiLien est strictement decroissante ; 
si a = 0 , (w„)„en est constante egale a 0 ; 
si a < 0 , (iu„)„en est strictement croissante. 


a) Pour tout n e N, //„ = -n(n - 1). Or on a —n — > -oo et 

n — >+00 

n— 1 — * +00 done u„ — > -oo. Ainsi : 

n—>+ 00 n— »+oo 


(u,i) ne N n'est pas minoree, et done pas bornee. 


En revanche, uq = 0 et pour tout Vn 6 
//„ = -n(n — 1) < 0. Par consequent : 


n - 1 > 0 et done 


(«„)„en est majoree par 0. 


1 (-1)" 3 

b) Pour tout n 6 N, on a — < 1 h — - — < — done par croissance 

2 2 2 

de la fonction In sur ]0, +00 [, il vient : 

1 (-1)" 3 

ln(-) < ln(l + — ) < ln(-). 


Par ailleurs, V” < Vn + 1 done par croissance de l’exponen- 

— , exp( V«) 

tielle 0 < exp( yn) < exp( vn + 1) et ainsi 0< < 1. 

exp( Vn + 1) 

exp( Vn) 


Done -1 < 

exp( Vn + 1) 

Finalement, Vn E 


< 0. 


1 3 

In(-) - 1 < v„ < ln( -). Ainsi 


(fnjneN est minoree et majoree, et done bornee. 


. u , T I 1 I exp(-l/n 2 )| + | sin (n + 1)| 

c) Vn € N, \w n \ < —— — . 

| ln(3 + cos(n))\ 

Or 0 < exp(— 1/n 2 ) < 1 car -1/n 2 < 0 et de plus | sin(n+ 1)| < 1. 
Par ailleurs, 1 < 2 < 3 + cos(n) done par croissance stride 
de In, on a : 0 = ln(l) < ln(2) < ln(3 + cos(n)) done 
1 1 


| ln(3 + cos(n))| ln(2) 

2 

Ainsi Vn 6 N, |u>„| < . Done : 

ln(2) 


(ui„)„en est bornee, done minoree et majoree. 


(tOneM etant bornee, il existe M E 1 tel que : 
Vn E N, 0 < |n„| < M. Alors pour tout n E N, on a 
0 < \u„v„\ < M\u n \. Or //„ — » 0 done M\u„\ — » 0, puis, 

n—>+ 00 n —*+ 00 

d'apres le theoreme d’encadrement, u„v„ — * 0. 
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CORRIGES 


Gene ralites sur les suites reelles 


Attention : Notons mi et m 2 des reels tels que : Vn G N, 
mi < < m 2 . Pour en deduire un encadrement de u n v n va- 

lable pour tout n G N, il faudrait supposer (u„)„en de signe 
constant, ce qui n'est pas le cas a priori. Par exemple, pour en 
deduire : Vn G N, miu n < u„v„ < m 2 u n , il faudrait supposer : 
Vn G N, u n > 0. 


11.14 


a) En multipliant et en divisant u„ par la quantite conjuguee 
Vn 2 + 3n + 1 + Vn 2 + 2n + 1, on obtient : 

n 

Vn G N, u„ = — ^ — 

Vn 2 + 3/; + 1 + Vn 2 + 2/7+1 


En divisant numerateur et denominateur par n, il vient : 
u n = ( Vl + 3 In + 1/n 2 + Vl +2/n + 1/n 2 )” 1 . 

Or 1 + 3/n + 1/n 2 — » 1 et 1 + 2/n + 1/n 2 — > 1 done 


(«n)neN converge vers i. 


b) En factorisant le numerateur et le denominateur par 3", on 
1 - (2/3)" 2 

obtient : Vn G N, v„ = — Or - g] - 1, 1[ done 

1 + (2/3)" 3 

(2/3)" — » 0 et par suite : 


(v„)ne¥! converge vers 1. 


c) Vn G N*, w n = n x — — = Vn done : 

Vn 


(«j„)neN* diverge et tend vers +oo. 


1 

x • • • x - . Tous les 
n 


. n n — 1 n — 2 

d) Vn G N , r n = - X x 

n n n 

facteurs sont compris entre 0 et 1. Done en majorant cha- 

cun des n facteurs, a l’exception du dernier, par 1, il vient : 

Vn 6 N*, 0 < r„ < Or - — * 0, done par encadrement, on 

n n n-*+<» 

en deduit que : 


(r„)„eN converge vers 0. 


e) Pour tout n G N, on a cos(3n) < 1 et par consequent 
s n < -2 n 2 + n 2 = -n 2 . 

Or — n 2 — * -oo. On en deduit par comparaison que 

n—*+oo 


(s n )neN diverge et tend vers -oo. 


(- 1 )" 


1 1 

= -.Or - — > 0 done 

Yl Yl n —*+ oo 


f) Pour tout n 6 1 
(- 1 )" 

— » 0. Or cos est continue en 0, done par compost- 

Yl n —*+ oo 

(- 1 )" 

tion des limites, on obtient : cos( ) — > cos(0) = 1. 

Yl n —*+ oo 

Par ailleurs, Vn G N*, - 1 < sin(n 2 - n + 1) < 1 done par crois- 
sance de la fonction tan sur ] - n/2, tt/2[, il vient : 
11, 1 
— tan(-l) < — tan(sin(n - n + 1)) < — tan(l). 


Or 1 


0, done par encadrement, 


— tan(sin(n - n + 1)) — » 

Yl 1 n -*+ oo 


o. 


Les operations algebriques sur les limites permettent alors de 


conclure que (t„) ne N . converge vers 3. 


Soit n g N*. On a : 

V£ G Jl,nJ, 0 < n 2 + 1 < /7 2 + k < n 2 + n. 
n n n 

Done 






n 2 + n n 2 + k n 2 + 1 
En additionnant ces inegalites pour k 6 |[l,nj, on obtient : 


Vn G N*, — 

n- + n 
n 2 1 

Or 


^ Un ^ 


n 2 + 1 


n 2 + n l + i 


— » 1 et -z — - 

n—*+oo n + i 


l + ± 


1 done 


par encadrement (u„) neN * converge vers 1. 


Attention : Pour tout k 6 [I,/?], — — - — > 0, pourtant 

H 1 + k n->+oo 

(u„)„ e n* ne converge pas vers 0. En effet, u„ est une somme 
de n termes et pour appliquer le theoreme sur les operations 
algebriques, il faudrait que le nombre de termes soit constant, 
e’est-a-dire ne depende pas de n. 


a) Vn 




H„ = 


1 


n + 1 


0. Ainsi 


(V/„)„ £N . est strictement croissante. 


b) Soit n G N*, on a H 2n 


2 n . 

-"■=Z ■ 


k=n + 1 ‘ 

, 1 1 

Or pour tout k e \ [n + 1, 2/i|, on a — > — . 

k 2 yi 

Done H ln - H n > V — = yi x — = 

^2 yi 2yi 2 

k=n + 1 

c) (H n ) ne u* etant croissante, elle est soit convergente, soit diver- 
gente de limite +oo. Supposons qu’elle converge vers un reel (. 
Alors H 2n — * ( et ainsi H 2 „ - H„ — * 0. 

n—*+ oo n—*+oo 

En passant a la limite dans l'inegalite obtenue a la ques- 
tion precedente, il vient 0 > ce qui est absurde. Done 


(//„)„ eN » diverge et tend vers +oo. 


Rappel : dire qu'un reel est positif signifie qu’il est 
positif ou nul. 


a) Montrons par recurrence forte que, pour tout n G N, u n est 
bien defini et positif. 

• u 0 est bien defini et positif par hypothese. 

• Soit n G N, supposons que Uq,Ui, ...,«„ sont bien defi- 
nis et positifs et montrons que u„ + i est defini et positif. On a 
uq + Ui -t- * ■ * + u n 0. Done u n+ 1 = uq 4~ it | -t- • • • + u n est bien 
defini et positif. 

b) Pour tout n 6 N, u 2 +1 = u 0 + ui + ■ ■ ■ + u„. Done pour tout 
n G N*, u 2 = Uo + Ui + ■■■ + u n -i. On en deduit que, pour tout 
n 6 N*, on a : 

U~ + i = (l/o + • • • + u„- 1) + u n = u 2 + u n . 

Or les «„ sont positifs, done pour tout n G N*, on a « 2 +1 > u 2 , 
done \u n+ 1| > \u„\ done u„+i > u n . 
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(3er leralites sur les suites reelles 
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La suite (w„)„ eN est done croissante a partir du rang 1. D’oit : 
soit elle admet une limite finie soit elle tend vers +oo. 
Raisonnons par l’absurde pour montrer qu’elle tend vers +oo : 
Supposons que ( M„)neN converge vers i e R, alors en passant a 
la limite dans la relation u 2 n+l = u 2 „ + u„, il vient : V 2 = b 2 + C 
done { = 0. 

Or la croissance de la suite donne pour tout n 6 N* : 
u„ ^ u\ = \[uq > 0. Par passage a la limite t > ^/uo > 0 
ce qui est une contradiction. 

Done u„ — > +oo. 

n— >+oo 


11.13 


a) Pour tout n 6 ' 


, on a : 

i+i — . ,, i 3/i,, 

to 


"3 Vn) ^ • 


1 

Done (a„)„ e N est geometrique de raison — . 
Comme a o = 1, on en deduit que Vn 6 N, a„ = 
Enfin — 6] — 1, 1[ done a„ — > 0. 

2 n— H-oo 



b) Pour tout n 6 N, on a d’une part : 

1 

U/i+l Un 1 W« + n n ) Cl n 0. 

Done (n„)„ e N est decroissante. 

D'autre part v n+1 - v„ = ~(u n - v n ) = -a„ > 0. 

o z 

Done est croissante. 

Enfin, u„ - v„ = 3a„ — * 0. On en deduit que 

n—*+oo 


(u„),i£n et (u„),ign sont adjacentes 
ont meme limite. 


Done elles convergent et 


c) Pour tout n 6 N, on a : 

*«+i = ^(3 u„ + 6u„) = b„. 

Done (b, ,)„ £ n est constante. Or b 0 = -(6 + 2x3) = 4. Done : 
Vn 6 N, b„ = 4. 

En appelant i la limite commune de (u„)„ £ n et (d„)„ £N , on a 

1 

b n = ir(w„ + 2u„) — > Par unicite de la limite, il vient f = 4. 

3 rt— > + co 


11.19 


a) Montrons par recurrence que, pour tout n s N, on a la 
propriete suivante, notee P(n) : a„ et b n sont bien definis et 
0 < a„ < b„. 


• P{0) est vraie car 0 < a < b. 

• Soit n 6 N. Supposons P(n) et montrons P(n + 1). 

Par hypothese de recurrence, a„ et b„ sont definis, done 

b ll+ 1 = —{a„ + bn) egalement; a„ et b„ sont de plus positifs, 

done la racine carree a „ + 1 = V a„b„ est definie et a „ + 1 et b „ + 1 
sont positifs. 

Par ailleurs, b„ +l -a„ +l = - (a n + b n - \/a„b n ) done b n+ , - a n+ , = 
~(V^L _ V^n) 2 > 0. Done a„ + i < b„ +1 . On a bien demontre 


P(n + 1). 


En conclusion, pour tout n 6 N, les reels a„ et b„ sont bien 
definis et verifient 0 < a„ < b„ . 

b) • Pour tout n 6 N, on a 0 < a„ < b„ done 0 < a 2 < a„b„ puis 

a„ < Par consequent, on a : Vn 6 N, a„ < a n+ \, done 

(a„)„en est croissante. 

Vn 6 N, b „ + 1 - b„ = \(a n - b „ ) < 0. Done (bn)nets est decrois- 
sante. 

• On a : Vn 6 N, a„ < b„, mais ( b „)„ e ^ est decroissante done 
Vn s N, b, , < bo- Done (a„)„<=N est majoree par bo , et elle est de 
plus croissante. D'apres le theoreme de la limite monotone, on 
en deduit que (a„)„ £ u converge. 

De meme Vn 6 N, do < a„ < b n , done (b n )„ £ w est minoree par 
Oq, et elle est de plus decroissante, done elle converge. 

• Notons 6 la limite de (a„)„ £ N et C celle de ( b n ) ne u- On a : 

Vn 6 N, b n+ 1 = ~(a„ + b „ ). Or b„ +1 — > f et ~(a„ + b n ) — > 

2, n—>+ oo 2 n -^>+ oo 

l , l 

-(( + {)■ Done par unicite de la limite, on a : ( =—(€ + €), 

d’oti : i = l' : les suites (a„)„ £ N et (£>„), I£ h ont meme limite. 

• On en deduit que a n - b„ — > 0. Or une des suites est crois- 

n — >+oo 

sante, et l’autre est decroissante. Par consequent, les deux suites 
sont adjacentes. 

c) Dans le programme ci-dessous, pour chaque valeur de 
k 6 [l,n]|, on calcule a ^ et b k et on attribue ces valeurs aux 
variables a et b. Comme on calcule a k en premier, la variable 
a contient a k au moment ou on veut calculer b k . Or pour ce 
calcul, on a besoin de a k _ l5 e’est-a-dire l’ancienne valeur de la 
variable a. Afin de resoudre cette difficulte, on memorise l’an- 
cienne valeur de a dans la variable aa. 

VAR a , b , aa : REAL ; k,n: INTERGER; 

BEGIN 

WRITE (’Entrez a, b et n’); 

READLN (a , b , n) ; 

FOR k: =1 TO n DO 
BEGIN 
aa:=a; 

a:=SQRT(a*b) ; 
b:=(aa+b)/2; 

END; 

WRITE (’a_n= ’,a,’ et b_n= ’,b); 

END. 


11.20 


a) On definit la fonction / par : 

V.t e] - 1, +oo[, f(x ) = x - ln(l + x). 
f est derivable sur ] - 1, +oo[ comme somme de fonctions qui 
le sont, et V.t e] - l,+oo[, f (x) = j^-. D'oii le tableau de 
variations de / : 
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On en deduit que : Vjc e] - l,+oo[, /(a:) > 0, c’est-a-dire 
Vx e] - 1, +oo [, ln(l + x) < x. 

b) Pour tout n € N*, on a : 

1 1 n 

u n +i - u n = - ln(n + 1) + In («) = + ln( -) 

n + 1 n + 1 n + 1 

d’ou m„ + i - «„ = 1 - ln(l ). En appliquant la ques- 

n + 1 n + 1 

tion precedente avec x = — il vient u n+l - u„ < 0. Done 
(u„) ne n* est decroissante. 

Ensuite, pour tout n 6 N*, on a : 

1 I n+\ 

v n+ \ —v n = ln(n + 1) + ln(n) = ln( ) 

n n n 

d’ou v n +i -v n = ln(l + -). 

n n 

En appliquant la question precedente avec x = A, il vient 
v n+ i - v n > 0. Done (u„)„ e N* est croissante. 

Enfin v n - u n = — — * 0. 

n n — »+oo 

Done (u„)„ e n* et (f;/)neN* sont adjacentes. 


c) D’apres le cours, pour tout n 6 


Ilf, + V,, 


est une valeur 


approchee de y a — — - pres. On va done calculer les termes 

successifs des deux suites tant que — - > £■ Remarquons 

que iii = 1 et ui = 0. 

VAR u , v , s , eps : REAL ; n:INTERGER; 

BEGIN 

WRITE (’Entrez epsilon’); 

READLN(eps) ; 

u:=l;v:=8;s:=l;n:=l; 

WHILE (u-v)/2 > eps DO 
BEGIN 
n:=n+l; 
s :=s+l/n; 
u:=s-LN(n) ; 
v:=u-l/n; 

END; 

WRITE( ’Valeur approchee : ’ , (u+v)/2) ; 

END. 


b) / est continue et strictement croissante sur [-1, +oo[, de plus 
/(-I) = -1/e et lint/ = +oo. On sait done que pour tout 

+oo 

y 6 [-1/e, +oo[, l’equation y = /(x) admet une unique solution 
x dans [— l,+oo[. Or 1 6 [-1/e, +c»[ done il existe un unique 
{ 6 [-1, +oo[ tel que fit) = 1. 

D’apres le tableau de variations, on a par ailleurs : Vx 6 
] — oo, — 1[, f(x) < 0 done l’equation /(x) = 1 n’a pas de solu- 
tion dans ] — oo, — 1[. Done C est l'unique reel verifiant fit) = 1. 
Enfin, /( 0) = 0, /(l) = e > 1 et / est strictement croissante 
sur [— l,+oo[, done Vx 6 [— 1,0[, /(x) < 0 et Vx e]l,+oo[, 
f(x) > 1. Necessairement on a 0 < £ < 1. 

c) Construisons par dichotomie deux suites (u„)„ £ n et (u„)„ e N 
telles que : Vn 6 N, 0 < u„ < C < v„. 

• On pose uq = 0 et vq = 1, ainsi 0 < uq < t < Uo- 

• Soit n 6 N, supposons u„ et v„ construits tels que 

0 < u„ < V < v„ et definissons u n+I et u„ +1 . 
u„ + u n 

On pose c„ = — - — . On a c„ > 0. 

ler cas : si f(c„ ) < 1 alors f(c„) < f(f), or / est strictement 
croissante sur [0, +<x>[, done c„ < V. On pose alors u n+ i = c„ et 
v„+i = v„ ce qui permet d’obtenir 0 < u , l+ 1 < t < v„+i . 

y 



2nd cas : si f(c„) > 1 alors c„ > V. On pose alors u n + 1 = u„ et 
v„+i = c„. Ainsi 0 < u„+ 1 < i < v n+1 . 

Ainsi construites par dichotomie, les suites (m„)„ £ n et (u„)„ £ n 
sont adjacentes. Elies convergent done vers une meme limite p. 
Or Vn e N, u„ < C < v„. En passant a la limite quand n — » +oo, 
il vient : /r < C < fu. Done p = t et (u„) ne N et (v„)„eN convergent 
vers V. 

u n + v„ 

d) D’apres le cours, pour tout n 6 N*, — - — - est une valeur 


11.21 


a) / est derivable sur R en tant que produit de fonctions qui le 
sont, et pour tout x 6 R, /'(x) = (x + lie*, /'(x) est done du 
signe de x + 1. 

De plus, on sait que xe v — * Oetxe* — * +oo, d’ou le tableau 

x — > — oo x— »+oo 

de variations de / : 



v„ — u n 

approchee de C a — - — pres 
successifs des deux suites tant 
VAR u , v , c , eps : REAL ; 


. On va done calculer les termes 


que — - — > e. 


BEGIN 


WRITE (’Entrez epsilon’); 
READLN (eps) ; 
u: =0 ; v: =1 ; 

WHILE (v-u)/2 > eps DO 
BEGIN 


c:=(u+v)/2 ; 

IF c*EXP(c)<l THEN u:=c ELSE v:=c; 
END; 

WRITE(’Valeur approchee : ’,(u+v)/2); 
END. 
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11.22 


a) Soient {u„)„ e n une suite convergente et C sa limite. L'inter- 
valle \t — 1, { + 1[ est ouvert et contient l, done par definition 
de la limite, il existe n 0 6 N tel que : 

in > no, i-l<u„<i+l. 

Posons par ailleurs, m = min(i/ 0 , U\, . . . , n„ 0 _i) et 
M = max(z/ 0 , Wi , . . . , i/„ 0 _ i). On a alors : 

in 6 |[0, no - 1J, m < u„ < M. 

Ainsi, pour tout n 6 N, on a 

min(f - 1, m) < u„ max(f + 1, M) 

Done est bomee. 

b) La suite {(— l)")„ eN est bornee car, pour tout n 6 N, on a 
(-1)" = 1. Mais elle n’est pas convergente car U 2 „ — > 1 et 

n— >+oo 

U 2 n+i — > — 1, e’est-a-dire lim U 2 „ i lim t( 2 „ + i . 

n— >4-oo n— >4-oo n— >4-oo 


11.23 


a) t < 1, done il existe a e\l, 1[. L'intervalle ] -oo,o[ est ouvert 
et contient t, done par definition de la limite, on a 0 < a a 
partir d’un certain rang. De plus (zz „)„ e n est a termes positifs. 
Done par croissance de la fonction x i-> x" sur [0, +oo[, on ob- 
tient : 0 < u„ < a" a partir d’un certain rang. Or a e]f, 1[ done 
a fortiori a e] — 1, 1[ et par suite : a" — » 0. On en deduit par 

n— >4-co 

encadrement que z/„ — » 0. 

n— >4-co 

b) £ > 1, done il existe b e] 1, ([. L’intervalle ]b, +<x>[ est ouvert 
et contient {, done par definition de la limite, on a 0J]7 > b a 
partir d’un certain rang. Par croissance de la fonction ih/ 
sur [0, +oo[, on obtient : u„ > b" a partir d'un certain rang. Or 
b > 1 done b" — » +<x>. On en deduit par comparaison que 

n— >4-oo 

u n — > +oo. 

n— >4-oo 


c) • Posons : in e N, u„ = exp(- -07). On a - 07 —* -oo et 
lim exp = 0, done par composition z/„ — » 0. Par ailleurs : 

in e N*, 077 = exp(--^) = exp(-l/07). 
n 

Or -1/ 07 — * 0 et exp est continue en 0 done par composition 
des limites : 077’ — > 1. 

• Posons : in 6 N, u„ = exp(07). Ici, on a u„ —r +oo et 
077’ = exp(l/ 07) — > 1. 


On rappelle qu'on ne peut pas multiplier terme a 
terme des inegalites : si a < b et c < d, on n’a pas en general 
ac < bd. En revanche, si on a 0 < a < b et 0 < c < d, alors 
ac ^ bd. 


a) x et ij etant positifs, on a d'une part 0 < |_y| < x et d’autre 
part 0 < \_y\ < y. On en deduit que LxJ x \_y\ < xy. Or L.vJ x \_y\ 
est un entier (produit de deux entiers) et \_xy\ est par defini- 
tion le plus grand des entiers inferieurs ou egaux a xy. Done 

UJ x Lt/J < Yxyl 

b) x et y etant negatifs, on a d’une part L-rJ < x < 0 et d’autre 
part L?yJ < ^ < 0. Done 0 < —x < - L-vJ et 0 < —y < - Yy\. On 
en deduit par produit que xy < L-yJ x \_ij\. Or Yxy\ < xy done 
\_xy\ < L-yJ x Yy\. 


c) Lorsque x et y sont de signes opposes, on ne peut pas 
conclure. 

Par exemple, si x = 2 et y = - 1 , 5 alors |_yJx|_(/J = 2x(— 2) = -4 
et [xyi = L~3J = -3. Done LvJ x |_z/J < Ly^J. 

En revanche, si x = 0, 9 et y = -1 alors LyJ x \i/\ = 0 et 
\_xy\ = L-0, 9J = -1 done \_xy\ < LyJ x Yy\. 


11.25 


a) On a : 

i/o = brJ = 3 

«1 = 10 0 LIOttJ =3,1 

U 2 = 10 2 . Ll0 2/r J = 3 ' 14 

1/3 = Kr 3 .[l0 3 7rJ = 3, 141 

b) Pour tout n 6 N, L10"xJ est un entier (par definition de la 
partie entiere) et 10" egalement done i/„ est un quotient d'en- 
tiers, e’est-a-dire un rationnel. 

Par ailleurs, in 6 N, IO".c - 1 < LIOLyJ < 10" x. En divisant 
par 10", on obtient : 

1 

in 6 N, x < u n < x. 

10 " 

Or x — > x, done il vient par encadrement : u„ — > x. 

10 " n—>+oo n—i+oo 


11.2 6 


71 71 71 

a) Pour tout n 6 N*, 0 < — < - done 0 < sin( — ) < 1. Ainsi 

2 /i 2 2 n 

A est une partie de R non vide et majoree (resp. minoree) done 

A admet une borne superieure (resp. inferieure). 

n 

1 est un majorant de A et 1 = sin — done Is A. Done A admet 

1 pour borne superieure et maximum. 

n 

Enfin, 0 est un minorant de A et sin( — ) — > 0, done il ne peut 

2n n— >4-oo 

pas y avoir un minorant strictement plus grand que 0. Ainsi 

^ 7T 

0 = inf A, mais 0 t A car Vi? 6 N*, sin( — ) t 0. Done A 

2/7 

n" admet pas de minimum. 

b) Pour tout x 6 R, on a : 

|0j = 2 4=> 2<0<3 

<=> xe]- V 3 ,-V 2 ]U[V 2 , V3[ 

Done B =] - V3, - V 2 ] U [ V 2 , V3[, done B admet - 03 pout- 
borne inferieure et V3 pour borne superieure, mais n’ admet ni 
minimum, ni maximum. 

c) On a i(n,m) e N 2 , 0 < n m et de plus 0 = 0' done 0 e C. 
Done C admet 0 pour minimum (et a fortiori pour borne infe- 
rieure). 

En revanche, en fixant un entier naturel non nul m, on a 
n m — * +oo. Done C n’est pas majore. Done C n" admet pas 

n— >4-oo 

de borne superieure (ni bien entendu de maximum). 

d) i(x, y) 6 (R0 2 , ( x - y) 2 = 0 + y 2 - 2 xy, or (x - y) 2 > 0 

2xy 

done 0 < 2 xy < x 2 + y 2 , puis 0 < — 7 < 1. Ainsi D est une 

y 2 + r 
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partie de R non vide et majoree (resp. minoree) done D admet 
une borne superieure (resp. inferieure). 

2 xy 

1 est un majorant de D et en prenant x = y, on a — — — = 1 

x + y 


donc 1 6 D. Ainsi D admet 1 pour maximum. 

Enfin, 0 est un minorant de D et en fixant y = 1, on a 
2xii 2x 

— = — — > 0 done 0 = inf D. Mais 0 £ D, done 

x- + y- x 2 + 1 -t— >o 
D n" admet pas de minimum. 


11.27 


• Si A admet un minimum m alors A est non vide car m e A. 

• Etudions la reciproque : supposons A non vide. A etant une 
partie de N, A est minoree par 0. Done A est une partie de R 
non vide et minoree, done elle admet une borne inferieure m. II 
reste a montrer que me A. 

Raisonnons par l’absurde. On suppose m $ A. Posons 
a = \_m\ + 1. On a m < a , or m est le plus grand des mino- 
rants de A, done a ne minore pas A. Par suite, il existe n e A 
tel que m < n < a. Or n e N (car A c N) et a = \_m\ + 1 est le 
plus petit des entiers strictement superieurs a m : absurde. Done 
m 6 A et A admet m pour minimum. 


11.25 


1 a) ( u„)new est decroissante et converge vers ( done Vn 6 N*, 
u n > C. Ainsi : 

I " j » 

Vn 6 N*, v„ = - V Uk > - V C = t. 

n ti n ti 

Done (d„)„ £ n* est minoree par V. 
b) • Pour tout n e N*, on a : 


v n +i ■ 


1 n+1 i n 


Uk 


1 

n(n + 1) 

1 

n(n + 1) 


f n+1 n > 

n ^ u k - (n + 1) I u k 
k= 1 k= 1 / 

nu n+ 1 - ^ u k 

k= 1 / 


Or ( u n ) ne N * etant decroissante, pour tout k G on a 

n 

u „ + 1 < u k et done nu „ + 1 < ^ u k . Ainsi v n+ \ — v„ < 0 et (u„)„ e N* 
k= 1 

est decroissante. 

• (Vn)ne n* etant decroissante et minoree, elle converge vers un 
reel P. Or Vn 6 N*, v n > C done en passant a la limite, on 
obtient 


c) • V/! I 


j n j 2 n 

G N , l)2n = / 

2 n 2 n 


1 A 1 

Or — > u k = —v„ et d’autre part, (zz„)„ e n* etant decroissante, 

2 n 2 


on a : VI 6 |[n + l,2nj, u k < w„ done ^ u k < nu„. Ainsi 


t? 2 « ^ ^ (n« + n„). 

• Oru 2n — » V'eti(u„ + u„) — » 1(V' + 0- En passant a la li- 

n— >+oo n— >+oo 

mite dans l’inegalite precedente, on obtient done : P < \(P + V) 
d’ou V' < £. Mais on sait que P > l, done P = { et v„ — * (. 

n— >+oo 

2 a) Pour tout e > 0, on a egalement s/2 > 0, et done, par defi- 
nition de u„ — * 0, il existe n 0 e N, tel que Vn > n 0 , |z^„| < s/2. 

n — >+oo 

Ainsi, pour tout n > no + 1 : 


1 

\v n \ < - V \u k \ 

n ti 

n 0 


“ / M + - / M 

^=1 /c=«o + 1 

1 n ° i n 

1 vA 1 v~i E 

- / . \u k \ + - / - 

^=1 £=«()+ 1 

, «0 


H — Hq £ 

X - 

2 


'■U 

Or ^ \u k \ est une constante independante de n done 

k=l 

2 «0 

- / — > 0. Ainsi, par definition de la limite, il existe 

Yl • 1 n— »+ oo 


k= 1 

s N tel que : 


1 «o 

Vn > «i, 0 < - V |zzj| < s/2, 
n ^ 


Par consequent, pour tout n > max(n 0 + l,«i), on a : 
|u„| < s/2 + s/2 = s done u„ — » 0. 

n— >+oo 

b) On suppose «„ — > V. On pose : 

n— >+oo 

1 11 

Vn G N*, u n = u n — £ et v n = — / u k - 

n ti 

Comme u n — » 0, on a d’apres la question precedente 

n—*+ oo 


n— >+oo 

Done u„ 


1 

0. Or, pour tout n e N*, v n = - ) (u k - P) = v„ - l. 

n 2 —i 


1) Pour tout n e N, on a : 

A a k lf~ k 1 ^ (n\ 
w " ~ Zj T\ X (n - k)\ ~ ~n\ l^) fl 


Jy n ~k 

k=0 

Par la formule du binome 


Vn 6 N, w„ = + /?)". 


2) Montrons a l’aide d'un contre-exemple que la convergence 
de u et v n'implique pas celle de w. Posons, pour tout n e N, 
u n = v„ = 1. Ainsi u et v convergent. Mais, pour tout n 6 N, 
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= ^ 1 = n + 1. Ainsi w diverge vers +oo : w n’est pas 


1=0 

convergente. 


3 a) ^ u k est la somme de m - n termes d’une suite geome- 

k=n + 1 

l l 

trique de raison — . Le premier terme est done : 

V 1 1 1 - 1 /1 1 

> lit = — r x = — x ( 1 

/ i K 2 w+ i 1 — - 2 n 2 m ~ n 

k=n + 1 2 

1 m 1 

Or 1 < 1 done > u k <, — = u„. 

2m-n / i h 2 n 


b) Soit n 6 N*. 


2 n 


• W 2 „ - ^ UkVin-k + ^ Uk v 2n-k- 
k = 0 &=n+l 

Or la suite v est decroissante, done : 

Vk 6 |0, nl, v 2n -k < v„ 

Vk e In + l,2nj, u 2 ,i-i < Vo 
La suite n etant a termes positifs, on en deduit que : 


^ U k V„ + ^ 


UkV 0 


Or Vo > 0 ( v est a termes positifs car decroissante de limite 
nulle), done d'apres 3. a, on a : 

n 

Win < V n ^ U k + V 0 Un 
1-0 


2 . 


Enfin^« t = ^i =2(1-^ T )< 

1=0 1=0 ^ 

Done w 2n < 2u„ + Vo u n . 

• De meme, en ecrivant : 

n 2 / 1+1 

W 2 „+l = ^ U k V2„+l-k + ^ U k V 2 „+l-k, 

k= 0 k=n+ 1 

on obtient tt> 2 „+i < 2u„ + i + Vq u n . 

c) u et v sont a termes positifs done : 

Vn s N*, 0 < w 2 „ < 2v„ + u 0 u„ 

Or v„ — » 0 et u„ — > 0 done par encadrement, on a : 

n—>+oo n— >+co 

w 2 n — » 0. On montre de meme que ii> 2 „+i — * 0. On en 

ft— >+00 ft— »+oo 

deduit que 


w converge vers 0. 


4) On pose : Vn 6 N, ii k = |iq-| et w = u ★ v. Pour tout n 6 N, 
on a : 

ft ft 

I W n | ^ ^ ^ I «, ,-1 1 — ^ ^ U k V n ~ k — W„ 

1=0 1=0 

Or u) est le produit de convolution etudie a la question 3, et 
on a vu que w„ — * 0. Par encadrement, on en deduit que 


w converge vers 0. 


1 a) Calculons la difference : 


d = 2 L_ii_ £Llj _L 

fli-i Ok \ o k ) a k 
_ Ok ~ Ok-l _ Ok ~ Ok- 1 
Ok-io k a 2 k 

_ Ok ~ O k - 1 / 1 1 \ 

o k \fli-i a k I 
_ C Ok - Ok- if 
a k -ia 2 k 


La suite est a termes positifs car elle est croissante et 

flo = 1 ; ainsi : 6 > 0 et 

o k I Ok Ok- 1 a k 


b) II vient alors, pour tout n 6 N* : 



1 1 

0() O n 


Or a 0 = 1 et a„ > 0 done b„ < 1. 

Par ailleurs, pour tout k e |[l,nj, 0 < Ok-i 

( Ok ] \ 1 

1 — > 0 et par consequent b n > 0. 

Ok I a k 


< a k done 


c) Vn 6 N\ b n+ i - b n = ( 1 - — ) — > 0. 

\ Of ,+1 J 11//+1 

Done (b„)„ e w est croissante. 

Par ailleurs, d'apres Lb, est majoree par 1. On en 

deduit, d'apres le theoreme de limite monotone, que (fo„)„ £ N* 
converge. 

Enfin, Vn 6 N*, 0 < b„ < 1. En passant a la limite, il vient : 
0 < lim b„ < 1. 

ft— > + oo 

d) Soit p 6 N*. (b, i)„eN* est croissante done, pour tout n > p, on 
a b n - b p ^ 0. Par ailleurs : 


b„ - b p 



Ok-l \ J_ 
o k J o k 



1 


a 


ft 




1 


car a„ > 0 


D’ou : Vn > p, 0 < b„ - b„ < — . En passant a la limite quand 

Op 

n — > +oo, il vient : 0 < V - b p < — . 



1 - I 1 )" 

‘2— . Ainsi : 

1 - ± 

Vn 6 N*, b„ = 


b) q > 1 done cf — > +<x> puis b„ 

ft— > + oo 



1 

— > 

•+oo q 
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c) Soit c £ [0,1[. 

• si c = 0, posons : V« 6 N, a„ = 1. La suite (£>„), i£ h* est alors 
constante egale a 0 et a fortiori elle converge vers c - 0. 

• si c 6]0, 1[, posons q = - et Vn e N, a„ = q". On a q > 1 

c 

done d'apres 2.b, la suite ( b „)„ e converge vers - = c. 

q 

Ainsi, pour tout c e [0, 1[, il existe une suite (a„)„ £ N telle que la 
suite (b„)„ etf , associee converge vers c. 

d) Montrons que (b„) ne n* ne peut pas converger vers 1. Pour 
cela, on va prouver que ( < 1 . 

• si la suite (a„)„ e N est constante, alors pour tout n 6 N, 
a n = a o = l. On a vu dans la question precedente que, dans 
ce cas, on a i = 0. 

• si la suite ( a„) n£ n n'est pas constante, alors il existe p 6 N* 
tel que a p _ i ± a p . Comme (a„)„ £ ir est croissante, il vient : 
0 < a p _ i < a p . Par suite, on a : 



1 


tin tip— l 


a 


2 

P 


Op Op-i 1 1 

OpOp — l Op— l Up 


Par consequent : 




1 


1 


Or d’apres l.d, on a : £ < b„ H . Done f < — = 1. 

a p a 0 

Ainsi, il n" existe pas de suite (a„)„ e M pour laquelle b„ 
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Introduction 

Apres avoir etabli des outils generaux pour etudier les suites, nous presentons un 
certain nombre de suites usuelles qu'il convient de savoir identifier. Pour certaines 
d’entre elles, il sera possible de donner une expression explicite ; pour d’autres, on 
se limitera a donner une methode pour determiner leur limite eventuelle. 


Prerequis 

• generalites sur les suites 


Objectifs 

• exprimer explicitement certaines suites usuelles afin de faciliter leur etude : 

. suites arithmetico-geometriques 

• suites verifiant une relation lineaire de recurrence d’ordre 2 

• etudier les suites definies par une relation de recurrence du type : u n+ \ = f(u n ). 

• ce chapitre se prete a plusieurs applications de programmation en Turbo-Pascal : 
vous trouverez des complements au chapitre 28. 


Parmi les suites usuelles, nous connaissons les sommes de puissance d’entiers qui ont ete 
introduites au chapitre premier. Certains exercices s’y referent. 

• Pour tout n e N*, on a : 

V , + !) 

2-J k= 2 

t=l 



• Soit q G C \ {1}. Pour tout n 6 N on a : ^ q k 

k = o 


1 - q ,,+1 

i -q ' 


Plus generalement, si iiq e N, alors pour tout n > no, on a : ^ q k = q"" 

k=n 0 


1 - q n ~ n 0+1 

i -q 
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Exemples de suites 


12.1 Suites arithmetico-geometriques 

Definition - Suites arithmetico-geometriques 

Une suite (u n ) ne n est une suite arithmetico-geometrique s’il existe a e R* et b e R tels 
que pour tout n e N, u„+ 1 = au„ + b. 

Remarque - Deux cas particulars : 
a — 1 : la suite est arithmetique de raison b. 
b — 0 : la suite est geometrique de raison a. 


Methode 1 Etude d'une suite arithmetico-geometrique 

Si a — 1 : La suite est arithmetique : in e N, u n - uq + nb. 

Si a + 1 : 

b 

• Introduire le reel A solution de A — aA + b : c’est-a-dire A = 

1 — a 

• Pour tout n e N, retrancher terme a terme les egalites suivantes : 

{u„+i - au„ + b 
^ /l — aA + b 
on obtient u n+ 1 — A = a(u n — /l) 

. En remarquant alors que la suite (v n ) nc \i, definie par v„ = u„ - A pour tout entier n, est geome- 
trique, en deduire 1’ expression de u„ 

• En deduire enfin 1’ expression explicite de u„. 

Exemples d'application 

1. Donnons une expression explicite de la suite (u „) n£ n definie par uo - I et pour tout n e N, 
Mn + 1 — ^.U n "t" 3 . 

. Soit A = -3, la solution de A — 2 A + 3. 

. Pour tout n e N, 

j Un + 1 — + 3 

<, M »+l ~ A — Z(u f , — A) 

• Ainsi, la suite (u„)„cih definie par v„ = u n + 3 pour tout entier n, est geometrique, de raison 2 et 
de premier terme vq — uq + 3 = 4. 

. Ainsi, in e N, v„ — 4 x 2" et u„ = 2" +2 - 3. 

2. Donnons une expression explicite de la suite 2 definie par iih - 1 et pour tout n > 2, 

w n+ 1 = V2 wii- 

Une recurrence rapide donne que pour tout n > 2, w„ > 0. 

(*2 = 0 

. Posons pour n > 2, t„ — In w„, alors <{ 1 In 2 

I in ^ 2, t n + 1 — ~ t n + ^ 
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La suite (f „)„ e n est arithmetico-geometrique : 


1 In 2 

Soit A = In 2, la solution de A — —A H . 

2 2 


. Pour tout n > 2, 


1 In 2 

L+i — ~^t n 4 ~ 

1 In 2 

d = -d + — 

2 2 


L+l d — ^ (An d) 


Ainsi, la suite (s„) n> o, definie par s„ = t n - In 2 pour tout n > 2, est geometrique, de raison j et 
de premier terme so — h - In 2 = - In 2. 

In 2 In 2 

Ainsi, Vn > 2, s„ = r done t n + In 2. 

2 n -2 2 n ~ 2 


• Conclusion, pour tout 


n > 2, w n — expl-— -j 


12.2 Relation lineaire de recurrence d’ordre 2 

Definition - Relation lineaire de recurrence d’ordre 2 

Une suite (n „)„ 6 n verifie une relation lineaire de recurrence d’ordre deux s’il existe 
(a, b ) e R 2 tel que pour tout n e N, u „+ 2 = au „+ 1 + bu„. 

On appelle (E) : r 2 - ar + b equation caracteristique de la suite. 

Theoreiru - Avec les notations de la definition, soit A le discriminant de (/;). 

. Si A > 0, (E) admet deux racines reelles distinctes (r \ , ri) e R 2 . 

Alors il existe (a,fi) e R 2 tel que Vn G N, u n = ar" + fir". 

• Si A = 0, (E) admet une racine double reelle re R. 

Alors il existe (a,fi) e R 2 tel que Vn e N, u n = (a + /3n)r". 

• Si A < 0, (E) admet deux racines complexes conjuguees pe ±,e e C. 

Alors il existe (a,fi) e R 2 tel que Vn e N, u„ = p n (a cos(n6) + sin(nfl)) 

. Dans chaque cas, a et /? sont determinees en utilisant les donnees de l’enonce (souvent 
uq et mi ou une limite). 

. Le lecteur trouvera une generalisation pour des suites verifiant une relation lineaire de 
recurrence d’ordre superieur a l’exercice 18 du chapitre 9 (inspire de EDHEC 2003 S) : 
la methode repose sur le calcul de la puissance n-ieme d’une matrice. 

. Ce theoreme se demontre a 1’aide des outils introduits dans les chapitres d’algebre 
lineaire (notamment les resultats sur la dimension finie). 
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Exemples 

1. Donnons une expression explicite de la suite reelle (v„)„ C ii verifiant uo = 1, 
v\ — -1 et pour tout n G N, v „+2 = 4v n+ \ - 4v„. 

Equation caracteristique : r 2 - 4r + 4 — 0 
L’ equation admet 2 pour racine double. 

Ainsi 3(a,j8) e R 2 ; Vn G N, v„ — (a + /3n) 2". 

Avec les donnees initiales, on obtient : 


a - no — 1 
2 (a + P) — v i = — 1 


Enfin, pour tout n e N, v n = 1 1 - —n 1 2". 


(MO, «l) 6 


2. Expression explicite de la suite reelle definie par <. , ’ 

I in G N, u n + 2 = u„+ \ - u„ 

Equation caracteristique : r 2 - r + 1 =0 
Discriminant : A = 1 — 4 = — 3 

Deux racines complexes conjuguees : — = e ±! ? 

Ainsi, 3{a,P) G R 2 ; Vn G N, u„ - acos^n— j + psm(n — j 
Avec les donnees initiales, on obtient : 


■ + Vis ° j 2 »i ~ «o 
"^ = Ml r VI 


„ c v. „ T ( 2“1 - M 0 . / 7t\ 

Enhn, Vn G N, m„ = no cos yi — J 4 — — sin |n— J. 

La recherche d’une expression explicite des suites suivantes donne : 

i i MO 1, Ml — 0 / . . ^ .. oh o on 


Vn G N, n„+2 = 5n„+i - 6 n„ 


o Vn G N, n„ = 3.2" - 2.3" 


(00,0 !) g(r ;) 2 

Vn G N, o„+2 = 


<=> Vn g N, v„ — i>o — 
\^0 


. . ( (ui 0 , Ifll) G R 2 

11 convient de poser w n = In v n ainsi j ^ g N> ^ = 3^ _ ^ 

/II V” 

L’ etude donne Vn G N, u;„ = (2wq — w\) + (w\ - wq)2 " — In — — 

v\ \v 0 


Methods 2 Lorsque les donnees initiales sont id et 1/2 


Lorsque les donnees initiales pour une suite verifiant une relation lineaire de recurrence d’ordre 2 
sont ii\ et U 2 , on aura interet a efFectuer un decalage d’indice. Par exemple, si F equation caracteris- 
tique admet deux solutions reelles distinctes r\ et 12 , on cherchera la suite sous la forme : 

3 (a,p) G R 2 , Vn G N*, u„ = a r? -1 + p^~' 


324 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Exemples de suites 


COURS & METHODES 


Le calcul de a et /j a partir de ii\ et ui en sera grandement simplifie. 

En effet, la suite (m„+i)„ c n verifiant la meme relation lineaire de recurrence d’ordre 2 que (u n ) n £ n, il 
existe (a, ft) G R 2 tel que : Vn e N, u n+ \ - ar " + soit Vm G N*, u n = ar "~ l + fir 1 ^ 1 . 

Exemple d'application 

Determinons la suite definie par : 

{ «i = 0, t<2 = 1 

Vm g N, m „+ 2 = 2m„ + i + 2 m„ 

. L’ equation caracteristique est : r 2 - 2r - 2 = 0. 

. Le discriminant est : A = 4 + 8 = 12 = (2 V3) 2 . 

. L’ equation admet deux racines reelles distinctes : r\ — 1 + V3 et r 2 = 1 - V3. 

. Done il existe (a,/3) 2 G R; Vm g N*, m„ = a(l + V3)" _1 + /?( 1 - V3)” _1 

f = 0 


. Ainsi, les donnees initiales donnent : 


a( 1 + V3)+/3(l - a/3) = 1 


V3 V3 

On obtient o' = — et p = , de sorte que : 

6 6 

Vn G N\ u n = (( 1 + V3)”" 1 - (1 - V3)" _1 ) . 

. Sans le decalage nous aurions ecrit qu’il existait G R 2 tels que Vn G N*, 

u n = A(\ + V3)"+ju(l- V3)" 

( A(l+ V3) +//(!- V3) = Ml 

Nous aurions du resoudre : < 

ld(l+ V3) 2 +iu(l- V3) 2 = m 2 


12.3 Relation de recurrence du type t/ n +i = ^(h/n) 

On ecartera les suites pour lesquelles on sait exprimer u„ en fonction de n, notamment 
les suites arithmetiques, geometriques et arithmetico-geometriques. 

12.3.1 Point fixe 

Definition - Point fixe 

Soit / : / — > R. On appelle point fixe de / sur I tout nombre a e I verifiant a = f(a). 

Theoreme - Soient I un intervalle, / : I — > I et (u n ) n c_v une suite d’elements de I 
verifiant, pour tout n e N, u n+ \ = f(u„). 

Si (w„)neN converge vers ( e I et si / est continue en ( alors £ est un point fixe de /. 

Remarques 

1. C’est le seul resultat a connaitre sur les suites definie par m„ + i = f(u n ). 
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2. Supposons par exemple que I -\a, h\ et que / est continue sur I. Si (ii„) nc v converge 
alors sa limite l est dans [a, b], Soit t e {a, b}, soit ( e]a, b[ et alors £ est un point fixe 
de /. Ainsi, lorsque / est continue sur I, la limite eventuelle de (n „)„ c n est a chercher 
parmi les points fixes de / ou les bornes de I non incluses dans I. 

Exemples 

1, Soit (w„)ne n verifiant V« e N, u n+ \ = 4 yfu^, - u n - 2. 

Comme x i-» 4 y/x - x - 2 est continue sur R+, si {u „) ne n converge, sa limite est 
solution de x — 4 yfx - x - 2 <=> x = 1 . 

La seule limite finie possible est 1 . 

2. Considerons une suite arithmetico-geometrique telle que : pour tout n e N, v n +\ = 
av„ + b avec (a, b) e K 2 et a + 1 . 

Or x i-» ax+b est continue sur R et on note A - l’unique solution de A = aA+b. 
Ainsi, les limites possibles pour (d„)„<=n sont A , — oo ou +oo. 

L’ etude des suites du type u n+ \ = f(u n ) conduit a six situations simplifiees : 
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12 . 3.2 


© 


Le sens de variation de la fonction / semble etre un element determinant pour le com- 
portement de la suite. Plus precisement : 

. Si / est croissante, la suite semble monotone et done admet une limite : le sens de 
variation de (u n ) ne h etant donne par la position de C/ par rapport a la lere bissectrice, 
e'est-a-dire, par le signe de fix) - x. 

- Si pour tout x, f(x) - x > 0, alors la suite est croissante. 

- Si pour tout x, fix) - x < 0, alors la suite est decroissante. 

. Si f est decroissante, une approche interessante est d’etudier les suites ( K 2 „)h£N et 
(« 2 «+i )n€it qui semblent monotones alors que Ton ne peut rien dire sur (u„) ne n. 

Le principe d’etude est de construire le graphe de la fonction, puis de conjecturer le 
comportement de la suite en fonction de son premier terme : intervalle minimal contenant 
les termes de la suites, monotonie eventuelle, limite eventuelle. 

La determination de 1’ intervalle de travail est done un prealable qui permet de se ramener 
a l’une des situations ci-dessus : F intervalle contient forcement le premier terme. En 
particulier, lorsque / est croissante, la fonction x i-> fix) - x est de signe fixe sur cet 
intervalle : ses bornes sont soit des points fixes soit des bornes du domaine d’etude. 
Ensuite, il suffit de demontrer la conjecture avec une redaction bien rodee. 


Exemple avec f croissante 

, 2 

Etudions les suites definies par no e R+ et pour tout n e N, u „+ 1 = u~ + —u„. 


Etape 1 : representation graphique et conjecture 


. Variations de / : On pose fix) - x 2 + -x. On devine (on le montre par la suite) que 
(Wn)neN est positive, on etudiera / sur K.+ . 

/ est derivable su, E+ de derivee r V v ri R+, /'W = 2-« + | > 0. 

Done / est strictement croissante sur R+ . 


• Signe de g : x h-> fix) - x : On pose pour tout x e R + , gix) - fix) - x. 

On cherche le signe de gix). On pourra ainsi placer la courbe de / par rapport a la 
premiere bissectrice et determiner les points fixes de /. 


On a gix) 


— I d’ou le tableau de signe : 


X 

0 1/3 +co 

gix ) 

o - o + 


Les points fixes de / sont 0 et 


1 

3' 


• Graphe de / : On peut maintenant donner F allure du graphe de / et representer (u„)„ £ n 
en fonction de uq. 
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• Conjecture : On se propose de demontrer la conjecture suivante : 


si «o e [0, -[, alors (u„)„ e jq est decroissante et tend vers 0 
si U{) = — , alors (m„)„en est constante (tend vers -) 
si « > i alors <»,)«„ os. croissant e, lend vers «= 


Etape 2 : demonstration de la conjecture 

• Si uq e [0, — [. 

- Stability de la suite : il s’agit de montrer que les termes de (u n ) n£ n sont tous dans 
[0, |[. Une recurrence sur n e N permet de montrer cela. 

L’ initialisation est l’hypothese et l’heredite se montre en utilisant la stricte croissance 
de / : 0 < u n < ^ ^ /( 0) = 0 < f(u n ) = u n+1 </(!)=! 

On a ainsi localise la suite dans un intervalle ou g garde un signe constant. 

- Variations : Pour tout x e [0, — [, on a ij(x) <- 0 done fix) <■ x. 

Done, pour tout n e N, n /I+ i = f(u„) < u n . Ainsi (u n ) ne n est decroissante. 

- Existence et valeur de la limite : La suite (n„)„ e N est decroissante et minoree par 0, 
d’apres le theoreme de limite monotone, elle converge. Soit t sa limite. 

Comme / est continue, alors £ est un point fixe de /, ainsi ( e {0, -). 

Mais (n„)„ e N est decroissante done pour tout n e N, n„ < uq < Par passage a la 
limite, ( < no < i done ( — 0. 

Finalement : si uq 6 [0, — [ alors u n — > 0. 

3 n —>+ oo 

• Si uq = — alors ( u „) ne n est constante egale a — . 

. Si u 0 > i. 


On montre aisement par recurrence que, pour tout n e N, n„ > 
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- Pour tout x > — , on a g(x) > 0 done f(x) > x. D’ou, pour tout n e N, u n +\ = f(u„) > 
u n . Ainsi (u „) n€ n est croissante. 

- («h)hgn est croissante, done elle converge ou bien elle tend vers +oo. 

Montrons par l’absurde que la suite diverge : supposons qu’elle converge vers un 

reel ( alors t est un point fixe de /, ainsi f = 0 ou t = — . 

Mais (u „) ne n est croissante done € > uo > — : contradiction. 

Finalement : si uq e]4; +oo[ alors u n — > +oo. 

* n — » 4-do 



Dans le cas ou f est croissante, la suite (u„)„ £N est toujours monotone. Pour determiner si elle est 
croissante ou decroissante, on cherche le signe de g : 

Considerons (u„) neN , une suite dont les termes sont dans I'intervalle J : 


• si pour tout x e J, g(x) = f(x) - x > 0, alors (u n ) neN est croissante 

• si pour tout x e J, g(x) = f(x) - x < 0, alors (u n ) neH est decroissante 


Remarque - Lorsque / est croissante, il est possible de determiner la monotonie de la 
suite sans etudier le signe de g. Cette approche n’est pas presentee ici, mais demeure un 
classique. Cela se fait en deux etapes : 

. comparer les deux premiers termes : souvent uq et u\ . 

• par recurrence, montrer que cette comparaison est verifiee a tout rang : / etant 
croissante, elle respecte les inegalites. Par exemple : 

Un ^ U n + 1 => f(U n ) f(ll n + 1 ) => U n+ \ ^ U n+ 2 - 


Methode 3 Etude de u n+1 = f(u n ) quand f est croissante 

Etape 1 : representation graphique et conjecture 
. Etudier les variations de / 

. Etudier le signe de g : x f(x) - x. En deduire les points fixes de /. 

. Representer la courbe de / et la premiere bissectrice. 

. Conjecturer le comportement de la suite en fonction du premier terme. 

Etape 2 : demonstration de la conjecture 

. Etablir la stabilite de la suite : il s’agit de montrer, par recurrence en utilisant la croissance de /, 
que la suite reste sur un intervalle ou g est de signe constant. 

. Donner la monotonie de la suite suivant le signe de g. 

• Etablir F existence et la valeur de la limite. 

La suite etant monotone, elle admet une limite ; il y a deux cas : 

. soit la suite est bornee, alors le theoreme de limite monotone, la notion de point fixe et un passage 
a la limite permettent de conclure. 

. soit la suite n’est pas bornee alors un raisonnement par l’absurde permet de conclure sur une limite 
infinie. 
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12.3.3 Exemple avec f decroissante 

Considerons les suites definies par no e [0, 2] et pour tout n e N z-^+i = y2 - u n . 

On montre facilement par recurrence que, pour tout n 6 N, u n est bien defini et u„ e [0,2]. 

Etape 1 : representation graphique et conjecture 

• Variations de / : On pose f(x) = V 2 — x pour x e [0, 2], f est derivable sur [0, 2[ de 
derivee strictement negative done / est strictement decroissante sur [0, 2], 

De plus, on a Vx e [0, 2], fix) e [0, V2], ainsi Vn e N*, u n e [0, V2] (*). 

• Point fixe de / : Pour x e R on a : 

V 2 - x — x <=> 2 - x = x 2 etx>0 

o (x = -2 oux - 1) et x > 0 
«=> x - 1 

1 est le seul point fixe de / sur [0, 2], 

. Representation graphique et conjecture : 



On se propose de demontrer la conjecture suivante : u„ — > 1 . 


Etape 2 : demonstration de la conjecture 

Methode utilisee : majoration de type geometrique de \u„ - (\. 
Soit n e N*, on a : 



On pose a ■ 


e]0,l[. 


On en deduit par recurrence que : V n e N*, \u„ — 1| < a" l \u\ — 1|. 

Oi' a" 1 — > 0 ; le theoreme d’encadrement donne \u„ - 1| — > 0 done u„ — > 1. 

n—>+oo n—>+oo n— >+oo 
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12 


Remarque - Ce type de majoration sera regulierement obtenue par l’inegalite des ac- 
croissements finis (voir le chapitre 16 sur la derivation) : 

K+t ~(\ = I f(u n ) ~ f (€) I < max(\f\)\u n - l\ 

[0,V2] 

Remarque - Une autre approche possible consiste a considerer f ° f 
Si / est decroissante, alors fof est croissante. Ici (m„)„ £ n n’est pas monotone, en revanche 
la suite des termes d’indices pairs et celle des termes d’indices impairs le sont : on pose 
V n — U 2 „ et W n — U2n+ 1 • 

V n +\ = U2n+2 = f(u 2n +l) = f(f(u 2n )) = (/ ° f)(v„) 

Done v n+ i — (/ o /)( v„) et w „+ 1 - (f o f)(w n ) avec / o / est croissante. 

Alors, on montre que ces suites sont adjacentes de limite commune 1. En particulier, on 
peut se ramener au schema du paragraphe precedent. Ainsi, on obtient que u n — > 1 . 

n — >+oo 

Cette methode est appliquee dans l’exercice 18 page 333. 

Methode 4 Etude de u n+1 = f(u n ) quand f est decroissante 

Etape 1 : representation graphique et conjecture 
. etudier les variations de /, son point fixe 

. representer la courbe de / et la premiere bissectrice, conjecturer 
Etape 2 : demonstration de la conjecture 

. methode 1 : etablir une majoration de type geometrique de \u n - £\ 

• methode 2 : se ramener au cas d’une fonction croissante en considerant la fonction h = / o f et les 
suites de termes generaux v„ = « 2 „ et w„ = u 2n + 1 • 

Remarque - La methode 1 n’est pas specifique au cas / decroissante. Dans tous les cas, sa mise en 
place sera guidee par le contexte du probleme. 


Synth bee 

Savoirs 


Reconnaitre et donner F expression explicite de suites 
particulieres : 

. sommes de puissances d’entiers, 

. arithmetiques. 

. geometriques, 

. arithmetico-geometriques 

. suites verifiant une relation lineaire de recurrence 
d’ordre 2. 

Savoir-faire 

. Etudier une suite arithmetico-geometrique 

. Etudier des situations simples de suites definies par 
une relation de recurrence du type : u n+ 1 = f(u n ). 

Mots-cles 


. Suite arithmetique, geometrique, arithmetico- 
geometrique. 

• relation lineaire de recurrence d’ordre 2 
. point fixe. 
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Tests de connaleeancee 


12.1 

12.2 

12.3 


12 1 

Determiner ^ — . 

19 

Determiner ^ k 2 . 


12.4 


12.5 


Pour chaque suite, dire si elle est de type connu et pre- 
ciser ses caracteristiques. Pour tout n e N : 

1) u„ = 2n + 3 

2) u n \-2 — 2u n 

3) m„+i = u„ - 4 

4 ) u„ = 2 u n+l 

5) w n +2 "t - 9w n (3u n +\ 

6) M„ +1 = (u + l)u„ 

7) — ~2u n + 1 

8) u„ = 3" +2 

9) m„ +2 = u , t+ 1 + n 

A l’aide de la notion de point fixe, donner les limites 
eventuelles des suites suivantes : 

1) pour tout n e N, u „ + 1 = 3u„ + 1 

2) pour tout neN, u„ + \ = m 2 - 4w„ + 6 
Vrai ou faux ? 

a) Soient / une application croissante et (k„)„ £ n une 

suite verifiant pour tout n 6 N : u n+ 1 = alors 

(Kn)neN est croissante. 

b) Soient / une application croissante et («„)„ eN une 
suite verifiant pour tout n € N : u n = /(«), alors (M„) n£N 
est croissante. 


12.6 Conjectures en fonction de u 0 , la limite eventuelle de 
la suite definie pour tout n 6 N par u „ + 1 = f(u„) dans 
les cas suivants : 
a)/: jh V3x et u 0 > 0 



b) f : xi 


(1+x) 2 



r Bxercicee d’ application 

Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 335. 

On admet que pour tout x > 0, on a : 

■ Sommes de puissances d’entiers 

x 2 


x ^ ln( 1 + x) < x 

2 

12.7 

Determiner la limite eventuelle de la suite definie pour n e N* 
" 1 

par u n = Y, oF- 
*=1 ^ 

1) Donner un encadrement de In u„. 

2) En deduire que (u„)„ e n» converge et donner sa limite. 
■ Suites arithmetico-geometriques 

12.8 ® 

n 

Determiner l’expression de ^ k 4 . 

k= 1 

12.9 

» / ^ \ 

Pour tout n 6 N*, on pose : u n = 1 H — - . 

Uv n > 

12.10 

Exprimer explicitement les suites definies par : 

1) U3 = 6 et pour tout n e N, u „+ i = 3 u„ 

2) V2 = 5 et pour tout n € N, v n+ i = v n - 3 

3) iu 0 = 1 et pour tout n 6 N, w„ + i = 3 - 5to„ 

b 
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12.11 © 

Soit (m„)„ £ n l a suite verifiant uq = 0 et : 


(vo = l, Vl =e 

( et pour tout n 6 N, i>„ +2 = v n+ \V n 


Vn 6 N, u , !+ i 




12.16 

Soit (;<„)„£ n la suite definie par 


Determiner u„ en fonction de n, puis la limite eventuelle de 

(Hh)heN • 

12.12 © 

Determiner tous les polynomes complexes P tels que 
P(X) = aP ( 2 - 3X) avec a G C* 

12.13 

Soient («„) et ( v n ) les suites reelles definies par u 0 = 2, u 0 = 1 
et pour tout n G N, 

u n+ i — 3 u n — v n tWi — ~2u, l + 2v n 


uq = 2, U\ = 6 

V/7 e N u n+ 2 - 5i/„ + i + 6 u n =2n- \ (★) 

1) Chercher une suite verifiant (★) sous la forme v„ = an + b 
avec (a, b) 6 R 2 . 

2 ) Exprimer explicitement la suite w„ = u„ - v„ pour n 6 N. 

3) En deduire une expression explicite de (u„)„ e n- 
■ Suite recurrente de type u„ +l = /(«„) 

12.17 

Soient a > 0 et (u „) n£ n une suite verifiant : 

pour tout n 6 N, m„ + i = 2 u„ - au 2 n 


1) Montrer que la suite ( u n + d„)„ £ n est constante. 

2) Prouver que ( u „)„ £ n est une suite arithmetico-geometrique. 

3) Exprimer pour tout n 6 N, u„ et v„ en fonction de n. 

■ Recurrences lineaires d’ordre 2 


Determiner la limite eventuelle de (u n )„ e n en fonction de 
il(i G Pi. 

12.18 ® 

Soit la suite (u n ) n£ n definie par uq = 1 et 


12.14 

Exprimer explicitement les suites definies par : 
«o = 1, u\ = 0 

et pour tout n e N, u„ +2 = 2u n+ i - 4 u„ 

Vi = 1 , v 2 = - 

et pour tout n e N*, 6v n+2 - 5u„ + i = -v„ 

I Wo = 1, u>\ = 2 

et pour tout n G N*, w „+ 1 = 2w„ - 

f = 1 1 = 0 

[ et pour tout n > 2, f„ = 3t„_ 2 



12.15 

Exprimer explicitement les suites definies par : 

( i/o = 0, ui = 1 appelee suite de Fibonacci 

et pour tout n G N, u n+2 = «„ + i + u„ 


1 

pour tout 77 6 N, w„ + i = - — - — 

1 + 2 u n 

1) Montrer que la suite (u 2p ) pe n est minoree et decroissante, 
que la suite (u 2 P +i) P eN est majoree et croissante. 

Montrer que ces deux suites convergent vers — 

2) Montrer que (u„)neN converge et determiner sa limite. 


12.19 


On considere la suite (u n ) neN definie pour tout n G N par 
u n+ i = f{u„). Pour chacune des situations suivantes, faire 
l’etude preliminaire : 

• Variation de / et signe de cj : x i-» f(x) - x 

• Representation graphique de Cf : 

• Conjecture sur la limite eventuelle (suivant u 0 ). 


1) f : x i-> x 3 - 3£- + 3x 


2 )f:x 


x 2 + 1 
x - 1 
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Bxercicee d’approfondissemeirt 


12.20 d’apres oral ESCP 2006 

Dans tout l'exercice, n designe un entier nature! 

On se propose d'etudier 1" ensemble JK des suites reelles veri- 
fiant pour tout entier naturel n, la relation de recurrence : 


Un + 2 - m „ + 1 + 2u„ + (- 1 )" 


12.22 d’apres oral ESCP 2005 © 

Dans tout l’exercice, n designe un entier naturel. Soit u et v 
les suites definies par : 



1) Montrer qu'il existe un reel a que Ton determinera, tel que 
la suite w definie pour tout n 6 N par w„ = cm(-l)", soit ele- 
ment de JK. 

2) Montrer que u appartient a 3K si et seulement si la suite 
v = u - w verifie une relation de recurrence lineaire d’ordre 
deux. 

3) Calculer v„ en fonction de Vo, Vi et n, puis en fonction de 
i/o, «i et n. 

En deduire u„ en fonction de i/ 0 , «i et n. 

Donner un equivalent simple de u„, lorsque n tend vers +oo. 

4) On suppose ici que u 0 = U\ = 1. 

Calculer u„ en fonction de n. 

Montrer que, pour tout n 6 N, |u„| < 2 ,I+1 - 1. 

12.21 d’apres oral ESCP 2004 ® 

Soit a 6 R. On definit la suite (m„)„<=n par recurence sur n en 
posant : 


Mo = 0 et V/i > 0, m„+ i = u n + — (a — u 1 2 3 4 5 ^j 



avec n + 1 symboles ^7 , dans les deux cas. 

On pose pour tout reel strictement positif a, et pour tout reel 

positif x, f a (x) = x. 

1) Montrer que les suites u et v sont bien definies. 

2) Montrer que /ioo admet un unique point fixe a que Ton 
determinera, puis que la suite v converge vers a. 

3) On admet que ug > 1 . Montrer que u converge. 


12.23 d’apres oral ESCP 2010 

On considere la suite u definie par ses deux premiers termes 
mo et Mi strictement positifs et la relation de recurrence : 

V n 6 N, u n+ 2 = Vm„ + i + x[u^, 


1) Demontrer que la suite u est bien definie et a valeurs stric- 
tement positives. 

2) Montrer qu’il existe un entier naturel p tel que pour tout 
n > p, u„ > 1 . 

En deduire la seule limite finie possible pour (m„)„ £ n. 


1) Que peut-on dire de la suite u lorsque a < 0 ? 

2) Etudier la suite u lorsque a = 0 et lorsque a = 4. 

3) Dans cette question, on suppose que a e ]0, 4[. 

a) Montrer que f < m„ < 2 pour tout entier n > I . 

b) Prouver que pour tout n > 1, on a 


Dans toute la suite, 1" entier p est fixe, tel que : Vu > p, 
u n > 1. 

3) On pose pour tout entier naturel //, w„ = - 1, et on 

considere la suite ( x n ) n>p definie par : 

( Xp \w p \, Xp + 1 |u/p+l| 



c) En deduire que la suite (m„)„ £ n est convergente. Quelle est 
sa limite ? 


( et pour tout n > p, x „+2 = 

Montrer que la suite ( x„)„ >p converge vers 0. 

4) Montrer, par recurrence que : V n > p, x n > |iw„|. 
En deduire que la suite w est convergente. 

5) En deduire que la suite u est convergente. 
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Indications 


12.8 Calculer de deux fafons la somme telescopique : 

n 

^((fc+i) 5 -* 5 ) 

k= 1 

12.11 Se ramener a une suite de type connu en posant 
v n = e“" . 

12.12 Faire un raisonnement par analyse-synthese. Dans la 
partie analyse, etudier l'ensemble des racines eventuelles de 
P comme les termes d’une suite arithmetico-geometrique. 
Trois cas sont a traiter : pas de racine, une racine particuliere, 
une infinite de racines. 

12.18 Dans un premier temps, etablir que les termes de la 
suite sont dans [0, 1], 

Ensuite, comme / est decroissante, h = / o f est croissante : 
la suite (U 2 p ) p ev est une suite recurrente de fonction h. 

12.21 

3) a) Etudier l’application f : x i-» x+\{a~. x 1 ) sur le segment 



et montrer : 


Vxe [f> 2 ]’ /W £ [f> 2 ] 

3) b) Utiliser la relation de recurrence et le fait que ^[a est un 
point fixe de / pour etablir : 



Enfin, pour u n e [f ,2], majorer 1 - et -1 + . 

12.22 

1) Ecrire u et v en fonction de f a , pour des valeurs de a bien 
choisies. 

2) Montrer que v est croissante et majoree par a. 

3) Montrer que u est croissante, majoree par a. 
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o vl-ilzi 36 

” a ^3‘- 3 7 1 - i 2 x 3 12 

Le nombre de termes de la somme est 6 = 12-7 + 1. 


On a ^ k 2 = ^ k 2 - ^ k 2 

k= 12 A-l A-l 

19x 20x39 11 x 12x 23 

“ 6 6 


a) Faux. La variation de (m„)„<=n est donnee par le signe de Tap- 
plication x i-> f(x) - x. 

b) Vrai. Pour tout n 6 N, u „+ 1 = f(n + 1) > /(«) = u„. 


a) Par construction graphique : 


1) La suite (2n + 3)„ £ rj est arithmetique de raison 2 et de premier 
terme 3. 

2) La suite verifie une relation lineaire de recurrence d’ordre 2. 
Son equation caracteristique est r 2 - 2 = 0. II y a deux racines 
reelles distinctes ± V2. La forme generate de la suite est donnee 


3 (a,J3) 6 R 2 ; Vn s N, u„ = (a + j8(-l)") V2" 

3) La suite est arithmetique de raison -4. 

4) La suite est geometrique de raison — . 

5) La suite verifie une relation lineaire de recurrence d’ordre 2. 
Son equation caracteristique est r 2 - 6r+ 9 = 0. II y a une racine 
double : 3. La forme generate de la suite est donnee par : 

3 (a,/3) e R 2 ; Vn 6 N, u„ = (a + fin) 3" 

6) La suite n’est pas de type connu (mais on peut tout de meme 
en donner une expression en fonction de n, par recurrence : 
u n = n!«o) 

7) La suite est arithmetico-geometrique. 

8) La suite est geometrique de raison 3 et de premier terme 9. 

9) La suite n’est pas d’un type connu. 



on conjecture : (u„) n£ n admet toujours une limite, 

si u 0 < 0 alors la suite n’est pas definie 

si «o = 0 alors la suite est la suite nulle (u n — » 0) 

n— >4-00 

si Uq > 0 alors u„ — » 3 


b) Par construction graphique : 



-3 - 1 


1) La fonction / : x i-» 3x + 1 est continue sur R. II y a deux 


la suite converge, la limite est un un point fixe de / : 


on conjecture : (u n ), i£ n admet toujours une limite, 


si u 0 6 [-3, 1] alors u n — » 1 


sinon u„ — » +cx> 


x = 3x + 1 <=> x = — 
2 


• la suite diverge, la limite est +00 ou — 00 . 

Les limites eventuelles de la suite sont {— 00 , — — , + 00 }. 

2) La fonction g : x i-» x 2 - 4x + 6 est continue sur R. II y a 
deux cas : 

• la suite converge, la limite est un un point fixe de g : x = 
x 2 - Ax + 6 <=> x = 2 ou x = 3 

• la suite diverge, la limite est +00 ou - 00 . Les limites even- 
tuelles de la suite sont {— 00 , 2, 3, + 00 }. 


Pour n 6 N, 

= y J_ = 1 1 ~ F = 1 _ _L > 1 

2 k 2 1 — — 2 n n —* 4-00 


Ainsi lim u n = 1 . 


Soient k, n e N, la formule du binome donne : 


(k + l) 5 - k 5 = 5k 4 + 10 k 3 + 10 le + 5k+\ 


Sommons ces egalites pour k e [l,n]|. 
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Le membre de gauche est une somme telescopique : 

n 

£((*+1 ) 5 -k 5 ) = („ + l) 5 -l 

k = 1 

Le membre de droite est : 

n n n n 

5 Yj k * + 1°L ^ + Yj ^ + 5 Tj k + " 

k = 1 k = 1 *=1 £=1 

n 

On isole dans P equation k 4 ; les autres sommes sont 

t=i 

connues. On commence par factoriser par (n + 1), puis deve- 
loppant et factorisant 1’ expression, on trouve : 


k= 1 


4 n(n + 1)(2 n + l)(3n 1 2 + 3 n - 1) 
30 


1) Soient k,n 6 N*. On a 


In u, 


k= 1 


In 1 H — - 


k k 2 I k\ k 
6t n 2 ~ + n 2 ) < rf' 

Sommons ces egalites pour k £ [1, wj : 


/ k k 2 \ k 

donc 


n(n +1) n(n + l)(2/7 + 1) n(n + 1) 

2 n 2 12 ^ < ln "" < 2 n 2 

2) Application le theoreme d’encadrement avec 

n(n + l)(2n + 1) n(n + 1) 1 

lim — — : = 0 et lim — — ; — = - . 

n-*+oo 12 n 4 n~>+oo 2 fl 2 2 

Done lim ln«„ = — et par composition des limites 


lim u„ = V e . 


1) La suite (u„)„ e u est geometrique de raison 3 et de premier 

«3 6 2 

terme u n = — r = — = 

3 3 27 9 

Ainsi, pour tout n 6 N, u„ = 2.3"~ 2 

2) La suite (u„)„ e N es t arithmetique de raison -3 et de premier 
terme vq = vt- 2(-3) =11. 

Ainsi, pour tout n 6 N, v n =11- 3n 

3) La suite (iw„)„ £ n est arithmetico-geometrique. 

Soit a e R tel que a = 3-5 a : a = - 


Posons pour tout n e N, f„ 


w„ . 

2 


La suite (f„)„ £N est geometrique de raison -5 et de premier 
1 

terme to = — ■ 

Ainsi. pour tout n 6 N : 


(-5)" 


1 + (-5)" 


L = 


Remarquons que / : x h-> In ^2 + -e x | est definie 
sur R, donc la suite («„)„ £ n est bien definie. 

Posons pour tout n e N, v n = e" n ; ainsi, 

1 

tWi — 2 + — v n 

La suite (y„)„ eN est arithmetico-geometrique : 


Soit a e ' 

Posons pour tout n 6 N, w„ = v„ - 3. 


L tel que a = 2+ — : a = 3 


1 


La suite (tti„), I£ fj est geometrique de raison — et de premier 
terme wo - Vq - 3 = e° ■ 

Ainsi. pour tout neN: 


■ 3 = -2. 


2 2 

: — t-, v„ = s — 1-3 et «„ 
3" 3" 


: In 3- — 

3" 


Comme — e]0, 1[, lim — 

3 n — >+oo 3" 


: 0 done 


lim u„ = In 3 

n —*+ oo 


Procedons par analyse-synthese : 

Analyse (ou condition necessaire) : 

Considerons un polynome P e C[X] verifiant la relation et 
Z,{P) l’ensemble de ses racines. 

La relation verifiee par P donne pour x e Z,(P) : 


P(x) = 0 


P{ 2 - 3x) = 0 
2 - 3x e Z(P) 


Ainsi, considerant une suite definie pour tout neN par u n + 1 = 
2 - 3 u„, si uq e Z(P) alors par recurrence on montre que pour 
tout n 6 N, u„ 6 Z(P)- 

Une telle suite est arithmetico-geometrique : 

• soit A = | solution de A = 2 - 3A. 

• Pour tout n 6 N, 


Mn + 1 

A 


2 - 3 u n 
2 - 3/1 


u „+ i - A = -3 (u n - A) 


Ainsi, la suite (d„)„ £ h = («„- |) ne u est geometrique, de raison 
-3 et de premier terme vq = «o - 
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pour tout n e ] 


v„ = (-3)" ( u 0 - ^ j et u n = (-3)'' \ \ + \ 


II y a trois cas : 

1) -Z( P) = 0 alors P est un polynome constant : c’est la contra- 
posee du theoreme de d' Alembert-Gauss 

2) Z(P)\{-} t- 0 : P possede une racine x t Ainsi les 
termes de la suite definie par i/o = x et pour tout n e N, 
u n +i = 2-3 u n sont dans Z(P). Or ces termes sont tous distincts 
done P possede une infinite de racines, done P est le polynome 
nul. 


3) Z(P) = •{ ^ j- : il existe ft 6 


et n 6 


tels que 


P = P\ X -2)- 

Done si P verifie la relation, alors P est de la forme : 


P=P\X 


ou fi e C et n 6 N (J3 e C* et n = 0 correspond au cas 1 ; /? = 0 
correspond au cas 2) 

-> Synthese (ou condition suffisante) : 

Reciproquement, on cherche les polynomes de cette forme ve- 
rifiant la relation P(X) = aP( 2 - 3X) avec a e C. 

Soit p 6 €, n e N et P = (3\X - i 

Or/I^ - 32( - = (-3)"P(X - |) n . La relation est verifiee 

pour a = (-3)". 

En conclusion , les polynomes solutions sont de la forme : il 
existe 6 C et n e N tels que 




1) Pour tout n 6 N, 

H/ 1+ 1 "t" H/i+l — (3 Un ” £ 1 / 1 ) + ( 2u n + 2l>„ ) — u n + v n . 

La suite est done constante egale a uo + Vo = 3. 

2) Pour tout n 6 N, 

££/i+ 1 — 3u„ U/i — 3u n (3 tin ) — 4u fI 3 

La suite (u„)„ £ n es t arithmetico-geometrique. 

3) Etude de (u, ,)„ £N : 

• posons a tel que a = 4a-3:o'=l 

• posons pour tout n e N, w„ = u„ - 1. 

Alors (w n )„ e n est une suite geometrique de raison 4 et de pre- 
mier terme Mq — 1 = 1. 


pour tout n e N, 

w„ = 4", u n = 4" + 1 et v„ = 3 - u„ = 2 - 4" 

Ce sont toutes des suites verifiant une relation li- 
neaire de recurrence d’ordre deux. 

a) Etude de (u , ,)„ £ n : 

Equation caracteristique : r 2 - 2r + 4 = 0 
Discriminant :A = 4-16 = -12 = (2i V3) 2 
x 2 + 2iV3 ^ _ 

Les racines sont : r t = = 2e 5 et r 2 = £'i 

La forme generale de (m„)„ £ n est : 6 K 2 

Vn 6 N, u„ = 2" |acos |i;— j +/3 sin 

Recherche de a et ft grace aux donnees initiales : 

I U(j =1 = a ( or = 1 

=0 = 2 ( 4+41 


Ainsi, pour tout n 6 N, 

u„ = 2" fcos(«|) - -^4 sin|/i — j 


b) Etude de (t)„)„ e N* : l a suite est definie sur N*. Si elle avait 
ete definie sur N, il aurait ete possible de determiner u 0 (a partir 
de ui) afin de revenir au cas d' etude classique. Comme ce n’est 
pas le cas. utilisons la methode proposee en cours : 

Equation caracteristique : 6 r 2 - 5r + 1 = 0 

Discriminant : A = 25 - 24 = 1 

5-11 1 

Les racines sont : n = = — et r 2 = — 

12 3 2 

-* La forme generale de (u„)„<=n* est : 3(a,/?) 6 R 2 


Vll 6 LP, V n — — r + — —~r 

3"- 1 2"~ 1 


Recherche de a et ft grace aux donnees initiales : 


Vi = l= a+ P |a 

2 a ft 


V2 2 3 + 2 


/? = 2 


Ainsi, pour tout n 6 N", v n = 


2//~2 3/1-I ■ 


c) Etude de : la suite est bien definie sur N meme si la 

relation de recurrence est decalee. 

Equation caracteristique : t 2 — 2r + 1 = 0 
Il y a une racine double : r = 1 . 
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La forme generale de («„)„<= u est : 3(a,j8) e R 2 

Vn 6 N, w„ = (a + nj3)l" 

Recherche de cr et p grace aux donnees initiales : 

flOO=l = tt ( a = 1 

\wi = 2 = a + P ^ \p= 1 

Ainsi, pour tout n 6 N, w„ = n + 1. 

d) Etude de (l)„ £ n : la suite est bien definie sur N. 

Equation caracteristique : r 2 - 3 = 0 

Les racines sont : r\ = V3 et = - V3 

La forme generale de (u„)„ e N est : 3 (a, ft) e R 2 

Vn € N, t n = a V3" + P(- V3)" 


12.16 


1) Soient (a, b) 6 R 2 . La suite (an + b )„ e n verifie (★) si et 
seulement si pour tout n 6 N : 

a(n + 2 ) + b — 5 (a(n + 1) + b) + 6 (an + b) = 2n - 1 

c’est-a-dire Vn 6 N, n(2a - 2) + 2£> - 3a + 1 = 0 

ou encore | 2 b - 3a + 1 = 0 ^ { b = 1 ’ 

La suite (u„)„ e i.i, definie par v n = n + 1 pour tout n 6 N, verifie 
(★)• 

2) La suite (ui„)/ien verifie tt>o-2-l = l, wi = 6- 2 = 4 
et comme (zO„ £ n et (u„)„ £ n verifient (★), pout tout n 6 N, 
Wn +2 - 5u>, I+ i + 6 w„ vaut 


Recherche de a et ft grace aux donnees initiales : 


to — 1 — cr + p 
f i = 0 = aV^-/lV3 


< * a = P =\ 


Ainsi, pour tout n 6 N, 

fj = ^ (1 + ( -i n J5 si nest pair 
1 ' ( 0 si n est impair 


12.15 


a) La suite de Fibonacci verifie une relation lineaire de recur- 
rence d’ordre deux. 

Son equation caracteristique est : r 2 - r - 1 = 0. 

Discriminant : A = 1+4 = 5. 

Les racines sont : r\ = et 12 = 14A£ . 

La forme generale de (m„)„ £ m est : 3 (a.P) e R 2 


Vn 6 N, u„ = a 


1 - Vs y 


+ P 



Recherche de a et p grace aux donnees initiales : 


( u„ + 2 - 5 u, l+ i + 6 u„ ) - ( v n+2 - 5v n+ i + 6u„ ) = 0 

=2«— 1 =2n-l 

La suite (u>„)„ £ n verifie une relation lineaire de recurrence 
d’ordre 2. 

Son equation caracteristique est : r 2 - 5r + 6 = 0. 

Discriminant : A = 25 - 24 = 1. 

Les racines sont : iq = 2 et r 2 = 3. 

La forme generale de (ui„)„ £ n est : 3 (a.P) 6 R 2 

Vn s N, w„ = a2" + p3" 

Recherche de a et p grace aux donnees initiales : 

( wo = l = a + p ( a = - 1 
\ uq = 4 = 2a + 3/? ^ \ /? = 2 

Ainsi, pour tout n 6 N, w„ = 2.3" - 2" 

3) Done pour tout n 6 N, u n = 2.3" - 2" + « + 1. 


f no = 0 = a + /? 1 

\« 1 = 1 =a^+^ = = “ V! 

Pour tout n 6 N, u„ = ((^)" - (^T 1 )") 

b) On note que In u 0 = 0 = 1/0 et In iq = 1 = U\ . Par ailleurs, on 
montre facilement par recurrence double que : Vn 6 N, v„ > 0. 
Pour tout n e N, on a alors : 


In v n+2 = In u„+i + In v„ 


Done (ln(u„))„ £ N est la suite (u „)„ £ n definie en a). Done pour 
tout n 6 N : 


© 



Etude preliminaire : on definit 
/:xh 2x — ax 2 


• Variations de / : la fonction / est derivable sur R, et pour tout 
x 6 R, f'(x ) = 2(1 - ax). 

Ainsi, le tableau de variations de / est : 
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Exemples Ae suites 


• Signe de gr : jr i — > f(x) - x : pour x 6 R, g(x ) = x( \ - ax). Les 
points fixes de / sont 0 et A et le tableau de signe de g est : 


* 

| —oo 

0 i -t-OO 

a 

g(x) 

- 0 + 0 - 


Representation graphique de Cf : 



• Conjectures : il convient de detailler l'etude sur les en- 
sembles : ] - oo, 0[, jOj, ]0, i], ]i, §[,{§} et ]2,+oo[. Quel que 
soit le premier terme, la suite admet une limite : 

f 2 j 

si %6 0;-> alors u n — » 0 

[ a J n->+ CO 

i 2r , 1 

< si uq g 0; — alors u n — > — 

J d*- n >+co ci 

si «o £ Rl U +oo[ alors u„ — > -oo 
Demonstration des conjectures : 

■4 Si i<o = 0, alors la suite est constante car 0 est un point fixe 
de / done u„ — » 0. 

n—*+co 

2 

' Si no = alors u\ = f(uo) = 0. D’apres ce qui precede, 

a 

(u„)n>i converge vers 0. 

-4 Si «o £]0, i], alors procedons a l’etude de (i/„)„ eN : 

• Stabilite de la suite : Montrons par recurrence que pour tout 
n s N, i /„ e]0, A] : 

Initialisation : i/ 0 £]0, -]. 

Heredite : Soit neN tel que i/„ 6]0, -]. Comme / est crois- 
sante sur ]0, : 


/( 0) = 0 < f(u n ) = i/„ + i < /(-) = - 
a a 

Conclusion : pour tout n 6 N, i/„ e]0, -], 

• Variation de la suite : g est positive sur ]0, -] done pour tout 
n 6 N, 

I//H ! — I//i = f(Mn) a ii = g(u n ) ^ 0 
La suite (i/„ )„<=n est croissante. 

• Limite de la suite : la suite est croissante et majoree par 
d’apres le theoreme de limite monotone, la suite converge vers 
une limite C e R. Comme (//„), ie m est croissante, par passage a 


la limite on a : 0 < uq < C. Or sa limite est un point fixe de / 
car / est continue sur R, done { 6 R* n (0, - j : u„ — » 

a n —*+ oo a 

■4 Si i/o g|-, =[. alors comme / est strictement decroissante 
sur ] j, 2[, ui = /(no) e]/(2),/(i)[=]0, 1[. D’apres ce qui pre- 
cede, ( u„) n> \ converge vers 

■4 Si i/o < 0, alors procedons a l’etude de (i/„)„ e n : 

• Stabilite de la suite : Une recurrence permet de montrer que 
pour tout n 6 N, i/„ < 0. 

• Variation de la suite : g est negative sur R* done la suite 

n est decroissante. 

• Limite de la suite : la suite est decroissante done admet une 
limite soit finie soit -oo. 

Raisonnons par l’absurde pour montrer que lim u n = -oo. II 

n—*+ oo 

suffit de montrer qu’elle n’est pas convergente. 

Supposons que (i/„)„<=n converge, par passage a la limite sa li- 
mite est dans ] - oo, n 0 ] c Rl. De plus sa limite est un point fixe 
de / ce qui est impossible puisque les points fixes de / sont 
dans R+. 

Done u„ — * -oo. 

n — »+oo 

-4 Si no > -, alors comme / est strictement decroissante sur 
]2 +oo[, i/! = /(// 0 ) e]lim/,/0[c R*. D’apres ce qui pre- 

u -OO u 

cede, (i/„)„>i tend vers -oo. 

Conclusion : Chaque situation de la conjecture a ete demon- 
tree : 


si //o 6 \ 0; — > alors i/„ 


si u 0 6 10; -[ alors i/„ — * - 

J a L n-*+oo a 

si i/o G Rl U — ; -t-oo alors u„ — * -oo 

, J H L n — >4-00 


12.10 


1) Par recurrence, on peut montrer que les termes de la suite 
sont dans [0,1]. 

Soit / : x G [0, 1] h-» 1 . 

1 + 2x 

Etude preliminaire : 

• Variations de / sur [0.1] : / est derivable sur [0, 1] de derivee 
/*.;• x i-» - |1+ , r)2 ■ Ainsi / est decroissante sur [0,1]. 

Point fixe de / : f(x) = x <=> x = — 

• Representation graphique de C/ : 
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Exemples de suites 


CORRIGES 


Soit h : x fif(x)) = 

On note que pour tout n 6 N : 

Un+ 2 = f(u n + 1) = /(/(«»)) = h(u n ) 

• Tableau de variations de h : 



0 1 

hix) 

Z 


• Signe de g : .t ( 

= hi - * =■ 3+2 jc 

Tableau de signe de g : 


h(x) - x : pour x e [0,1], 

-2jr 2 -v+l _ (x+1)(1-2j) 

3+2.v 



0 1 1 

gix) 

+ 0 - 


Etude de (U 2 „)„ e n ■ 

• Stabilite sur [^, 1] : on a Wo = 1 ; une recurrence permet de 
montrer que pour n 6 N, U 2 „ G [^, 1], 

• Variation : comme g est de signe negatif sur [j, 1] alors la 
suite (ii 2 n)nev est decroissante. 

• Limite : la suite est decroissante et minoree par d’apres 
le theoreme de limite monotone, elle converge. Par passage a la 
limite ont sait que sa limite est dans [|, 1]. De plus, la limite est 
un point fixe de /t (car /; continue sur [|, 1]), done «2„ — » 4. 

z n— >+oo z 

La suite ( U 2 n)neN est decroissante, minoree et converge vers 
-* Etude de (w 2 , i+ i)„ £N : 

• Stabilite sur [0, 5] : on a u\ = /( 1) = | ; une recurrence per- 
met de montrer que pour n G N, u 2 „+i G [0, |], 

• Variation : comme g est de signe positif sur [1,1] alors la 
suite («2n+i)/i€N est croissante. 

• Limite : la suite est croissante et majoree par , d’apres le 
theoreme de limite monotone, elle converge. Par passage a la 
limite ont sait que sa limite est dans [0, 1], De plus, la limite est 
un point fixe de li (car h continue sur [0, 1]), done n 2 „ + i — » 

z n— >4-00 z 

La suite (z/ 2 „ + i)„ £ n est croissante, majoree et converge vers 
2) Les suites (z/ 2 „)„ £ n et (z/ 2 „ + i)„ £ n convergent vers la meme li- 
mite done (zz„)„ £ h est convergente et converge vers |. 


12.19 


1) f : x h-> x 3 - 3x 2 + 3x 
• Etudes fonctionnelles : 

Vx g R, f{x) = 3{x - l) 2 > 0 
et gix) = f{x) — x = x{x - \)(x - 2). D’oii le tableau : 


* 

— CO 

0 1 

2 +00 

fix) 

— CO 

z 

+ CO 

gix) 


- 0 + 0 - 

0 + 


Representation graphique de Cf : 



• Conjecture : il convient de detailler l’etude sur les ensembles 
] - 00, 0[, jOj, ]0, 1], [1, 2[ , {2} et ]2, +oo[. Quel que soit le pre 
mier terme, la suite admet une limite : 

si u 0 < 0 alors u n — * -00 

n— > 4 - 00 

si 1/0 G jO, 2) alors la suite est constante 
si uo g]0, 2[ alors u„ — * 1 

n— >4-00 

si «o > 2 alors u„ — * +00 

n— > 4 -oo 

2 )f:x~Q 

• Etudes fonctionnelles : pour x G R.\{1), 

f , ( N _ a--2.v- 1 _ (x-1- V2)(.v-1+ \/ 2 ) 

' '■•D (.v-1) 2 (x-1) 2 

et g(x) = f(x ) - x = - x = pp. D’ oil les tableaux : 



-00 1 - V 2 1 1 + V 2 +00 

fix) 

+ 

0 - || - 0 + 

fix) 

Z 

\ II \ Z 

et 

JC 

— CO —1 1 +00 


x - 1 

- 0 + 


l + X 

- 0 + + + 


gix) 

+ 0 - 11 + 

• Representation graphique de C/ : 
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Exemples de suites 


• Conjecture : il convient de detailler l’etude sur les ensembles : 
] - oo,-l], [-1,1 - V2], ]1 - V2,0], ]0,1[, Jl.l + V2[ et 
[1 + V2, +oo[. Si uo = 1 la suite n’est pas definie, sinon la suite 
admet une limite : 


si i/o < 1 alors i/„ — » - 1 

n—*+ 00 

si Mo > 1 alors u„ — * +00 


12.20 


1) On remplace u„ par cm(-\) n dans l’equation de recurrence ; 
pour tout n on a : 

a(n + 2)(-l)" +2 = a(n + l)(-l) n+1 + 2arn(-l)" + (-1)" 
c’est-a-dire (-1)" (3a - 1) = 0 <=> a = 2. 

2) | =» | Pour tout n 6 N on a : 

/ H/ 1+2 — ii/i+i + 2i/ rt + (— 1) 

\ w „+2 = U/„+l + 2 w n + (-1)” 

Par soustraction on obtient que v = u — w verifie : 

V« 6 N, V n+ 2 = V n+l + 2v n (★) 


n 

• sinon i/„ ~ -(—1)". 

4) D’apres ce qui precede : pour tout n e N, 


2 + 3m „ 7 „ 

u „ = -- -(-!)" + -r 


Montrons par recurrence double sur n e N que : 

M < 2" +1 - 1 . 

• Initialisation : Mo = 1 < 1 = 2 1 - 1 et iq = 1 < 3 = 2 2 - 1. 

• Heredite : soit n 3= 1, on suppose que |i/„_i| < 2" - 1 et 
|m„| < 2 ,i+1 - 1. Considerons le rang n + 1 : 

Comme (u n )„ e n e 2? 1, 


K+il = I u„ + 2 M„_! + (— 1)" +1 | 

l’inegalite triangulaire donne 
|m„+i| < |m„| + 2|m„_i| + 1 

l’hypothese de recurrence donne 
< 2' !+1 - 1 + 2(2" - 1) + 1 
< 2" +2 - 2 < 2" +2 - 1 


La suite v est recurrente lineaire d’ordre deux. 

| <= | Pour tout n 6 N on a : 

/ v„+ 2 = v„+i + 2v n 
\ w n+2 = w n+ 1 + 2w„ + (-1)" 

Par addition, on obtient que u = v + w verifie Vm 6 N, 
u n+2 - 77/1+1 + 2l/„ + (—1)", done M 6 

3) L’equation caracteristique associee a (★) est : r 2 - r— 2 = 0. 
Le discriminant est : A = 1 + 8 = 9. 

Les racines sont : = ^2 = -1 et r 2 = = 2. 

La forme generate de (w„)„ e N est : il existe (J3, A) 6 R 2 tel que 


Vn s N, v n = j8(-l )" + X2" 
Recherche de et A grace aux donnees initiates : 

( 2v o~»i 

<=> l 


Vo - f3 + A 
V\ — ~p + 2A 


3 

v 0 + Vl 


Ainsi, pour tout n e N, 

2vo — Vi 


(- 1 )" + ^T 


3 3 

Or, Vo = i/o - Wo = i/o et v\ = Mi - Wi = Mi + Done pour tout 


n 6 . 


6i/ 0 - 3 mi - 1 3 M 0 + 3mi + 1 

v„ = (-1 + 2 

" 9 v 9 

Enfin, u = v + w done pour tout n 6 N, 

6m 0 - 3«! - 1 + 3/7 / 3m 0 + 3m + 1 „„ 

M/> - ,, 1 O + ,, 


Recherche d’un equivalent de i/„ : 

comme 6m 0 - 3 iq - 1 = o(n) et n(-l)" = o(2"), alors 

3 mo + 3i/i + 1 

• si 3i/ 0 + 3 mi + 1 t 0, on a u n 2", 


• Conclusion, pour tout // 6 N, |i/„| < 2" +1 - 1. 


12.21 


1) Si a < 0, alors pour tout n 6 N : 

1 , 

7/n+l 77/i “ Li 77 y; ) ^ 0 

La suite (m„)„ £ n est decroissante done elle admet une limite soit 
finie, soit — oo. 

Supposons que la limite est finie :/elL. Alors i est un point 
fixe de l’application continue sur R, / : x i-» x + \(a — x 2 ) : 

f(x) = x <=> x 2 = a < 0 

Ceci est impossible car un carre est toujours positif, done la 
suite diverge et i/„ — * -oo. 

n — »+oo 

2) • Si a = 0, / possede un unique point fixe : 0. La suite est 
constante : V/7 s N, i/„ = 0. 

• Si a = 4, / possede deux points fixes : 2 et -2. Or Ui = 
f(uo ) = 2, done la suite est constante a partir du rang 1 : 
V/7 > 1, m„ = 2. 

3) a) L’ application / est derivable sur R et /' : ih 1 - x. Le 
tableau de variations est : 



— OO 1 +(X) 

/'W 

+ 0 - 

/w 

/ \ 


Ainsi / admet un maximum en x = 1, qui vaut 2^-. 

On a Mi = /(0) = f . 

■4 Montrons que pour tout re [|, 2], f(x) 6 [2,2]. 

Deux cas sont a distinguer : 

• soit a e]0, 2] alors f < 1 : / est croissante sur [| , 1] : 

Vxe [f,l], /(X)E [/(§), /(l)]. 

Or/(l) = 2±i < | < 2 et /(f) - f = ?(l - f) > Ocar/i < 2; 
done 'ix 6 [f , 1], f(x) € [f , 2], 
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/ est decroissante sur [1,2] : Vx g [1,2], /(x) 6 [/( 2), /( l)]. 
Or /(l) = 2±i < | < 2 et /( 2) = f ; done Vx g [1,2], /(x) 6 
[f.2]. 

• soit a g] 2, 4[ alors f > 1 : 

/ est decroissante sur [|,2] : Vx G [1,2], /(x) G [/(2),/(|)]. 
Or /(2) = | et /(|) = a(l — |). Une etude rapide de 1' ap- 
plication h : x i — * x(l - #) donne que h est croissante sur 
[0,4]. Comme a g] 2,4[, /( |) = A(a) < /t(4) = 2 : done 
Vx G [1,2], /(x) G [f,2]. 

Conclusion : Vx G [f , 2], /(x) G [f , 2] (★) 

■4 Montrons par recurrence que pour tout n > 1, u n G [|, 2] : 

• Initialisation : U\ = | 6 [|,2], 

• Heredite : soit n > 1, suppons u„ G [|,2], 

D’apres (★), «„+i = f(u„) G [f , 2], 

• Conclusion, Vn > 1, «„ 6 [|,2], 

3) b) est un point fixe de /, done pour n > 1 : 

I - « B +il = I /( V«) - /(m«)I 

I /— a . M n I 

= I “ f ~ + y I 

= | - «nl x |l - ^2 "" | 

Majorons |l - I : 

Pour n > 1, m„ 6 [f , 2] done : 

, yja+Un , , _ 1 _ 

1 2 ^ 1 2 “ 1 2 4 

Va+»„ ^ _ | V?+2 _ _^7 

Ainsi, pour tout n > 1, 

I I I / H \ , 1 

I v« - K„+il < max I — ,1 -II Va- u n \. 

3) c) Posons a = max (4^, 1 - 4^ - |). 

On a -^ > 0 done a > 0. De plus 4^ et 1 — 4^ — | sont tous 
les deux strictement inferieurs a 1. Done a G ]0, 1[. 

La question precedente donne : 

Vn > 1, | - M„+il S tt| - «J. 

Une recurrence permet d’etablir : 


Vn > 1, | xfa - u n | < a" *| - Mil. 

Or a g] 0, 1[, done a" -1 — > 0, 

n—*+co 

done O'" 1 1 x[ci - U\\ — » 0. Par encadrement on obtient que la 

n— >4-00 

suite (n „)„ e n converge et u n — » V a . 


12.22 


1) Pour tout a > 0, f a est definie de R+ vers R+ et pour tout 
n G N, u n = /ioo ° /ioi ° • • • ° /ioo+n(0) 

et v„ = /too o /ioo o • • • o /ioo(0) 

(n+l) fois 

Ainsi, les suites u et v sont bien definies. 

2) Recherche des points fixes de / 10 o : 


/ioo(.v) = x « x 2 - x - 


100 


= 0 


Discriminant : A = 1 + 


= (^f- 


1+JT _ 10+VI04 


Une seule racine positive : r - 
Done /ioo admet un unique point fixe : a = 

Etude de (u„)n£N avec pour tout n G N, u„ + i = fiooiVn)- 

• Montrons par recurrence : Vn gN,»,g [0, a] : 

T . . . 1 10 

Initialisation : Vn = — < — < a 
0 10 20 

Heredite : soit n G N et 0 < v„ < a. 

/ioo etant croissante sur R+, /ioo(0) < /ioo(w n ) < /ioo(Q') ; 
ce qui donne 0 < yfUfi < w«+i < a. 

Conclusion, pour tout n G N, t, < a. 

• Montrons que (u„)„ e n est monotone : 

Considerant Vo et tq , il y a deux cas : 

Soit 0 < Vo < Vi < a : Montrons par recurrence que pour tout 
n G N, v„ < v„+i. 

Initialisation : wo < «i- 

Heredite : Soit n G N, on suppose que v„ < v„+i. Comme /ioo 
est croissante, f{v n ) < /(n„+i) et done v„ + i < u„ + 2 - 
Conclusion, la suite est croissante. 

Soit 0 < Vi < Do < a : une recurrence similaire donne que pour 
tout n gN,»D v„+ i- La suite est decroissante. 

• La suite (u„)„ e n est monotone et bornee, d’apres le theoreme 
de limite monotone, elle converge vers une limite positive. 

De plus sa limite est un point fixe de /ioo car f i00 est continue 
sur R.+ done (u„)„ e N converge vers a. 

3) Montrons que la suite (u„)„ e N est strictement croissante. 
Pour n G N , considerons h = /ioo ° /ioi ° " • 0 fioo+n . application 
strictement croissante car composee d’ applications strictement 
croissante de R + dans R + . 

Ainsi, m„ + i = /i|^ i 00 |„_n j > h{ 0) = u,„ la suite (n„)„ eN est 
strictement croissante. 

De plus, pour tout n G N, u„ < v„ < a done la suite est majoree. 
Le theoreme de limite monotone donne que (u n ) ne n converge. 


1) Procedons par recurrence double sur n G N : 

• Initialisation : u 0 , U\ G R* 

• Heredite : soit n 0, on suppose u n ,u n + 1 > 0, alors et 
-\]u „ + 1 existent et sont strictement positifs, done + yu„ +l > 
0 et k„ + 2 est bien defini. 

• Conclusion, la suite («„)„«= n est bien defnie et a valeurs dans 


2) Montrons par l’absurde qu’il existe p 6 N tel que u p > 1 : 
supposons que pour tout n G N, u„ g]0, 1]. 

Or pour tout x G [0, 1], xfx > x done u 2 > u\ + uq. 

Posons i/i = Hi, ij 0 = u 0 , et pour n > 1, 

f/;i+ 1 = }jn -t” Un- 1- 

Alors, une recurrence double (et l’argument x G [0, 1] => xfx > 
x) permet de montrer : 

pour tout n G N, 0 < y„ < u„ < 1 . 

Alors, pour tout k > 1, i/r+i -j/*- = i/*_i > 0, done la suite {ijk)k> i 
est croissante, done y k _i > y i pour k>2. Par consequent, pour 
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tout k > 2, 

Vk + 1 ~ijk>yi- 

On somme ces dernieres inegalites pour k e J2, n — 1J : 

J/n > (n - 2)j/i + i / 2 > (n — l)i/i- 

Or (n - l )i/i — > +oo (car i/i > 0), done par comparaison 

n— >+oo 

u„ — > +cx> qui contredit que (m„)„ £ n est bornee. 

n— >4-oo 

Conclusion, il existe p 6 N, u p > 1. 

Comme pour tout x > 1, xfx > 1, alors une recurrence rapide 
donne que pout tout n > p, u„ > 1. 

Recherche des limites finies eventuelles de u : 

Supposons que (u„) n<L n converge vers (€R t . 

Comme V n € N, i /„ + 2 = ^]u n +i + P^ P assa g e a la limite 
on obtient : £ = 2 V? <=> C e (0, 4) 

Comme Vn > p, u„ > 1, par passage a la limite t > I . 

Done la seule limite finie possible est £ = 4. 

3) La suite x verifie une relation lineaire de recurrence d’ordre 
2. 

Equation caracterisitque associee : 3r 2 — r - 1=0. 

Discrimant : A = 1 + 12 = 13. 

Les racines sont : r\ = 1+ ^ et r 2 = . 

La forme generale de la suite est : il existe (a,fl) 6 R 2 tel que : 
V n > p, x„ = arj + fir* 

Or n,r 2 6] - 1,1[ car Vl3 € [3,4]; ainsi, r'! — > 0 et 

n— >4-oo 

r? — > 0. Par somme, on obtient que la suite (x„)„ >p converge 

n— >4-oo 

vers 0. 


4) Procedons par recurrence double sur n > p : 

• Initialisation : \w p \ - x p et |u> p+ i| = x p+ i. la relation est vraie 
aux rangs p et p + 1. 

• Heredite : soit n > p , on suppose que |u>„| < x„ et \w n+ i\ < 
x n + 1 . Considerons x„+ 2 . 


X„+2 = > |(|w„| + |w„ +1 |) 

par hypothese de recurrence 

> I(|^-l| + |V^_ 1 |) 

par l'inegalite triangulaire : 
V» 17 + yiviT _ 2 | 




u n+ 2 1 

4 

V M w+ 2 _ 
2 


lx 


yJ u n+2 

2 


+ 1 


Xn+2 ^ 



I«W| 


• Conclusion : pour tout n > p, x„ > |u>„|. 

Comme x„ — > 0, le theoreme d'encadrement donne que 

n— >4-oo 

(w„) n <m converge vers 0. 

5)Onau>„ — > 0 done ■\fuil = 2(w„+ 1) — > 2. Par continuite 

n— >4-oo n— >4-oo 

de x t-> x 2 en 2, u„ = ( x/u^) 2 — > 4. 

n— >4-oo 

La suite («„)„<= n converge vers 4. 
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Introduction 

On ne dispose jusqu’a present que d’un seul outil permettant de comparer deux 
suites reelles : celui fourni par les inegalites. Elies donnent lieu a quelques re- 
sultats : passage a la limite, theoreme d’encadrement, theoreme de comparaison, 
convergence des suites adjacentes. 

Dans ce chapitre, il s’agit d’introduire deux nouvelles relations de comparaison : 
la negligeabilite et 1’ equivalence. Elies constituent un outil tres puissant pour lever 
les formes indeterminees et trouver la limite d’une suite. Plus generalement, elles 
permettent de mieux comprendre le comportement de u n lorsque n devient grand : 
on parle alors d’etude asymptotique de la suite. 


Objectifs 

• Comparer des suites reelles a l’aide des relations de negligeabilite et d’equiva- 
lence. 

• Determiner un equivalent simple d’une suite reelle. 

Prerequis 

Generalites sur les suites reelles. 


13.1 Suite negligeable devant une autre 

13.1.1 Definition 

Definition - Suite negligeable devant une autre 

Soient (u „) ne n et (v n ) nct j deux suites reelles. On dit que (u „) ne n est negligeable devant 
(v„)ne n lorsqu’il existe une suite (£„)«en convergeant vers 0 et telle que u„ = s„v„ a partir 
d’un certain rang. 

On note alors u n = o(v „ ) ou u„ = o ( v n ) et on lit « u„ est un petit o de v n ». 

n— >+oo 

Remarques 

1 L’ecriture a n = b n + o(u„) signifie que a n - b„ = o(u„). 

2 On place le o(u n ) en derniere position : on evitera d’ecrire a„ = o(u„) + b„. 
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Methode 1 Montrer que u n = o( v n ) 

Pour montrer qu’une suite est negligeable devant une autre, on utilise tres souvent le resultat suivant : 
soient ( M„) n eN et (v n ) n€ }i deux suites reelles telles qu’a partir d’un certain rang v„ + 0 alors : 

u„ = o(v n ) <=> — — > 0 . 

V n n—>+oo 

Demonstration 

• Supposons u„ = o(v„) et soit (e„)„cii de limite nulle et telle que u n — e „ v „ a partir d’un certain rang. 
Quitte a prendre n encore plus grand pour avoir v„ 4- 0, il vient — = e„ a partir d’un certain rang. 
Done ^ — > 0. 

Vn n— H-oo 

• Reciproquement, supposons — — > 0. Soit no e N tel que : Vn > no, v„ + 0. On pose alors, pour 

Vfl n—>+ oo 

tout n > no, e„ — j-. 

Ainsi s„ — > 0 et V« > no, u n = e„v„. Par consequent u n = o(v„). ■ 

n—>+ oo 


Exemples d'application 


1. n = o{n 2 ) : en effet — = - — > ' 

n l n «->+oo 



: en effet — x 
n l 




VI n — >+oo 


3. - = o(n) : en effet le quotient de - par n est — qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. 
n n n z 

Plus generalement, si (u „) ne n est une suite qui converge et (v n ) nc u une suite qui tend vers un infini, 
alors v„ V 0 a partir d’un certain rang et done — — » 0. d’ou u n - o(v n ). 

U n n->+ oo 



a n = o(u n ) et b n = o(u n ) ne signifie pas que les suites (a„)„ eH et (b„)„ eN sont egales. Par exemple, 
on a n = o(n 3 ) et n 2 = o(n 3 ) bien que : Vn e N*, n * n 2 . 

II faut bien comprendre qu'on designe par le meme symbole o(u„) n'importe quelle suite negli- 
geable devant (u„) neN . 


13.1.2 Propr ietes 

Proposition - Caracterisation des suites de limite nulle 

Soit une suite reelle, alors : u n — o(l) o u n — * 0. 

n— >+oo 

Demonstration 

Ona: «„ =o(l) o — — > 0 o u n — > 0. 

1 n—*+oo n — >+oo 

Proposition - Regies d’utilisation des o 

Soient (vn)neN, (uV;i)«eN & (tn)n € n quatre suites reelles et A un nombre reel. 

(i) Si u n = o(u„) et si v„ = o(w n ) alors u n = o(w n ). 

(ii) Si u n = o(w„) et si v„ = o{w n ) alors u n + v n — o(w n ). 

(Hi) Si u n = o(u „ ) alors Au n = o(v n ). 

(iv) Si u n = o(u„) et si w n = o(t n ) alors u n w n = o(v n t n ). 

(v) Si u n = o(v n ) alors u n w n = o(u n w n ). 

(vi) Si A V 0 : u n = o(v„) <=> u n = o(Au„). 
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13.1.3 


© 


Demonstration 

Demontrons par exemple la propriete (i). On suppose u„ — o( v„ ) et v„ = o(w n ) done 
il existe deux suites ( s „)„ e n et convergeant vers 0 et deux entiers naturels n\ et 

«2 tels que : in > n\, u n = s„v„ et in > ni, v„ = r] n w n . Par consequent pour tout 
n > max(«i, 112 ), u„ — (s n q n )w„. Or s n r] n — > 0 done u„ — o{w„). ■ 

n — >+00 


Exemples 

. , , n 2 1 n 1 

On a n = o(n ) et n = o(n ) (car — = — — > 0 et — = — — > 0). On en 

Yr Yl n—i+oo yi~> fi ^ n — >+00 

deduit que n + n 2 = o(n 3 ) (on a utilise ici la propriete (ii)). 


/I 

2 

1\ 

- 

done — = 0 

- 

\nj 

n 2 

\ n ) 


Comparaison dee suites usuelles 

La notion de negligeabilite permet notamment de comparer deux suites (u„) nc _u et (v n ) nc u 

qui convergent toutes les deux vers 0 ou qui tendent toutes les deux vers un infini. Dans 

u n 0 

ce cas, la recherche de la limite de — aboutit a priori a une forme indeterminee « - » 

v„ 0 

00 

ou « — ». La connaissance des relations de negligeabilite suivantes permettra de lever un 

00 

certain nombre de ces formes indeterminees. 


Theoreme - Croissance comparee des suites usuelles 

Soient a, b, a et p des nombres reels. 

• Si a < p, alors n a = o(nP). 

• Si 0 < a < b, alors a a n = o(b n ). 

• Si a > 0, alors (In rif = o(n a ). 

• Si a > 1, alors n" = o(a"). En particulier n a = o(e"). 

• On a a" = o(nl). 


Demonstration 

A titre d’exemple, montrons que si a e B. et a > 1, alors n" — o(a"). 
n a exp(orln(n)) 

Pour tout n e N*, on a — = = exp (crln(n) - n ln(a)). 

a" exp(nln(a)) 

Or a ln(n) - n ln(a) = n(a — — - ln(«)) et on sait que — — — -> 0. 

n 1 ( \ 

Done a In (a) — » 

Yl n —>+ 00 


Yl 

- In (a). 


Yl n — >+00 


ln(n) 


Or a > 1 done - ln(a) < 0 d’ou : crlnln) - n ln(fl) = n(a ln(a)) 


Enfin, limexp = 0 done par composition : — — » 0, et ainsi n" = o(a n ). 

—00 d n n —>+ 00 

Le theoreme precedent permet de classer les suites usuelles en fonction de la vitesse a 
laquelle elles tendent vers 0 ou vers + 00 . 
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4 Classement des suites usuelles tendant vers +oo 

Si (u„) „ e n et (v n ) n€ ij tendent vers +oo et si u„ = o(v„), on dit que (d„)hen tend plus rapide- 
ment vers +oo que (u n ) n€ n. 


lente (Inn) 7 n a n? a' 1 b" n\ rapide 

y > 0 0 < a < p 1 < a < b 

4 Classement des suites usuelles convergeant vers 0 

Si (n, i)ngN et (n„)„eN convergent vers 0 et si n„ = o(v„), on dit que (u n ) n€ \\ converge plus 
rapidement vers 0 que (u„)„ £ n- 


lente 


1 J_ J_ 

(In riy n a nP 


b” 


1 

n\ 


y > 0 0 < a < p 0 < a < b < 1 


rapide 


Exemples 

1. n 2 = o(3") car 3 > 1. 

/ 1 \” 0 / 1 
En revanche 1-1 = o(n~) car I — 


2, (Inn) 3 = o((-2)"). En effet, par croissance comparee : (Inn) 3 = 

i/i i i i /i \ i 


o(2") car 2 > 1, 


on en deduit que 


(In n) 


(In n) 3 


0. 


13.2 S>u\tee e <\ uivalentes 

13.2.1 Definition 

Definition - Suites equivalentes 

Soient (n„)„ e n et (n„)„ e N deux suites reelles. On dit que (u n ) ne n est equivalente a (n„)„ e N 
lorsqu’il existe une suite (a„) n eN convergeant vers 1 et telle que u„ = a„v„ a partir d’un 
certain rang. 

On note alors u n ~ v n ou u„ ~ v„. 


Proposition - Soient (u„) n€ n, et (w n ) ne n trois suites reelles. 

• La relation d’ equivalence est symetrique : u„ ~ v n <=> v„ ~ u n . 

• Elle est egalement transitive : si u n ~ v„ et si v n ~ w n alors u n ~ w„. 


Methode 2 Montrer que u n ~ v n 

Pour montrer que deux suites (n „)„ e n et (u„)„ s n sont equivalentes, on utilise souvent les resultats 
suivants. 

• u„ ~ v„ o u„ - v„ = o(u „ ) o u„ - v n = o(v„). 

• Si a partir d’un certain rang u„ + 0 alors : u„ ~ u„ <=> — — » 1. 

l) n n — >+oo 
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Demonstration 

On demontre le premier resultat, la demonstration du second etant en tout point analogue a celle de 
m„ = o(v „ ) <=> — — > 0. 

V n n— >+oo 

• Supposons u„ ~ v„, alors il existe n convergeant vers 1 telle qu’a partir d’un certain rang 
u n = ct n v„ et done u„ - v„ = ( a„ - 1 )u„. Or a„ - 1 — * 0 done u„ - v„ = o(v„). 

n—>+oo 

• Reciproquement supposons u„ - u„ = o(u„). II existe alors (s„)„ e N convergeant vers 0 telle qu’a 
partir d’un certain rang u„ - v„ = e„v„ et done u„ — (1 + s„)v„. Or 1 + s„ — > 1 done u n ~ v n . 

n— >+oo 

On a done montre : u„ ~ v„ o u n - v n = o(u„). En echangeant les roles des deux suites, on en deduit : 
v„ ~ u n o v„ - u n = o{u n ). 

Or v„ ~ u„ o u n ~ u n et v„ - u„ = o(u„) o u n - v n = o{u„). 

On obtient ainsi u n ~ v„ o u n —v„- o(u„). ■ 


Exemples d'application 

1 i n+1 1 

. n + 1 ~ n car = 1 H — — > 1 . 

n n n—>+oo 

2 In (n + 1) ~ Inin). En effet In (n + 1) - In (n) = In 1 1 + 


0 et In (n) 


+oo done 


In (n + 1) - ln(n) = o( ln(n)). 

3. n + In (n) ~ n car (n + ln(n)) — n- ln(n) = o(n) par croissance comparee. 


13 . 2.2 


© 


Proprietes 

/ 

4 Equivalence et limite 


Proposition - Soient (u n ) n€ n et (u n ) n eN deux suites reelles. 

• si u n ~ u„ et si l’ une des deux suites admet une limite dans R alors V autre suite admet 
la meme limite, 

• reciproque partielle : si les deux suites convergent vers une mime limite finie non 
nulle C e R*, alors u„ ~ u„. 


Demonstration 

• On suppose u„ ~ v„ et u„ — » { ou l e R. II existe alors (ff„)„ e N convergeant vers 1 telle 

n— >+oo 

qu’a partir d’un certain rang u„ = a„v„. On a a„ — » 1 et u„ — > £ done a„v„ — > t, 

n—>+ oo n—>+ oo n—>+ oo 

ce qui prouve que u n — > £. 

n—>+ oo 

• Supposons que {u „) ne n et (v„)„ e n convergent vers £ eR*. 

Sans perte de generality, on peut supposer £ e]0, +oo[. ]0, +oo[ etant un intervalle ouvert 
contenant £, par definition de la limite, on a v„ e]0, +oo[ a partir d’un certain rang. 

On peut done definir — a partir d’un certain rang et on a — — > 1 car (u n ) ne n et (u„)„ e ^ 

Vn V„ n-*+ oo 

convergent vers la meme limite non nulle. Ainsi u„ ~ v„ . 

On remarque que si la limite commune etait nulle ou infinie, on obtiendrait une forme 
indeterminee, ce qui nous empecherait de conclure, ■ 



• La reciproque est fausse lorsque l e {0, +£», -oo). Void deux contre-exemples : 

1 1 

- Les suites de termes generaux u„ = - et v n = — convergent toutes les deux vers 0 et pourtant 

n n 2 

u n + v n . 
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- Les suites de termes generaux u n = n et v n = n 2 tendent toutes les deux vers +c» et pourtant 
U n * V n . 

• Pour tout reel C non nul, on a : u„ — > ( <=> u n ~ C. Cette equivalence est fausse lorsque C = 0 

n— >+oo 

car u„ ~ 0 signifie que u n = 0 a partir d'un certain rang, [.'experience montre que, lorsqu'on est 
amene a ecrire u n ~ 0, il est presque certain que I'on a commis une erreur de raisonnement. 

4 Equivalence et negligeabilite 


Remarque - Les deux der- 
nieres proprietes signifient 
que, dans une relation de 
negligeabilite, on peut rem- 
placer une des deux suites 
par une suite qui lui est 
equivalente. 


Proposition - Soient (u„) n€ n, (p„)„ € h et (iP„)«eN trois suites reelles. 

• Si u n = o(v n ) alors u n + v„ ~ v„. 

• Si u„ — o(v „ ) et v„ ~ w n alors u n — o(w„). 

• Si u„ — o(v „ ) et u n ~ w n alors w n = o(v„). 


Equivalence et operations alqebriques 


Remarque - En particulier si 
u n ~ v n et si i e R alors 
Au n ~ Av n . 


Proposition - Compatibilite avec le produit et le quotient 

Soient (u„)„ e n, (Pn)ne n» (^n)neN et {t„)ne n quatre suites reelles. 

On suppose que u n ~ v n et w„ ~ t n . Alors : 

• UfiWn ~~ Vntn> 

11 u„ v n 

• si a partir a un certain rang w n + 0 et t„ + 0, alors et . 

w n t n w n t n 



Attention, I'equivalence n'est pas compatible avec I'addition et la soustraction. C'est une source 
tres frequente d'erreurs. 

Voici un contre-exemple : posons pour tout n eN, u„ = n 2 + n, v n = n 2 et w„ = t n = -n 2 . On verifie 
facilement que u„ ~ v n et w n ~ t n . 

Pourtant u„ + w n + v n + t„. En effet, pour tout n e N, u„ + w n = n et v„ + t n = 0. 


4 Equivalence et composition 



En regie generale, on ne peut pas composer des equivalents : si u n ~ v n et si f est une fonction 
quelconque, on n'aura pas a priori f(u n ) ~ f(v n ). On donne ci-dessous quelques contre-exemples. 

gf)+1 

• n + 1 ~ n et pourtant e n+1 + e" puisque = e ne tend pas vers 1 . 

e" 


1 / 1 
• 1 + — ~ 1 et pourtant Ini 1 + - 

II existe neanmoins quelques exceptions precisees par la proposition suivante. 


j +■ ln(1). En effet ln(1) = 0. 


Proposition - Supposons u n ~ v„ alors : 

• M ~ M, 

• pour tout ieN, U" ~ v k n . 

• si a partir cl’un certain rang u n > 0 et u„ > 0 alors pour tout a e R, u„ ~ v„- 
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13 . 2.3 


Ne pas oublier I'hypothese 
u r — » 0 lorsqu'on utilise ces 

n—>+co 

equivalents usuels. 


Exemple 

^ , 9 . . , 4 n 2 + 3« + 2 3 1 

On a 4//" + 3// + 2 ~ 4/7 puisque - = 1 + - — I - — > 1 . 

An 1 An 2 n 1 

On en deduit que V4 n 2 + 3/7 + 2 ~ V4 n 2 , c’est-a-dire V4 n 2 + 3// + 2 ~ 2/7. 


Equivalents usuels 


Proposition - Expressions polynomials 

Si a q + 0 alors a o + agi + a 2 « 2 + • • • + fl 9 /7 ? ~ a q n q . 


Demonstration 

a 0 + a x n + ■ ■ ■ + a q n q a 0 a x a q - \ 

On a — = + T + • • • + — — + 1 — > 1 . 

a q n q a q n q a q n q ~ l a q n n-»+°o 


Theoremt - Equivalents usuels 

Supposons t/„ — » 0 alors : 

n — >+oo 

ul 

• sin u n ~ u„, • 1 — cos u n — — , • tan u n ~ u n , 

* ln(l + n„) ~ m„, • e“" - 1 ~ u n , • Va e R, (1 + u„) a — 1 ~ au„. 


Nous verrons comment obtenir les equivalents usuels dans le chapitre 14 « Etude locale 
des fonctions ». 


Exemples 

1. On a 4r 


0 done sin I — ^ ~ — et 


1 + ^-1 


1 

2 / 7 " 


2. Supposons que (r„) ne N est une suite de reels strictement positifs convergeant 
vers 1 . On cherche des equivalents de ln(r„) et de v“ - I oil a e R. 


V// e N, ln(p„) = In (1 + (v„ - 1)), or v„ 

in G N, v a n - 1 = (1 + {v„ - l)f - 1, or v„ - 1 
n ~ 1 ~ a(v n - 1 ). 


1 — > 0, done ln(u„) ~ v„ - 1. 

n — >+oo 


0, par consequent 


Methode 3 « Composer » les equivalents usuels 

Supposons qu’on cherche a determiner un equivalent de (g o f ){u„) a l’aide des equivalents usuels. 

Si on commence par determiner un equivalent de /(«„), on risque de ne pas aboutir puisqu’on ne peut 
pas composer une relation d’equivalence (en effet f{u n ) ~ v„ =& g(f(u„)) ~ 

On commencera done par utiliser l’equivalent usuel associe a la fonction g, puis celui associe a la 
fonction / en s’ inspirant des exemples ci-dessous. 


Exemples d'application 


1. Cherchons un equivalent simple de tan sin 
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Si on commence par ecrire que sin ( — ) ~ on ne pourra pas aboutir. 

\ n / n 


Odoncsin(-| — > 0, et ainsi tanlsinl -|| ~ sin ( — 

7t »-*+<» \ n / n-»+ °° \ \n \n 


1 V 

— — > 0 done sin - 

n «-*+<» y n j 

(on utilise ici le fait que, lorsque u n 


, 1\ 1 

Or sin — , et done tan sin 

\n n \ \ n 


n— H-oo 

i\\ l 


0, tan(u„) ~ u n ). 


2. Determinons un equivalent simple de In cos — . 


Pour tout n e N*, on a : In I cos I = In (l + cos ( I - 1 1. 


o,4 


0 done : cos — 


1 et cos — - 1 


n — >+oo y I n — >+oo 

y 

n 2 


Comme — — > 0, on a : cos -^1 — 1 

n l n->+oo y ‘ 

Finalement, In (cos 4 )) - ~ 


0. 


~ cos 

fii 


w) 


1 / 3 

x 


Methods 4 Determiner la limite de u n n ou u n — > 1 

n—>+oo 

Lorsque u„ > 0 a partir d’un certain rang, on ecrira u" = exp (n \n(u„)). 

On pourra dans un premier temps chercher la limite de n ln(u„) (a l’aide d’un equivalent) ; puis dans 
un deuxieme temps, composer cette limite avec l’exponentielle. Ici, il s’agit de composer des limites 
et non des equivalents. 

La meme methode s’applique des que l’exposant depend de n. 


Exemple d'application 


Determinons la limite de 1 H — lorsque n 

nl 


+oo. 


1 / 1 \ l( 1 

Pour tout n e N*, on a 1 H — > 0 et done 1 H — = exp n In I 1 h — II. 

n \n \\n 


1 


1 


Comme - — > 0, onalnlln — I d’ou:nln(lH — | — > 1. 

n n-*+o o \ n I n \ n) «-»+<» 

Par composition des limites, on en deduit que exp In In ( 1 h — ) | — > e. 

\ \ n)j n—>+oo 

, 1 V' 1 / 1 

Ainsi 1 1 H — — > e. Remarquons que 1 H 1 et pourtant 1 H — + 1 . 

n / «-»+«> n \n 
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Synthese 


6 avoirs 


. comparaison des suites usuelles 
(croissance comparee), 

. equivalents usuels. 

Savoir-faire 


. montrer qu’une suite est negligeable devant 
une autre, 

. montrer que deux suites sont equivalentes, 

. determiner un equivalent simple d’une suite a l’aide 
des equivalents usuels. 

Mots-cles 


• Negligeabilite, 

• croissance comparee, 

. equivalence. 


© 
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Tests de connaissances 


13.1 Les suites dont les termes generaux figurent ci-dessous 
tendent toutes vers +oo. Classez-les de la plus lente a 
la plus rapide (autrement dit par ordre croissant pour 
la negligeabilite) : 

2", n, (ln(n)) 100 , n\, e", 3", yfn, n 3 . 


13.2 Soit et (u„)„ £ n deux suites reelles. 

a) Si on suppose que les deux suites ont meme limite, 
quelle hypothese doit-on ajouter pour en deduire que 
u n v n ? 

b) Si on suppose que u„ ~ v„, quelle hypothese doit-on 
ajouter pour en deduire que les deux suites ont meme 
limite ? 


13.3 


13.4 


Soient (u„) n£ n et (d„)„ £ n deux suites. Si u n ~ v n , que 
peut-on en deduire parmi les propositions suivantes : 

□ u„ + 1 ~ v„ + 1 □ 2 u n ~ 2v„ 

□ ~u„ — —v n □ u n v n u n 


□ U n V n 0 □ |ttn| |U/i| 

nu 2 ~v l □ exp ( m„) ~ exp(a„) 

Recherche d’exemples 

a) Soient (u„)„ £N et (u„)„ £ m deux suites strictement po- 
sitives telles que u n = o(v„). Construire (w„) n£ ^ telle 
que u„ = o(w„) et w„ = o(v n ). 

b) Trouver une suite (m„)„ £ n telle que u n+1 * u n . 


c) Determiner deux suites («„)„en et (d„)„ £ n telles que 
u„ + v„ et e“" ~ e"" . 


d) Donner un exemple d’une suite (u n ) n£N strictement 
croissante et d'une suite (v n ) n£ M strictement decrois- 
sante telles que u n ~ v„. 


13.5 


13.6 


Vrai ou faux ? 

a) Si u„ ~ v n alors u n — v„ — > 0. 

n —*+ oo 

b) Si u„ — v n — > 0 alors u„ ~ v n . 

n—*+oo 

c) sinCe^") ~ e~ n mais sin(e") + e". 

d) Si a„ = o{u n ) et b„ = o(v„) alors : 

+ b n o(u n -(- Vn). 

QCM 

Chaque question admet au moins une bonne reponse. 
1) Si u„ ~ —n alors : 

a) u n ~ n, 

b) u„ = o(n), 

c) u„ = o(n 2 ). 


2) Si u„ — > +oo alors : 

n — »+oo 

a) ln(u„) = o(n) 

b) ln(u„) = o(u„) 

c) ln(u) = o(u„) 

3) Si u„ — > 0 alors : 

>+oo 

a) exp(u„) ~ 1 + u„, 

b) exp(i<„) ~ 1, 

c) exp(u„) ~ 1 - u n . 

4) Si Vn 6 N, u„ > 0 et si u n — > 1 alors : 

n —*+ oo 

a) sin(ln(u„)) ~ ln(7(„), 

b) sin ( ln(u„)) ~ u n - 1 , 

c) sin( ln(u„)) ~ 0. 


Exercices d’application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 356. 

■ Negligeabilite 

13.7 

Les suites dont les termes generaux figurent ci-dessous 
tendent toutes vers +oo. Classez-les de la plus lente a la plus 
rapide (autrement dit par ordre croissant pour la negligeabi- 
lite) : 

n 2 3" 

nlnra, , — , n 3/2 , 2" In n. 

In n n 5 

13.8 

Les suites dont les termes generaux figurent ci-dessous 
convergent toutes vers 0. Classez-les de la plus rapide a la 


plus lente (autrement dit par ordre croissant pour la negligea- 
bilite) : 

n (In n) 2 10 1 1 

— . n e , , — . 

2 " n nlnn n 2 

13.9 

Soient (u „), 1£ n et (v n ) n£ n deux suites reelles et (a,/?) 6 K 2 . 
Montrer que : 

a) si (u„) n£ n est bornee et si |u„| — > +cx> alors u„ = o(v„), 

b) si u„ — » +co, si pour tout n 6 N u n > 0 et si a < p alors 

K = 

c) si u„ — > +oo et si 0 < a < /? alors a“" = o(j3 ,ln ). 
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13.10 

Montrer que, pour tout p s N*, on a : 

1 11 1 / M 

= - + — + ••• + — +o\ — . 

n— 1 n->+oo n n 2 nP \ n p ) 


■ Equivalence 


c) Donner une condition necessaire et suffisante portant sur 
les suites («„)„<= n et (u„)„ e n pour que exp (u„) ~ exp(c„). 

13.14 

Soit (u n ) ne n une suite verifiant : 

in s N, n 3 + 2 tr - n < < n 3 + 2 n 2 + 3 n 

a) Montrer que u„ ~ n 3 . 

b) Montrer que u„ = n 3 + hr + o(n 2 ). 


13.11 

Determiner un equivalent simple de la suite de terme gene- 
ral : 


<0 U n — 


n 6 + 4 rr - 6 


b) v„ = sin 


In 4 - 3/t 2 + n 

1 


c) w„ 


yfii + T 

n 3 — yin 2 + 1 


In n - 2 n 2 

d) r n = (n + 1)^ - «5 ; 

/ 1 \ 2/3 

e) s„ = + ln(l + sin -H - 1 . 


13.12 

A l'aide des equivalents, determiner la limite de la suite de 
terme general : 


a) u n = On + n) A / sin — ; 


b) v„ = cos - 
n 


cos 1 

n 


c) w„ = n tan 

sin (4- + 4 - - 7 ) 

\ n n J nr / 


d) r n = 


e) s„ = 


V exp (« - - 1 

(1 + 1 ) 1+1 _ 1 


13.15 

Determiner la suite (u„)„ e n verifiant u 0 = 0, U\ = 1 et V n 6 N, 
u „+ 2 = u n + 1 + ii„ puis en donner un equivalent. 


13.16 Equivalent de la serie harmonique 


Pour tout n 6 N*, on pose : H„ 



La suite est appelee serie harmonique. 

a) Demontrer que : Vx e] - 1, +oo[, ln(l + x) < x. 

b) En deduire que : 

Vk 6 N*. — L- ^ ln(/t + 1) - In (k) < 
k + 1 k 

c) Demontrer que : 

in 6 N*. In (n + 1 ) < H„ < ln(n) + 1. 

d) En deduire que H„ ~ InOt). 


13.17 

Soit /! 6 N*. On pose S „ 


z 

k= 1 


1 

vr 


a) Montrer que, pour tout n 6 N*, on a : 


< 2( yjn + 1 - y[n) < 

yjn + 1 


1 


-07 


b) Determiner la limite de 5„. 

c) On pose u„ = S n — 2 yfn. Etudier la monotonie de (u n ) nelr 
et montrer qu'elle converge. 

d) En deduire un equivalent simple de S „■ 


13.13 ® 

a) Montrer que : ln(/7 2 + n) ~ 2 In («). 

b) Montrer que : exp (/i 4 — j ~ exp(n). 


13.18 oral ESCP 2006 © 

Determiner la limite eventuelle de la suite de terme general 
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TESTS & EXERCICES 


Exercices d’approfondissement 


13.19 D’apres Ecrieome 2005 © 

On definit une suite reelle (u„) ne w par : 

uo >0 et Vn > 1, u„ = y/n + m„_i. 

1) Montrer que pour tout entier n, u„ xfJi. 

2.a) Montrer que : Vx 6 R+, -\/x < ^(1 + x). 

u o 

2.b) En deduire que : V/7 6 N, u„ < n + — puis que la suite 

( — — ) converge vers 0. 

n z 

2.c) Montrer que la suite (—)„>, converge vers 0, puis en re- 

77 

marquant que, pour tout entier n non nul, 

K-=< Ji + — , 

V« V « 

en deduire un equivalent de u n en +oo. 

3) On pose w„ = u„ - xfn. A 1'aide d"un equivalent usuel, 
montrer que la suite (w„)„ e jj admet une limite L que Ton pre- 
cisera. 

4) Calculer lim ( y/n— A In - 1) et en deduire lim (u„ - u n - 1 ). 

n— >+oo n—*+ oo 

Justifier alors qu’il existe un entier naturel No tel que : 

Vn > N 0 , u„ > u n - 1 - 

Montrer que u n+ 1 - i/„ est du signe de 1 + u n - i, puis que 
la suite (m„)„ £N est croissante a partir d’un certain rang. 


5) Ecrire un programme en langage Pascal qui calcule le 
terme d’indice n de la suite, u 0 et n etant entres par l’utili- 
sateur. 

13.20 Developpement asymptotique d’une suite deflnie 
implicitement © 

Pour tout entier n > 2, on considere le polynome 

P n = X 2n - 2nX + 1 et on note a n la plus grande racine reelle 
de P n . 

l.a) Etudier les variations dei h P„(x) sur R. En deduire 
que, pour tout n > 2, a n > 1 . 

1. b) Montrer que P„( 2) ~ 4". En deduire qu’a partir d'un cer- 
tain rang, on a : a„ < 2. 

2) On pose, pour tout n > 2, e„ = a„ - 1. 

2. a) Montrer qu'il existe ( convergeant vers 0 telle que : 

Inn ln(l + s„) ln2 + 7 

ln( 1 + s„) - — h H • 

2 n 2n 2 n 

2.b) Montrer que : 

ln2 + /7„ /lnn\ ln(l+£„) linn 

= o et = o 

2 n \ 2 n ) 2 n \ 2 n 

En deduire un equivalent simple de ln(l + e„). 

2.c) Montrer que ln(l + s„) ~ s„ et en deduire que : 

In n I In n 

- 1 + ^ <> 

2 n \ n 


indications 


13.13 Pour montrer que ln(«„) ~ ln(u„), on peut prouver 

ln(w„) 

que ln(«„) - ln(u„) = o(ln(u„)) ou — — - — » 1. 

ln(r„) n->+oo 

Pour montrer que exp(«„) ~ exp(u„), on peut montrer que 

exp(»„) ^ 

exp(r„) «— »+oo 

13.18 Utiliser le theoreme d’encadrement. Pour la majora- 
tion, ecrire ln(«„) sous forme de somme et considerer le plus 
grand terme. 

13.19 

2.a) Exprimer la difference a l'aide d'une identite remar- 
quable. 

2.b) Raisonner par recurrence. 


3) Factoriser l’expression - \Jn + u„- 1 - V” P ar xfn. 

4) Existence de No '■ utiliser la definition de la limite. 

Signe de u„ + 1 - u„ : utiliser la relation de recurrence verifiee 
par («„)„<= n et introduire une quantite conjuguee. 

13.20 

l.a) Dresser le tableau de variation de P„. Pour le signe de la 
derivee, on peut faire intervenir la monotonie de x x 2 " 1 . 

1. b) De P„(2) ~ 4" deduire que P„( 2) > 0 a partir d’un cer- 
tain rang, et revenir au tableau de variation de P„. 

2. a) En utilisant le fait que a„ = 1 + e„ est racine de P „ , on 
obtient (1 + e„) ln = 2/7(1 + e„) - 1. Passer ensuite au loga- 
rithme. 
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CORRIGES 


De la plus lente a la plus rapide : 
(ln(zz)) 100 , Vn, n, zz 3 , 2", e\ 3", zz! 
(e 2, 7 ce qui permet de ranger e" entre 2" et 3") 


a) si la limite commune est dans R* (on exclut 0, +<x> et — oo) 
alors u„ ~ v„. 

b) si on suppose de plus qu'une des suites admet une limite, 
alors 1’ autre admet la meme limite. 


Si u„ ~ v„ alors : 


2 u„ ~ 2v„ 


u n 


• u„v„ ~ u n 

2 2 

• K ~ vi 


• \u n \ ~ K\ 


a) On pose : Vn 6 N, w„ = y u„v„ . 
ll n I u n 


0 done u„ = o(w„). 


Et — = / — — — > 

V n V Vn n -*+°° 


On a ■ 

W„ V V n «->+“ 

0 done w„ = o(v„). 

b) Posons Vn 6 N, u„ = e". On a : 2z!±l. = e 74 1 done zz„ +1 + u„. 

c) Prenons : Vn e N, u„ = ^ et v„ = (n+ ‘ 1)2 . On a u„ + v n . Mais 
e“" — > 1 et e 1 ’" — * 1 done e“" ~ e°" . 

n — »+oo n—*+ 00 

d) Prenons pour tout n £ N, «„ = 1 - et o„ = 1 + Les 
deux suites ont la meme limite finie non nulle, done u„ ~ v„ . 


a) FAUX : un contre-exemple est donne par u n = n et v„ = n+ 1. 

b) FAUX : un contre-exemple est donne par u n = i et v n = \ . 

sin(e")| 


c) VRAI e " 

«— >+CO 

done par encadrement : 


0 done sin(e ") ~ e " ; 0 < 
sin(e") 


< e 


e" n— >+c» 


0, d’ou sin(e") 4- e". 


d) FAUX : un contre-exemple est donne par a n = b n = n, 
11 „ = n 2 et v n = — n 2 . 


1) Reponse c). 

En elfet |n = o(n 2 ). 

2) Reponse b). 

ln(«„) = o(i/„) ; en effet ^2^ — » 0 done par composition de li- 

x X — »+oo 

mites, on a : ^21^2 — > 0. On prendra u„ = e" (resp. u„ = In (n)) 

Un n->+oo 

pour montrer que la reponse a (resp. la c) est fausse. 

3) Reponses a), b) et c). 

En effet, toutes les suites convergent vers la meme limite 
finie non nulle, done sont equivalentes. L'equivalent usuel 
e“" - 1 ~ u„ n'intervient pas ici : l’equivalence n’etant pas 
compatible avec l'addition, on ne peut pas ajouter 1 de part 
et d’ autre. 


4) Reponses a) et b). 

On a ln(z<„) — » 0 done sin(ln(zz„)) ~ ln(n„). De plus ln(n„) = 

n — >+00 

ln(l + u„ - 1), or u„ - 1 — > 0 done In (zz„) ~ u„ - 1, d’ou 

n —*+ 00 

sin(ln(z<„)) ~ u„- 1. Enfin, on rappelle que a„ — » 0 =s> a n ~ 0. 

n— >+00 


La classement de la plus lente a la plus rapide est : 


„ 2 211 

zzlnzz, w 3/2 , , 2"lnzz, — 

In n zz- 


Les termes des differentes suites etant non nuls pour n > 2, on 
peut utiliser : 

u n = 0(1 >„) <s> > 0. 

V n «— »+ 00 

On fait egalement appel aux croissances comparees : 

• on a lnzz = o(zz 1/2 ) done n lnzz = o(?z 3/2 ), 

lnzz In n , n In n 

• n x — 7- = — — , or lnzz = o(n ' ) done n ' x 

n- iv 11 


Yl 2 - n — »+oo 


e’est-a-dire zz 3/2 = o( ) 

' In zz 7 

2 zz 2 

• on a n" = o( 2") done — 


2 " n- 


0 et a fortiori 


n i n 

x — > 0, e’est-a-dire = o(2" lnzz). 

In n 2" In zz n->+oo In zz 


• on veut montrer que 


2"zz 3 lnzz 


3" n-*+ co 


0. On a In zz = o{n) done 


j" n— M-00 

zz 3 In zz = o(zz 4 ); de plus zz 4 = o(( | )"), done zi 3 In zz = o((|) ,! ). 

2 "zz 3 In zz / 3" \ 

Ainsi — » 0et2 In zz = zz — ). 

3" n — z +00 V „3 ) 

Le classement de la plus rapide a la plus lente est : 

1 n 


zz 1 1 (lnzz) 2 


2" ’ zz 2 ’ zz In zz ’ 


Les termes des differentes suites etant non nuls pour zz > 2, on 
peut utiliser : 

u„ = o(v n ) <=> — — > 0. 

V n n—*+co 

On fait egalement appel aux croissances comparees : 


2"zz 10 e~' 1 12 


-I n 

e , 


, or — > 1 par consequent zz 9 = o((^)"). 


2"zz 10 e-' ! ln / zz z 

Ainsi — * 0, e’est-a-dire zz e = — J, 


VI n— >+00 


q n X n 2 . n / \ \ 

zz = cz(2") done — > 0, e’est-a-dire — = o — , 

2" h — >+00 2" v zz 2 ' 

zzlnzz lnzz 1 / 1 \ 

0 car lnzz = o(n), done — = ol — — ), 

> n 2 1 11 ln n 2 


ZZ“ ZZ n — »+oo 


1 


(zz ln zz) x (ln zz) 2 (ln zz) 3 n->+o° 


zz 2 v zz ln zz ' 
0 par consequent 


1 / (In zz) 2 \ 

i — = )• 

n n ' n ' 


n ln zz 


a) (Mb)wen etant une suite bornee, il existe M 6 R tel que, pour 
tout zz 6 N, |zz„| < M. \v n \ — » +oo done |zz„| > 0 a partir d’un 

n-^+oo 

M M 


certain rang. On alors 0 < 


< ; — -, or - — - — > 0, done par 

ItU |w n | "- + °° 
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encadrement — — > 0 et ainsi u n = o(v„). 

V n n—*+oo 

b) On a : V € N, = u^. Or a - p < 0 done 

U n 

— > 0. Mais u„ — > +oo, done par composition des li- 

x— >4-oo n— >4- oo 

mites, u^ !1 — > 0. Ainsi «“ = o(ttf). 

n—>+oo 

c) Pour tout n e N, on a : 


e) On a - — > 0 done sin - — > 

H n—*+ oo YI n —>+ oo 

1 2 1 

ln(l + sin -) — > 0. Ainsi s„ ~ — ln(l + sin -). 

n n—*+oo 3 n 

1 1 1 

Mais sin - — > 0 done ln(l + sin -) ~ sin 

n n-t+oo n n 

Enfin - — » 0 done sin . 

n n~>+ oo n n 


0 et 


a“" 

/ Qf\“” 

Conclusion : 

2 

s n ~ — 

/3" n 

U/ 


3 n 


= exp 


(u„ ln f) 


Or 0 < a < /3 done 0 < | < 1 et In | <0. Mais 
u„ — > +c», done u n In § — > -co et par composition de 

n— >+oo P n— >4-oo 

limites, exp(u„ In f) — » 0. 

P n— > 4-00 


On a bien a“" = ). 


On pose pour tout n > 2 : 
1 


On a : 


1 1 1 

1 + • • • H 

n n n p 


n - 1 ' » ' » 2 

1 n p ~ l + n p - 2 + ••• + ! 


Or ■ 


1 


n — 1 n p 

n p - (n - \){n p ~ l + n p ~ 2 + • • • + 1) 
(n - 1 )n p 

n p - (nP - 1) _ 1 1 

( n - 1 )n p u-1 n p 

0, done u n = Ainsi : 


11 ~ 1 rt— >4-oo " 

1 11 1/1 

— 1 + • • H 1- O — 

n— 1 n n A n p \n p 


a) On a d’une part n 6 + 4 n 2 - 6 ~ rr et d’ autre part 

n 6 

In' — 3 n 2 + n ~ In 4 . Done u n r, e’est-a-dire 

hr 


b) 


i 


0 done sin - 


1 


1 


Vn + 1 " -,+0 ° Vn +1 Vn + 1 

n + 1 ~ n done Vn + 1 ~ yfii. Ainsi 


. De plus. 


1 

Vn 


c) On a n 2 + 1 ~ n 2 done Vn 2 + 1 ~ n. D’ou Vn 2 + 1 = o(n 3 ) 
et n 3 - Vn 2 + 1 ~ n 3 . Par ailleurs, par croissance comparee, on 

n 3 

a : Inn = o(n 2 ) done \nn-2n 2 In 2 . Finalement w„ t, 

2 rr 1 


c"est-a-dire 


w„ 


1 

~2 n 


d) En factorisant par n 1/3 , il vient : 


--‘iKf- 1 ] 


Or - — > 0 done (1 + -) 1/3 - 1 ~ 4, d'ou 

n n->+oo n 3 n 


1 

3^ 


71 I 71 \ 71 

a) n 2 +n ~ n 2 ; de plus — - — > Odoncsin — -) -.D’ou 

2 n 4 n->+oo \ 2rr / 2n 4 


■ e’est-a-dire u„ 


done : 


/n 7 T1 . 

/ — . 11 vient : 
V 2 

fn 

Un * \ 77 

n—>+co v ^ 


1 

■ — > 0 done cos — — > J 

n— > 4-00 

n— > 4-00 

1 

1 

1) ~ COS 

1 r 

n 

2 n 2 


, , 1 1 

Ainsi n In (cos -) — > — — et par composition des limites, 

n n — >+oo 2 


v„ — > e 

n — »+oo 


- 1/2 


c) a/COS 1 

n 


0 done 


tan 


Ensuite -v/ cos 1 = (l + cos 1) 1/2 - 1 done : 

n ' n 

T 1/ 1 \ 

- - 1 ~ a(cos- - l). 

77 /. ' 77 7 


n 

Enfin cos 1 Finalement w n ~ — — e’est-a-dire 

n 2 n 1 4 


1 


1XTX , 12 1 
d) D une part — + — 


0 done : 


n n n n-* +oo 


/ 1 2 h 1 2 1 1 

n? n 4 ' 77^ 77^ n 4 77^ 

D’ autre part exp ( - 1 


n ^ 

0 done 


exp (— - 4) - 1 


-jMi-pHI 

4 3 

Mais — > 0 done : 

n n l n->+ oo 

/4 3 \ 4 3 4 

exp I -\ - 1 ~ T ~ - 

\ n n J.r n , r n 

1/n 2 1 

Amsi r " ~ TA — rr S01t o ~ 3- d '°u 

1/2 X 4 jn 2 n 


r n — > 0 

n— > 4-00 
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e) (l + -)ln(l + -) — > 0 done 

' n ' ' n ' n—*+oo 

(1 + -) 1+ " - 1 = explYl + -)ln(l + -)1 - 1 
n LV n J v n n 

~( 1 + I)ln( 1 + i) 


n' 

lxl = i 

n n 


Or sin — ~ — done 
n n 


s„ — » 1 

rt— >+oo 


Le theoreme d’encadrement donne alors : 

-7 — > 1 , d'ou u„ ~ n 3 . 

11 — »+oo 

b) On a : 

Vn 6 N, —n < u„ - ( n 3 + 2 n 1 ) < 3/7 

En divisant par n 2 , on obtient : 

1 u, 

— < - 

n 


Vn 6 : 


(n 3 + 2n”) 3 


tr 


n 


Par encadrement, il vient : 

done u„ - (n 3 + 2n 2 ) 

u n = n 3 + 2 n 2 + o(n 2 ). 


u. 


„ - ( n 3 + 2n 2 ) 


H n —*+ 00 


0 


o(n 2 ) e’est-a-dire 


a) ® lere methode - On a : 


1 


ln(/i 2 + n)- 21 n(n) = ln(n 2 + / 7 )-ln(n 2 ) = ln(l + -). 

n 

Done ln (/! 2 + n) - 2 ln(/ 7 ) — > 0. 

n— >+00 

Or 2 In («) — * +00 done : 

n — >+00 

ln(/i 2 + n) — 2 ln(/;) = o (2 ln(n)), 
d’ou ln(/ 7 2 + n) ~ 2 In («). 

• 2nde methode - On a : 


ln(/7 2 + /?) ln(/7 2 ) + ln(l + i) 


2 ln(//) 


= 1 + 


ln(// 2 ) 
ln(l + i) 
ln(/i 2 ) 


Or - — » 0 done ln(l + -) — * 0. De plus ln(n 2 ) — * + 00 , 

n n—>+co n n—*+ 00 n—>+oo 

d’ou : 

!n(l + i) 


On en deduit que : 


ln(/7 2 ) n- 1+00 
ln(n 2 + n ) 


2 In (n) 

et done que ln(/7 2 + n) ~ 2 In (n). 

exp(«+i) / 1 \ 

b) — = exp ( — ) — -> 1 

■■ v n ' n— »+oo 


exp(/7) 


1. 


Done exp (n H — ) ~ exp(/ 7 ). 
n 

c) Remarquons que Vn 6 N, exp(u„) t 0 et raisonnons par 
equivalences : 


exp(//„) ~ exp([/„) <=> 


exp(t<„) 
exp(y„) n-*+» o 


1 


» exp(u„ - v n ) — » 1 

n — >+00 

» U„ -v„ — » 0 

n — >+00 

La condition necessaire et suffisante est : 


u n v n 


0. 


n—>+oo 


a) L’ encadrement de u„ donne : 

. 2 1 u„ 2 3 

Vn e N*, 1 + T < -4 < 1 + - + — 

n n z n 5 n n - 


(Un)neti est une suite verifiant une relation lineaire 
de recurrence d’ordre 2 dont l’equation caracteristique est (E) : 
r 2 - r - 1 = 0. Le discriminant de (E) est A = 1 + 4 = 5 > 0. 
Done ( E ) admet deux solutions reelles distinctes : 


1-V5 o 
a = — - — etj3 : 


1 + V5 


Done il existe (A,/j) 6 R 2 tels que : 

Vn 6 N, u n = Aa" + up" 

A + yU =0 


Or u 0 = 0 et «i = 1 d’ou 
On obtient : 


Aa + fjp = 1 


V5 


Vs 


done : 


" 5 6t/J 5 


Vn 6 : 


u. = f ft 


Vs 


Or V5 ^2,2 done a — -0,6 et p ^ 1,6 et par consequent 
a" = o(p"). Done : 


Vs Vs n + Vs V 

5 P 5 2 


a) On pose : Vx > — 1, f{x) = x - ln(jr + 1). / est derivable sur 
] - 1, 4-00 [ et : 

Vx > -1, f(x) = 1 L- = — 

x + 1 x + 1 

f'(x) etant du signe de x, on en deduit que / est strictement 
decroissante sur ] - 1, 0] et strictement croissante sur [0, +00 [. 
Done / admet un minimum en 0 et ce minimum est /( 0) = 0. 
D’ou : 

Vx > — 1, Inf 1 + x) < x 

b) Soit k G N*. En utilisant 1’inegalite demontree ci-dessus avec 

1 1 

successivement x = et x = , on a d une part : 

k k+1 F 

U 1 


\n(k + 1 ) - ln(L) = In (l + — ) < — 


et d’ autre part : 


In (k + 1 ) - ln(L) = - In ( — - — ) 
y k + 1 7 
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c) De Vk 6 N*, ln(fc + 1) - ln(L) < on deduit que : 

k 

n 

H n >J j (\n(k+])-\n(k)) 

k= 1 
n 

Or y (ln(£ + 1) - In (k)) = ln(n + 1) - ln(l) = ln(n + 1). 

k=l 

Ensuite, de Vk e N*, ^ ln(fc + 1) - ln(fc), on deduit par chan- 

gement d’ indice : 

Vk > 2, - < ln(Ar) - Inrt - 1) 
k 

puis que : 

II , II 

h " = i+ Tjt <1+ Z (ln(fc) - ln( * - 1}) 

k=2 K k=2 

IT 

Or 1 + J^iWk) - \n(k - 1)) = 1 + In («) - ln(l) = 1 + In («). 

k=2 

Finalement, on a bien : 

Vn 6 N*, ln(n + 1) < H„ < ln(/t) + 1. 

d) On en deduit que pour n > 2 : 


1 


ln(/? +1) H„ , 1 

-Si ^ 1 + 

m(«) ln(n) ln(/;) 


Or 1 + — > 1 et : 

ln(n) n->+oo 

In (n + 1) _ ln(n) + ln (! + ;) _ t ln(l + £) 


Done 

ln(n) 


ln(/7) 
ln(n + 1) 
ln(/;) n~*+oo 


ln(«) ln(») 

1. Par encadrement, on en deduit que 


1 et done que H n ~ ln(n). 


a) Soit n 6 N*. En multipliant et en divisant par la quantite 
conjuguee yn + 1 + ^fn , il vient : 

O 

2(VnTT- VI) = 


Vn + 1 + Vn 
Or 0 < 2 V« < Vn + 1 + V” < 2 Vn + 1 done : 

— == < 2( Vn + 1 - V”) < — — 

Vn + 1 V” 

b) D’apres ce qui precede : 

n 

Vne N*. 5„ > ^ 2( Vfc + 1 - VI) 

£=1 

n 

Or V 2( V/t + 1 - VI) = 2 Vn + 1 - 2 Vl — » +oo. Par com- 

* ^ n— >+oo 


paraison, on en deduit que : 
c) Pour tout n 6 N*, on a : 


Sn 


n«+i u n — S n 2( Vn + 1 Vn) 

1 


Vn + 1 

< 0 d’apres a) 

Done (zr„), I£ N* est decroissante. 


2( V/! + 1 - Vn) 


Par ailleurs, on a vu en b) que : 

Vne N*, 5 1 ,, > 2 Vn + 1 - 2 
On en deduit que : 

Vn 6 N*, u„ > 2( Vn + 1 - Vn) — 2 > — 2 
Done (u n ) n£ rr est egalement minoree et d’apres le theoreme de 
limite monotone, elle est convergente. 

d) u n = S„ — 2 Vn admet une limite finie quand n — » +<x> done : 
S„ - 2 Vn 


2 V« «— >+oo 


0 


d’oti : S „ - 2 Vn = o(2 Vn). Done S n ~ 2 Vn 


Tous les facteurs dans P expression de u„ sont su- 
perieurs ou egaux a 1, done pour tout n 6 N*, on a u„ > 1 
e’est-a-dire ln(w„) S* 0. 

Par ailleurs, on a pour tout n 6 N* : 


lnfji,,) = y In ( I + ) 


Or Vk e |[l,nj, ln(L) ^ ln(n) done : 


/ ln(n)\ 
0 ^ ln(n„) < nln(l + — — J 


ln(n) 


Mais par croissance comparee, ln(n) = o(n 2 ) done 

n — »+oo 

d’oii : 

/ ln(n) \ In (n) In (n) 

n In 1 + — — ) ~nx — — = . 

\ YlZ. ) y, 

„ . . ln(n) 

Par croissance comparee, 

VI n— >+oo 


o. 


n z n 

0, done : 




0 


' n->+ oo 

Le theoreme d’encadrement donne alors : ln(n„) 
composition de limites, il vient : exp(ln(77„)) - 


0. Par 
1 done 


llfi » 1 

rt— »+co 


1) Montrons d’abord par recurrence que, pour tout n 6 N, u n 
est bien defini et positif. 

• u 0 ^ 0 par hypothese. 

• Soit n 6 N", supposons que i et bien defini et positif, 
et montrons que u n l'est egalement. Comme u„-i > 0, on a 
n + u n _i > 0 done u n = V' 1 + «„-i est bien defini et positif. 
Montrons maintenant que : Vn 6 N, u„ ^ V”. 

On a z<o > 0 = Vo et pour tout 6 N*, «„-i > 0 done 
u n = V ,? + w„-i > V^- 
2.a) Soit x 6 R + . On a : 

l + x- 2VI=l+( VI) 2 - 2 VI = (1 - VI) 2 > 0 

Done a/I < j(l + x). 

2,b) (i) Montrons par recurrence que, pour tout n 6 N, on a 
P(ri) : u„ < n + ^ . 

\ / n rs n 

Uo 

• Uq = 0 + — done iP(0) vraie. 
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• Soit n 6 N*, supposons Pin - 1) et montrons Pin). 


Pour tout n 6 N*, on a : 


V« + U n -\ 


< -/2m - 1 + d’apres Pin - 1) 


u 0 

< n + — d'apres 2.a) 

Done !P(m) vraie. 

( ii) Pour tout n € N*, on a done : 


zz„_ i n — 1 


Mo 


Or 


n - 1 


n 2 n 2 2"' 1 


0 et 


Mo 


0 ; par ailleurs Vm i 


— r 7 vj , pai aiii&uia v /i £ . 

„ n 2, 'l n ~ l n— »+oo 

m„_! S= 0 done par encadrement : -2-i — > 0. 

n— >+co 

2.c) ( i) Pour tout n 6 N*, on a : 

M„ 


Or - 


1 ^ l{„- 1 

n n 2 


0 et — -t— — > Odonc:— — > 0. 

H n— »+oo n— »+oo H n— >+oo 

(ii) Pour tout n e N*, on a d’une part u n > V” d’apres 1) et 
d" autre part — = A /l H — — p ar definition de u„. A fortiori 

Vn V n 


i U n - 1 

a/ 1 + — 


^ M n-1 

Or - 

n 


Ainsi 


— > 0 d’apres ce qui precede, done : 

— 1 n—*+co 

0x1=0 

par encadrement, il 


M-n— 1 W n — 1 ^ ^ 1 


ft - 1 


i + — 


/ 1 n—*+oo 

1 et 


vient :—p — » 1 e’est-a-dire 

■\fn n->+oo 

3) Pour tout n e N*, on a : 


V« 


u„ - M„_1 = (w n + xfn) - (w„-i + Vn- T) 

= w„ - w n -i + Vm - Vn - 1 


- i-l + o=o 

n— >+co 2 2 


Done 


W n — 1 ^ 0 

n— >+oo 


(ii) ] - +oo[ est un intervalle ouvert contenant 0, done par de- 
finition de m„ - i — > 0, il existe No € N* tel que : Vm > IVq, 


n— >+oo 


u„ - m„_i > -2. En particulier : Vn > Ao, m„ > m„_i - j. 

(Hi) Pour tout n 6 N*, on obtient en introduisant la quantite 
conjuguee : 


m, i+ i — m„ = - \jn + 1 + u„ - yjn + i/„_i 

1 -t- n lt lit i— i 

Vm + 1 + u n + 'fn + u n i 

Le denominateur de cette derniere fraction etant strictement po- 
sitif, on en deduit que u n+l - u„ est du signe de 1 + u n - m„_i. 
(iv) Or pour tout n > No. on a : 

1 + u n — u n -\ > 1- - >0 

Ainsi : Vn > N 0 , u n+I - u„ > 0 et done la suite (m„)„ £N est crois- 
sante a partir du rang No. 

5) Programme Pascal : 

VAR n,k: INTEGER; u: REAL; 

BEGIN 

WRITE (’Entrez uQ et n’); 

READLN (u , n) ; 

FOR k : =1 TO n DO u:=SQRT(k+u) ; 

WRITE (u) ; 

END. 


a>„ = + m„_ i — Vm 

V — M n —\ M n — 1 

n x car — > 0 

2 n n n—*+co 

Vn - 1 / 

~ _ car zz„^i ~ Vn — 1 

2 Vm 


Or V« - 1 ~ V” done 


4) (i) En introduisant la quantite conjuguee, on a : 

V« - Vm - 1 = ■= — » 0 

Vm + Vm - 1 n ^ +0 ° 


13.20 


l.a) Soit n > 2 . P n est derivable sur R de derivee : 

Vx 6 R, P' n (x) = 2 m * 2 "~ 1 - 2 m = 2 «( jr 2,I ~ 1 - 1 ) 

Or 2 m - 1 est impair done la fonction x i-> t 2 "” 1 est stricte- 
ment croissante sur R ; par ailleurs, elle prend la valeur 1 quand 
x = 1 . On obtient ainsi les variations de P„ : 



& 


© 


De u n ~ Vn et u„_i ~ Vn - 1, on ne peut pas deduire que 
u„ - i ~ Vn - Vn - 1 car I'equivalence est incompatible 
avec I'addition (et done la soustraction). 


Or P„(l) = 1 - 2m + 1 = 2(1 - m) < 0 car n > 2. D'apres le 
tableau de variations, P„ s’annule done une fois sur ] — oo, 1[ 
et une fois sur ] 1 , +oo[. La plus grande de ses racines est done 
dans ] 1, +oo[, e’est-a-dire a n > 1. 
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1. b) On a : P n ( 2) = 2 2 " - 4// + 1 = 4" - An + 1. Or 4 > 1 done 
par croissance comparee n = o( 4"), puis 4n - 1 = o(4"). Done 
Pn( 2) ~ 4". 

P n (2) 

Cela signifie que — - — — » 1 . Done a partir d' un certain rang, 

4 n /I — »+oo 

p (2) 

on a — ^ — > 0 et done P n ( 2) > 0, e’est-a-dire P„( 2) > P„(a„). 
Or P„ est strictement croissante sur [1, +<x>[, done 2 > a„. On a 
bien a„ < 2 a partir d’un certain rang. 

2. a) a n = 1 + s„ est racine de P„ done : 

(1 + £„) 2 " = 2nd + Bn) - 1 

Or on a vu que a n = 1 + e„ > 1, en particular 1 + e„ > 0, ce qui 
autorise l'introduction du logarithme : 


2 n ln(l + £„) = In ( 2 n(l + e n ) - l) 

= In ( 2 nd + e »)(l _ Tnd^+eT) 


)) 


= ln( 2 ) + ln(n) + ln(l + e„) + rj„ 


ou on a note 


T]n 


: ln(l 


1 


2 n(l + e„) 


Or a partir d’un certain rang on a 1 < a„ < 2 done : 
11 1 

4n 2nd + £„) 2 n 


done par encadrement 
77 ,, — » 0 et : 

n—>+oo 


l 


2 nd +£„) 


0. Finalement, on a 


ln(n) ln(l+£„) ln(2 ) + t] n 

ln( 1 + E n ) = + r + 

2 n 2 n 2 n 


2.b) On a rj n — > 0 done : 

n — »+oo 

ln( 2 ) + Tj n 2 n 
2 n In (n) 


par consequent : 


ln( 2 ) + r]„ 
2 n 


ln( 2 ) + rjn 
In (n) 
lnrd 

2 n 


Ensuite, on a a partir d’un certain rang 1 < a n < 2 done 
0 < lnd + £„) < ln(2). On en deduit par encadrement que 
ln( 1 +£„) 


ln(l + £„) jln(n)\ 

0 et done que = o . 

■ 2 n \ 2 n ) 


In (n) n->+oo 

Enfin, on deduit de ce qui precede et de 2.a) que : 


ln(l +£„) - 


ln(n) 
2 n 


2.c) Par croissance comparee, on a : — — - — » 0 done 

2tl n — >+oo 

ln(l + £„) — * 0. Ainsi par composition de limites, e„ = 

n — »+oo 

exp(ln(l + £„)) - 1 


tt— >4-oo 

Avec 2.b) il vient alors : e„ 


0. On en deduit que ln(l + £„) ~ £„ 
ln(n) 


2/7 


■ done : 


En 


In («) /ln(/ 7 )\ 

2/7 + °( 2/7 ) 


ln(/7) 

2n 


+ o 



mais £„ = a„ - 1 done : 


ln(/7) 

an = 1 + — — + o 
2 n 
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Introduction 

Ce chapitre est consacre a 1’ etude de certaines proprietes locales des fonctions. Les 
proprietes locales sont liees aux valeurs de la fonction au voisinage d’un point. 
Nous etudions d’abord, dans le prolongement du cours de Terminale, les notions de 
limite et de continuite. La suite du cours est consacree a la comparaison des fonc- 
tions au voisinage d’un point; il s’agit d’introduire, dans le cadre des fonctions, 
deux notions deja etudiees pour les suites : la negligeabilite et l’equivalence. Enfin, 
nous etudierons les branches infinies : asymptotes et branches paraboliques. 


Objectifs 

• Definir les notions de limite en un point et de continuite en un point pour les 
fonctions d’une variable reelle. 

• Introduire les notions de negligeabilite et d’ equivalence entre fonctions au voisi- 
nage d’un point. 

• Etudier les branches infinies de la courbe representative d’une fonction. 


Prerequis 

• Generalites sur les suites reelles. 

• Etude asymptotique des suites. 


14.1 Limite et continuite en un point 

14.1.1 Voisinage. Adherence 

Definition - Voisinage d’un point 

Soit x e R, on appelle voisinage de x tout intervalle de la forme [x - a, x + a\ oil a > 0. 
On appelle voisinage de +oo (resp. -oo) tout intervalle de la forme [A, +oo[ (resp. 
] - oo, A]) ouAsl. 

Definition - Adherence 

Soit I un intervalle prive eventuellement d’un nombre fini de points. 

On appelle adherence de I dans R, et on note 7, 1’ ensemble des elements de /, des extre- 
mites de I dans R et des points eventuellement retires. 
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Exemples 

1. Si I = R* alors 7 = R. 

2. Si I =]0, 1 [U] 1 , 2[U]2, +oo[ alors 7 = [0, +co[u{+co). 

3. Si / =]0, 1 [U] 1 , 2] alors 7 = [0, 2] . 

L’ ensemble I 

3 0 1 > 

0 1 2 

L’ adherence de I 
0 2 

Remarques 

1. Ne pas confondre l’adherence de I et le complementaire de I, bien qu’on puisse les 
noter de la meme fagon, mais pas dans le meme contexte. 

2 Si / est une fonction definie sur /, alors 1’ adherence de I est 1’ ensemble des elements 
de R en lesquels / est susceptible d’admettre une limite. 

3. La notion d’adherence est hors-programmme. Les exercices n’y feront done jamais 
appel, mais elle permet de simplifier notablement 1’ expose du cours. 

Dans toute la suite du cours, I designera un intervalle prive eventuellement d’un nombre 
fini de points et 7 son adherence. 

14.1.2 Limite en un point 

Definition - Limite d’une fonction en un point 

Soient / : I — > R, xq e 1 et l e R. On dit que / admet t pour limite en xo lorsque, 
pour tout voisinage V de £, il existe un voisinage W de xo tel que, pour tout x e W n /, 
fix) e V. 

Exemples 

1 Lorsque xo G R et ( e R, la definition s’ecrit egalement : / admet £ pour limite en 
xo lorsque, pour tout s > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout x e /n[xo-Q', xo + ff]. 



Illustration de : f admet £ e R pour limite en xo e R. 

2. Lorsque xo = +oo et £ e R, la definition s’ecrit egalement : / admet £ pour limite 
en +oo lorsque, pour tout s > 0, il existe A e P. tel que, pour tout x e / n [A, +oo[, 
\fix)-€\<e. 
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3. Lorsque xq g R et £ = — oo, la definition s’ecrit egalement : / admet -oo 
pour limite en xo lorsque, pour tout B G S'., il existe a > 0 tel que, pour tout 
ie/n [xo - a,x o + cr], fix) < B. 

4. Lorsque xo = -oo et £ = +oo, la definition s’ecrit egalement : / admet +oo 
pour limite en -oo lorsque, pour tout B G R, il existe A G R tel que, pour tout 
x G /fi] - oo, A], fix) > B. 

Theorem! - Unicite de la limite 

• Soient / : / — > R et xo g I. Si / admet une limite t G Ft en xq alors cette limite est 
unique. On note lim / = £ ou lim /(x) = £ ou /(x) — > £. 

Xo X—*Xo X — >Xo 

• Si de plus xo G I alors la limite de / en xo est necessairement f(x o). 

Demonstration 

• On se place dans le cas ou xo G R, la demonstration etant analogue dans le cas ou 
Xo = ±oo. 

Supposons que / admette deux limites distinctes t et £' en xo- Comme £ + £', on peut 
trouver un voisinage V de £ et un voisinage Y de £' tels que V n V' — 0. 

Par definition de la limite, il existe d’une part a > 0 tel que : 

Vx G I n [xo - a, xo + a], /(x) G V 
et d’ autre part a' > 0 tel que : 

Vx G I fi [xo — a' , xo + a'], /(x) G V' . 

En posant = min(cr, a'), on a alors : Vx 6 I n [xo — p,x o + /?], /(x) G V fl V'. 

Comme / n [xo - J3, xo + /?] V 0, cette derniere proposition est absurde car V fi V' = 0. 

Par consequent, si / admet une limite en xo, celle-ci est unique. 

• Supposons maintenant que / admette une limite { en xo et que xo G I. Montrons par 
l’absurde que £ = f{x o). 

On suppose que ( 4- f(x o), il existe done un voisinage P de f tel que /(x o) V V. 

Par definition de la limite, il existe a > 0 tel que : Vx G I n [xo - a, xq + a], /(x) G V. 

Or xo G I n [xo - a, xo + a], done /(x o) G V : absurde. Done £ = f(x o). ■ 

Remarques 

1. Lorsque xo G R, on peut toujours se ramener a une limite en 0 a l’aide de P equivalence 
suivante : 

fix) — > £ 44 f(x 0 + h) — > £. 

a:->x 0 h — >0 

2. Comme pour les suites, la definition de la limite est assez delicate a utiliser. Pour mon- 
trer qu’une fonction admet une limite en un point et pour determiner cette limite, on 
utilisera le plus souvent les limites connues (fonctions usuelles, formes indeterminees 
classiques) et les operations sur les limites (operations algebriques, composition) ou 
les theoremes d’encadrement et de comparaison. Ces resultats sont presentes dans la 
suite du cours. 

14.1.3 Continuite en un point 

Definition - Continuite en un point 

Soient / : I — » R et Xo G /, on dit que f est continue en xo lorsque / admet une limite 
en xo (cette limite sera necessairement /(x o)). 
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Remarque - La notion de continuity en xo n’est pas definie lorsque xq el \ I. Lorsque 
xo est un nombre reel dans I \ I, on introduira dans la suite du cours la notion de prolon- 
gement par continuity. 

Theoreme - Continuity des fonctions usuelles 

Les fonctions polynomiales et rationnelles, la valeur absolue, les fonctions trigonome- 
triques, le logarithme, l’exponentielle et les fonctions i h / oil <r e R sont continues 
en tout point de leur ensemble de definition. 

Exemple 

Soit xo 6 R. La fonction sinus est continue en xo autrement dit sin(x) — > sin(xo). 

x->x 0 


14.1.4 Developpement limite a I’ordre 0 


Remarque - Nous verrons 
dans le chapitre sur la deri- 
vabilite la notion de develop- 
pement limite a I'ordre 1, puis 
dans un chapitre specifique la 
notion de developpement li- 
mite a tout ordre. 


Definition - Developpement limite a I’ordre 0 

Soient / : / — » R et xo e 7 n R. On dit que / admet un developpement limite a I’ordre 
0 en xo, en abrege DLo (xo), lorsqu’il existe f e R et g : / — > R tels que : 

(i) V x e /, /(x) = £ + s(x), 

(ii) e(x) — > 0. 

*->*o 


Proposition - Soient f : /->R,xoe/nRctfeR 
Les propositions suivantes sont equivalentes : 

(i) f admet C pour limite en xo, 

(ii) f admet un DLo (xo) de la forme /(x) = ( + e(x) ou e(x) — > 0. 

*->*0 


14.2 Limite a gauche, a droite. Prolongement 
par continuite 

On rappelle que, dans ce chapitre, I designe un intervalle prive eventuellement d’un 
nombre fini de points et 7 son adherence definie page 363. 


14.2.1 Limite a gauche, a droite 

Definition - Limite a droite. Limite a gauche 

Soient / : I — » R, xo e 7 n R et ( e R, on dit que : 

• / admet ( pour limite a droite en xo si la restriction de / a 7n]xo, +oo[ admet £ pour 
limite en xo- On note alors £ = lim /, £ = lim /(x) ou /(x) — > £, 

Xq X—*Xq X — >Xq 

• f admet £ pour limite a gauche en xo si la restriction de / a /Pi] - oo, xo[ admet £ pour 
limite en xq. On note alors £ = lim/, £ = lim /(x) ou /(x) — > £. 
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Remarque 

en xq et et £ 


On rencontre egalement les notations £ = lim fix) pour la limite a droite 

x-ixa 

x>x 0 

lim fix) pour la limite a gauche en xn. 

x->x 0 

x<x 0 



Graphe d’une fonction admettant 1 pour limite a droite en 0 
et - 1 pour limite a gauche en 0. 


Remarques 

1. Soit a'o e I. Lorsque / admet /(a o) pour limite a droite (resp. a gauche), on dit que / 
est continue a droite (resp. a gauche) en xo. 

2. La notion de limite a droite (resp. a gauche) en xq n’a de sens que si /n].Ao, +oo[it 0 
(resp. /fi] - oo, x 0 [ + ib). Si par exemple / est definie sur ]ao, +oo[, les notions de limite 
en jo et de limite a droite en a'q coincident, et celle de limite a gauche n’a pas de sens. 

3. Lorsque ao e /, la valeur de /(ao) n’intervient ni dans l’existence ni dans la valeur de 
la limite a droite ou a gauche. 


Theoreme - Soient / : / -> R, ao g I n R et £ e R. 

1. si ao e / : / est continue en ao si et seulement si / admet /( ao) pour limite a droite et 
limite a gauche en a'o . 

2. si Ao s 1 \ I : / admet £ pour limite en ao si et seulement si / admet £ pour limite a 
droite et a gauche en aq. 


Exemples 

1. ah - admet +oo pour limite a droite en 0 et -oo pour limite a gauche en 0. Cette 

A 

fonction n’a pas de limite en 0. 

2. Soit 1 r + la fonction indicatrice de R+ definie par : 

1r + (a) = 1 si a > 0 ; 1r + (a) = 0 si a < 0. 

1r + admet 1 pour limite a droite en 0 et 0 pour limite a gauche en 0. En particulier, 
cette fonction n’est pas continue en 0, elle est seulement continue a droite en 0. 


367 




COURS & METHODES 


/ 

Etude locale des fonctions 



Graphe de 1 r + Graphe de 1(2} 

3. Soit 1(2} la fonction indicatrice de {2) definie par : 

1 ) 2 } (x) = 1 si x = 2 ; l| 2 )(x) = 0 si x + 2. 

1 ( 2 } admet 0 pour limite a droite et a gauche en 2, mais n’est pas continue en 2 car 
1 { 2 }( 2 ) * 0 . 

I _ . . . . |x— lsixcl, . , 

Soit fix) = < . . , . f est continue en 1. 

J 1 In x si x > 1 

En effet x - 1 — > 0 et ln(x) — > 0 done lim / = lim / = 0 = /(l). 

X — > 1 X — > 1 1 - 1 + 


14.2.2 Prolongement par continuite 


Proposition - Definition - Prolongement par continuite 

Soient f : I — > R et xq un reel de I \ I. Si f admet une limite GR au point xq, alors 
on peut prolonger f en une fonction continue en xo en posant : 

f(r\ = I f(x) sixeI 

n > \e si x = x 0 

On dit alors que f se prolonge par continuite en xo et la fonction f est appelee prolon- 
gement par continuite de f en xq. 


Remarques 

1. Par abus de notation, la fonction prolongee par continuite / est souvent encore notee 

/■ 

2. D’apres l’unicite de la limite, si / admet un prolongement par continuite en xo, alors 
celui-ci est unique. 

La notion de prolongement par continuite n'a pas de sens lorsque f est deja definie en xo ou 
\ \ lorsque xo = ±oo. 


Les notions de 

^ Notion de continuite et de 

( Notion de continuity] prolongement par prolongement par 

continuite continuite n’ ont pas 

de sens 


Par exemple, si f est definie sur / =]0, 1[u]1, +oo[, on peut etudier la continuite de f en 
x e]0, 1[u]1, +oo[ et le prolongement par continuite de f en 0 et en 1. 
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Exemples 

j f . f]0,+oo[ 


se prolonge par continuite en 0 en posant /( 0) = 


= 0. 


2. Posons, pour tout x e R\{V,2},g(x) 
Pour tout ieR\{l;2),ona: g(x) = 


x 2 - 3x + 2 
(x — 2)(x + 2) 


x + 2 


(x — 2)(x — 1) x — 1 
Done g(x) — > 4 et g se prolonge par continuite en 2 en posant g(2) = 4. 

x — >2 

En revanche, gr(x) 


continuite en 1 . 


+oo et g(x) — » 

JC — > 1+ X— >1- 


-oo, done g ne se prolonge pas par 


14.3 Froprietee 

On rappelle que, dans ce chapitre, I designe un intervalle prive eventuellement d’un 
nombre fini de points et I son adherence definie page 363. 


14.3.1 Caracterieation sequentielle de la limite 

Theoreme - Caracterisation sequentielle de la limite 

Soient / : I — » R , xo e I et £ e R. Alors les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) / a pour limite l en xo, 

(ii) pour toute suite (u„) ne m d’elements de I de limite xq, (f(u n )) n <=N a pour limite i. 


Demonstration 

On donne la demonstration dans le cas particulier ou xo et t sont des nombres reels (on 
ecarte done les cas ou xq = ±oo ou € — +oo). 


• Supposons que /(x) — > L Soit (m„)„ £ h une suite quelconque d’elements de I conver- 

x-*xo 

geant vers xo. 

Par definition de /(x) — > (, pour tout s > 0, il existe a > 0 tel que : 

x—*xo 

Vx 6 [xo - a, xo + a] O I, |/(x) - l\ < e. 

Or u„ — » xo, done il existe no eN tel que : Vn > no, \u„ - xol < a. 

n— >+ oo 

Pour tout n > no, on a done u n e [xo - a, xq + a] P\ /, d’oil : 

Vn > n 0 , | f(u n ) - l\ < s 

On en deduit que f(u n ) — > t. 

n->+ oo 


• On demontre la reciproque par contraposition. On suppose que / n’admet pas f pour 
limite en xo et on cherche a montrer qu’il existe une suite (u n )nd\ d’elements de I conver- 
geant vers xo telle que f(u„ ) ne tende pas vers (. 

La negation de /(x) — > f, s’exprime de la fafon suivante : il existe e > 0 tel que pour 

X-*Xo 


tout a > 0, il existe x e [xo - a, xo + a] O I verifiant |/(x) - 6\ > e. 

Soit n un element quelconque de N. En prenant a = , on obtient un element u„ de 


1 


|x 0 ■ 


n + 1 


,xo + 


— I 

n + 1 J 


n + 1 


O I tel que |/(n„) - t\ > e. 


La suite (u n )„ c \j ainsi definie est une suite d’elements de I. 
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Par ailleurs, Vn € N, xq - 
U n ^ Xq . 


< u n < xq h . On en deduit par encadrement que : 

n + I 


n — >+oo 

Enfin, Vn e N, \f(u n ) - £\ > s done (f(u „)) n€ n ne converge pas vers £, Ce qui acheve de 
demontrer la contraposee de (ii) => (i). m 


Corollaire - Soient / : I — > R et xq e I, alors / est continue en xq si et seulement si 
pour toute suite («„)„£« d’elements de I convergeant vers xq, la suite (f{u n )) ne n converge 
vers f{x o). 


Remarque - La caracterisation sequentielle a deux utilites principales : 

• calculer la limite d’une suite (/(M„))„ eN lorsque la suite (n„)„e n admet une limite xq et 

que / admet une limite en xij . On utilise ici l’implication ii) => (ii) qui avait ete deja 
enoncee dans le cours sur les suites sous le nom de theoreme de composition. 

• demontrer qu’une fonction n’est pas continue ou n’a pas de limite en un point a'o en 
exhibant deux suites admettant xq pour limite, dont les images par / ont des limites dif- 
ferentes. On utilise ici la contraposee l’implication (ii) => (i) comme l’illustre l’exemple 
ci-dessous. 


Exemple 

Soit f definie sur ]0, +cx)[ par f(x) = sin Pour tout n e N*, posons : 

x 


1 

u n — — et v n 
Inn 


1 

2 nn + f 


On a u n — > 0 et u„ — > 0. Par consequent si f avait une limite (: e R en 0, on 

n—>+oo n — > +oo 

aurait f(u„) — > Vet f(v„) — > (. 

n — >+ oo n —>+ oo 

Or pour tout n e N*, f(u n ) = sin(27rn) = 0 et f(v n ) = sin(27rn + |) = 1. 

Done / n’a pas de limite en 0. 


Operations algebriques 

Definition - Limite par valeurs superieures/inferieures 

Soient / : / — > R, xq e 7 \ / et £ e R. 

On dit que / tend vers £ en xq par valeurs superieures (resp. inferieures) lorsque : 

(i) fix ) —a £, 

X->Xo 

(ii) il existe un voisinage V de xq tel que : 

Vac e V n /, fix) > £ (resp. fix) < £). 

On note alors fix) — > £ + (resp. fix) — » £~). 

X—>Xo X—>Xo 

Exemple 

- — a 0 + , et — —a 0“. 

X x >+oo X x — > — oo 
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Definition - Operations algebriques sur les fonctions 


Soient / et g deux fonctions definies sur /, et A un nombre reel. On definit la somme de 
/ et g, le produit de / et g et le produit de / par A, de la fay on suivante : 


. f 1 -> R , // -» R f / -» R 

* + 9 ' 1 x /(x) + g(x) f(x)g(x) •''pH Af(x) 

Lorsque g ne s’annule pas sur I, on definit egalement le quotient de / par g : 


/ 

g 



R 

fix) 

gix) 


Theoreme - Soient / et g deux fonctions definies sur I et admettant des limites en 
xo e 7 et soit 1 e 3. Les tableaux qui suivent indiquent les limites eventuelles de la 
somme, la difference, le produit, F inverse ou le quotient de / et g, sauf dans certains cas 
notes F.I (forme indeterminee) ou l’on ne sait pas conclure a priori si la fonction admet 
une limite ou non, et si la limite eventuelle est finie ou infinie. 


Remarque - Dans le cas d’une forme indeterminee, seule une etude specifique permet 
de savoir si la fonction admet une limite et de calculer la limite eventuelle. On aura 
souvent recours aux relations de negligeabilite et d’equivalence (cf. paragraphe 14.4) 
pour lever la forme indeterminee. 


Limite de A f en xo 


lim/' 

A 

— oo 

a G R 

+oo 

A < 0 

+oo 

Aa 

— OO 

o 

II 

0 

0 

0 

A > 0 

— oo 

Aa 

+oo 


Limite eventuelle de / + g en xq 


limo 

lim^\ 

— OO 

b el 

+oo 

— OO 

— oo 

— OO 

F.I. 

ael 

— oo 

a + b 

+oo 

+oo 

F.I. 

+oo 

+oo 


Limite eventuelle de / - g en xq 


lima 

limj^\ 

— OO 

b € R 

+oo 

— OO 

F.I. 

— oo 

— oo 

set 

+oo 

a — b 

— oo 

+oo 

+oo 

+oo 

F.I. 


Limite eventuelle de f.g en x 0 


^ / 
s / 

/ ^ 
/ 

— oo 

b < 0 

o 

II 

b > 0 

+oo 

— oo 

+oo 

+oo 

F.I. 

— OO 

— oo 

a < 0 

+oo 

ab 

0 

ab 

— oo 

a = 0 

F.I. 

0 

0 

0 

F.I. 

a > 0 

— OO 

ab 

0 

ab 

+oo 

+oo 

— OO 

— OO 

F.I. 

+oo 

+oo 
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Limite de l/g en xo 


limgi 

— OO 

0" 

b e R* 

0 + 

+oo 

lint l/g 

0- 

— oo 

1 /b 

+oo 

0 + 


Limite eventuelle de fig en x 0 


lim q 

lim 

— oo 

b < 0 

0- 

0 + 

b > 0 

+oo 

— OO 

F.I. 

+oo 

+oo 

— oo 

— oo 

F.I. 

a < 0 

0 + 

a/b 

+oo 

— oo 

a/b 

0^ 

0 

0 

0 

F.I. 

F.I. 

0 

0 

a > 0 

0- 

a/b 

— OO 

+oo 

a/b 

0 + 

+oo 

F.I. 

— OO 

— OO 

+oo 

+oo 

F.I. 


Demonstration 

A titre d’exemple, montrons que si fix) — > a et g(x) — > b ou (xo,a, b) e R 3 alors 

X — >X() x — >Xo 

fix) + g(x) — > a + b. 

X-fXQ 


Soit e un reel strictement positif quelconque. On a — > 0, done par definition de 
fix) — > a, il existe a > 0 tel que : 

X *X(J 


E E 

Vx e / n [xo - a, xq + cr], a - — < fix) < a + — 

De meme, il existe /? > 0 tel que : 

Vx e I n [xo - j8, Xo + /?], b - — < g{x) < b + — 

En posant y = min (a,/3), on obtient : 

£ £ £ £ 
Vx e I n [x 0 - y, x 0 + y], a - - < /(x) <a + - et - - < t/(x) < + - 

dont on deduit par somme : 

Vx e / fi [xo ~ y,xo + y], a + b - s < /(x) + g{x) < a + + s 

On obtient bien : fix) + g{x) — ♦ a + b. m 

x->xo 


Corollaire - Soient / et g des fonctions definies sur I, A e R et xo e /. 

• Si / et gr sont continues en xo alors / + g, Af et f.g sont continues en xo- 

• Si de plus g{x o) V 0, alors l/g et f/g sont continues en xq. 


Composition des limites 

Theoreme - Composition des limites 

Soient / : I — » R, / c R tel que /(/) c J. g : J —> R, et xq g 7. 

Si / a une limite n 6 Ren xo et si g a une limite b e R en a, alors g ° f admet b pour 
limite en xo : 

fix) — > a et giy) — > b ^ g(fix)) — » b 

x— y—>a x— 


Demonstration 

A titre d’exemple montrons que si fix) 
g(fix)) — > -oo. 


a ou a e 


et si giy) — > -oo alors 

y-*a 
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Soit B un reel quelconque. Par definition de g(y) — » — oo, il existe a > 0 tel que : 

y—*a 

Vp € J n [a - a, a + a], g(y) < B 
Or par definition de fix) — > a, il existe A e R te I que : 

x— >+oo 

Vx e I n [A, +oo[, a — a < fix ) < a + a 
Comme / est a valeurs dans J, on en deduit que : 

Vx e / n [A, +oo[, g(f{x)) < B 

On obtient bien : g(f(x)) — > -oo. ■ 

x— »+oo 


Corollaire - Soient / : I — > R, J c R tel que /(/) c J, g : J — > R, et xq e I. 
Si / est continue en xq et si g continue en fix o) alors g o f est continue en xq. 


Exemples 

1. -x 2 — > -oo et limexp = 0 done par composition 

X — ^ “pOO — oo 

2. - — > +oo et lim exp = +oo done par composition 

X *-*0+ +°° 


exp(-x 2 ) — > 

X — >+oo 



x-^0+ 


0. 


Limites et inegalites 


Theoreme - Compatibilite avec la relation d’ordre 

Soient / : I — > R, g : I — » R et xo e I. On suppose que : 

(i) f tig ont des limites finies en xo, 

(ii) Vx € I, fix) < gix). 

Alors lim f < lim g. 

Xq Xq 


Demonstration 

Soit («„)„£ n une suite d’ elements de I admettant xo pour limite. 

On a done /(n„) — > lim/etp(n„) — > limp. 

n —>+ oo xq n —>+ oo xq 

Or Vn e N, f(u n ) < p(w„), done le theoreme de passage a la limite pour les suites donne : 
lim fiu„) < lim p(n„), e’est-a-dire lim f < limp. ■ 

fl — *+oo fl — >+oo Xq Xq 



Si on a Vx e /, f(x) < g(x), alors en passant a la limite on pourra seulement affirmer que 
lim f < limo. 

Xo Xo 

1 1 

Par exemple les fonctions f : xh — etg :xt-> — verifient Vx > 0, fix) < g(x) mais elles ont 

x x 2 

meme limite en +«j. 

On retiendra done que le passage a la limite est compatible avec la relation d'ordre et transforme 
les inegalites strictes en inegalites larges. 


Remarque - La compatibilite avec la relation d’ordre ne permet pas de montrer l’exis- 
tence d’une limite (P existence des limites fait partie des hypotheses et non de la conclu- 
sion) ; en revanche, les deux resultats suivants montrent F existence d’une limite. 
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Theoreme - Existence d’une limite par encadrement 

Soient f,geth trois fonctions definies sur / et xo G 7. On suppose que : 

(i) / etg ont une meme limite finie E en xo, 

(ii) Vx g /, /(x) < h(x ) < g(x), 
alors h admet E pour limite en xq. 


Exemple 

Soit / la fonction definie sur R* par /(x) = x 


. Montrons que /(x) — > 1 . 

jc— >0 


l l l 

Pour tout x G R*, on a : 1 < 

x 

• Pour tout x > 0, on a done : 1 - x < /(x) < 1 . Or 1 - x — > 1 done par encadrement, 

x—*0 

on en deduit que /(x) — > 1 . 

x — > 0 + 

• Pour tout x < 0, on obtient : 1 < /(x) < 1 - x. Done par encadrement, il vient : 

/ admet done 1 pour limite a droite et a gauche en 0. / n’etant pas definie en 0, on 
en deduit que /(x) — » 1 . 

x — >0 


Remarque - Ces theoremes 
(encadrement et comparai- 
son) sont les seuls, avec le 
theoreme de la limite mono- 
tone (etudie au prochain cha- 
pitre), a pouvoir justifier I'exis- 
tence theorique d'une limite. 
Ms sont done tres souvent utili- 
ses. 


Remarque - Lorsque Ton souhaite montrer que /(x) — » E ou E e R, il est parfois 

X~>X 0 

plus simple de prouver que /(x) - E — > 0. Pour cela, on peut majorer |/(x) - E\ par une 

X->XQ 

quantite de limite nulle en xo et utiliser le theoreme d’encadrement. 

Theoreme - Theoreme de comparaison 

Soient f et g deux fonctions definies sur I et xo e 7. 

• si /(x) — > +oo et si Vx e I, /(x) < g(x) alors g(x) — > +oo, 

x — >xq x— >j:o 

• si g(x) — » — oo et si Vx G /, /(x) < g(x) alors /(x) — > -oo. 

x — >_^o j:— >jcq 


14.4 Comparaison dee fonctions au wo isinage 
d’un point 

Le but de cette partie est d’introduire les notions de negligeabilite et d’equivalence pour 
les fonctions. Ces notions ont deja ete etudiees pour les suites et on retrouvera les memes 
proprietes et mises en garde dans le cadre des fonctions. Pour cette raison, on a reduit 
l’expose de cette partie. 

On rappelle que, dans ce chapitre, I designe un intervalle prive eventuellement d’un 
nombre fini de points et 7 son adherence definie page 363. 

14.4.1 Fonction neg liveable devant une autre 

Definition - Fonction negligeable devant une autre 

Soient / et g deux fonctions definies sur / et xo G 7. On dit que / est negligeable devant 
g au voisinage de xo lorsqu’il existe une fonction e : I — > R admettant 0 pour limite en 
xo et telle que : Vx G /, /(x) = s(x)g(x). 

On note alors / = o(g) ou /(x) = o (g(x)) ou /(x) = o ( g(x )). 

xo X—>XQ Xo 
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Methode 1 Montrer que f(x) = o(g(x)) 

x 0 


Pour montrer qu’une fonction est negligeable devant une autre, on utilise tres souvent le resultat 
suivant : soit xo e I et soient / et g deux fonctions definies sur I telles que g ne s’annule pas sur 
/ \ {xq}. Alors 


f{x) = o igix)) <=> 

Xo 


m 

g(x) 


o. 


X->X 0 


Exemples d'application 

, x 2 

x = o (x) : en effet — - x — > 0. 

0 X x— >0 

X 1 

2. x = o(x 2 ) : en effet — = — — » 0. 

+oo * ' x Z X X-H-oo 


© 


La relation de negligeabilite pour les fonctions verifie les memes proprietes que celle pour 
les suites. Par exemple, si /(x) = o (g(x)) et si g(x) = o (h(x)) alors fix) = o (/i(x)). Le 

x 0 x 0 x 0 

lecteur trouvera done la liste des proprietes elementaires de la relation de negligeabilite 
dans le chapitre portant sur l’etude asymptotique des suites. 


Proposition - Composition a droite 

Soient f et g deux fonctions definies sur / et xq e 7 tels que fix) = o igix)). 

X 0 

• pour toute suite iu n ) n€ n d’ elements de I admettant xo pour limite, on a : 

fiu n ) = o{giu n )), 

• pour toute fonction u d valeurs dans I admettant xo pour limite en to, on a : 

f(u(t)) = o ( g(uit ))) . 
to 


Exemple 

Supposons que fix) 
Par ailleurs e~ x — > 


= o igix)). On a - — > 0 done /(-) = o(g(-)). 

o n n-*+o o n ' n ' 

0 done fie~ x ) = o (g(e~ x )). 


Theoremt - Croissanee comparee des fonctions usuelles 

1. Soient a et B deux reels tels que a < B, alors x 01 = o (x 8 ) et xf — o ix°). 

2. Soient a et /? deux reels strictement positifs, alors 

. au voisinage de +oo : (In x)" = o(xf)e txf = o(e x ). 

. au voisinage de 0 : | In x|“ = o 



375 




14 


COURS & METHODES 


/ 

Etude locale des fonctions 


14.4.2 Fonctions equivalences 

Definition - Fonctions equivalentes 

Soient / et g deux fonctions definies sur / et xq e I. On dit que / est equivalente a g au 
voisinage de xq lorsqu’il existe une fonction a : I — » R admettant 1 pour limite en xq et 
telle que : Vx e /, fix) - a(x)g{x). 

On note alors f ~ g ou fix) ~ gix) ou fix) ~ gix). 

xo X-»XQ xo 


Methode 2 Montrer que f(x) ~ g(x) 

Xo 

Pour montrer que deux fonctions / et g sont equivalentes au voisinage de xq, on utilise souvent les 
resultats suivants : 

• fix) ~ gix) o f{x) - g(x) = o ( f(x )) o f{x) - g{x) = o (g(x)). 

x 0 x 0 x 0 

f 

• Si g ne s’annule pas sur I \ {.to} : fix) ~ gix) <=> 1 — * 1. 

Xo gix) x->x 0 


Exemple d'application 

ln(A + fx) ~ \n(x). En efFet ln(x + x/x) - \n(x) - ln( 1 H — | — > 0 et ln(x) — > +oo done 

+oo \ '\fx ) x ~ *+00 x— *+0° 

ln(x + xfx) - ln(x) = o (ln(x)). 

+oo 


La relation d’ equivalence pour les fonctions verifie les memes proprietes que celle pour 
les suites. Par exemple, si fix) ~ gix) et gix) ~ hix) alors fix) ~ hix). Le lecteur 

Xo X 0 xo 

trouvera done la liste des proprietes elementaires de la relation d’equivalence dans le 
chapitre portant sur l’etude asymptotique des suites. 

Les mises en garde restent egalement les memes : la relation d’equivalence pour les 
fonctions n’est pas compatible avec V addition et, sauf exception, on ne peut pas composer 
a gauche une relation d’equivalence (e’est-a-dire : si fix) ~ gix), on n’aurapas en general 

xo 

v(f(x)) ~ <p(g(x))). 

Xo 


Proposition - Composition a droite 

Soient f et g deux fonctions definies sur I et xq e I tels que fix) ~ gix). 

Xo 

• pour toute suite iu „) n£ n d’ elements de I admettant xq pour limite, on a : 

fiu n ) ~ giu n ), 

• pour toute fonction u a valeurs dans I admettant xq pour limite en to, on a : 

f(u(t)) ~ g(uit)). 
to 


Exemple 

Supposons que fix) ~ gix). On a e l/n — > 1 done f(e 1/n ) ~ g(e 1/n ). 

1 n —>+ oo 

En outre, e' v — > 1 done /(e A ) ~ g(e x ). 

x — >0 0 
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Theorem' - Equivalents usuels 

Au voisinage de 0 : 


1 sin x ~ x, 
o 

ln( 1 + x) ~ x, 
o 


1 - cos x ~ — , 
o 2 

e r - 1 ~ x, 
o 


tan x ~ x, 
o 

Vcr e R, (1 + x) a - 1 ~ ax. 

o 


Polynomes : soit P(x) = a q xfl + • ■ • + a p x p avec q < p, a q V 0 et a p V 0 alors : 

P(x) ~ a q x q et P(x ) ~ a p x p . 


Demonstration 

Pour les polynomes, les equivalents s’obtiennent par exemple en montrant que le quotient 
tend vers 1 . 

Pour les equivalents usuels au voisinage de 0, a F exception de 1 - cos(x), on peut faire 
intervenir des derivees. 

exp(x) - exp(0) 


1 


done 


1 


x->0 


exp'(O) = 1. On obtient 


Ainsi Vx + 0, 

e ' - 1 ~ x. 
o 

Pour 1 - cos(x), on utilise les formules trigonometriques : 1 - cos(x) = 2 sin 2 j. 

x I x \ x 

Or sin(w) ~ u et > 0, done par composition a droite : sin — . 

o 2 x~ *o \ 2 / o 2 

? ( x\ x 2 x 2 

Puis sin - . On en deduit enfin que 1 - cos(x) . 

V 2 / o 4 4 0 2 

Exemples 

1. On a : 2x + 3x 2 - 7x 3 + 5x 4 ~ 2x, et : 2x + 3x 2 - 7x 3 + 5x 4 ~ 5x 4 . 

0 +oo 

2. Determinons un equivalent de ln(x) au voisinage de 1 . 

On a : Vx > 0, ln(x) = ln(l + x - 1). Or ln(l + u) ~ u et x - 1 — » 0 done par 

0 x—>l 

composition a droite : ln(x) ~ x - 1 . 


14.5 branches infinies des courbes 

Soient / : I — > R et C/ la courbe representative de /. 

Definition - Asymptote en xq e R 

On suppose que / admet ±oo pour limite en xo. On dit alors que la droite d’equation 
x = xo est asymptote aC/en xo. 

Exemples 

1. / definie sur R \ {2} par /(x) = , possede une asymptote d’equation x = 2. 

x - 2 

2. g definie sur K* par g(x) = e lM , admet la droite d’equation x = 0 comrne asymp- 
tote a droite de 0, mais pas a gauche. 

En effet - — > +oo done g(x) — > +oo, et - — > —oo done g(x) — > 0. 

@ lx x->0+ x-»0+ X x->0~ x — *0 — 
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Definition - Asymptote en ±oo 

On suppose que / est definie au voisinage de +oo. S’il existe (a,b) e R 2 tel que 
fix ) - ax - b tende vers 0 en +oo, alors on dit que la droite d’equation y - ax + b 
est asymptote a C/ en +oo. 

On definit de meme une asymptote a C/ en -oo. 

Remarques 

1. En particulier, si lim / = b ou b e R alors la droite y - b est asymptote a Cf en +oo. 

+oo 

2. La position de C/ par rapport a son asymptote est donnee par le signe de fix) - ax-b 
(positif : au-dessus ; negatif : en dessous). 

Exemple 

x 2 + 1 

On definit f sur R \ { - 1 ) par fix) = . 

x + 1 

x 2 - 1+2 2 

Alors Vx + -1, f{x) = — = x - 1 H 

x+1 x+1 

2 

Or — > 0 done la droite D d’equation y = x - I est asymptote a Cf en +oo et 

x+1 

-oo. C / est au-dessus de son asymptote en +oo et en dessous en -oo. 

Par ailleurs la droite d’equation x — - 1 est asymptote a Cf en - 1 . 
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Definition - Branche parabolique en ±oo 

On suppose que / est definie au voisinage de +oo et que / tend vers +oo en +oo. 

-oo on dit que C / presente une branche 


i c* v /W r fix) 

1. Si lim = +oo ou lim 


X — >+oo X X— >+O0 X 

parabolique de direction verticale, 

f(^x) 

2. si lim '■ = 0 on dit que C f presente une branche parabolique de direction 

.r— >+oo x 

horizontale, 

f(x) 

3. si lim 1 = a e R* et si lim (/(x) - ax) - +°o, on dit que C/ presente une 

x — >+oo x x — >+oo 

branche parabolique de direction la droite d’equation y = ax. 

On definit de meme les branches paraboliques au voisinage de -oo. 


Exemples 

1. Les courbes representatives de x x 2 et x e x presentent au voisinage de +oo 
une branche parabolique de direction verticale. 

2. Les courbes representatives de x t-» \fx et x In x presentent au voisinage de 
+oo une branche parabolique de direction horizontale. 

3. La courbe representative de x i-» x+ln x presente au voisinage de +oo une branche 
parabolique de direction la droite A d’equation y = x. 
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Methode 3 Recherche pratique des branches infinies 

On peut determiner de fay on systematique l’eventuelle branche infinie de / en +oo (resp. en -oo) en 
etudiant differentes limites en +oo (resp. en -oo). 




Exemple d'application 

Etudions les branches infinies de / : x 


Etudions les branches infinies de / : ih Va 2 - 2x + 2 - x. 

Remarquons d’abord que le discriminant de X 2 - 2X + 2 est negatif. Par consequent X 2 - 2X + 2 est 
du signe du coefficient constant, qui est 2, done positif. Done / est definie sur R. 


Par ailleurs : Vx e R, fix) = Vx 2 x -J 1 


2 2 
1 T 


■X = \x\J 1 


2 2 
1 T 


2 2 

Etude au voisinage de +oo. Pour tout x > 0, fix) - x\ J I 1 — - — 1 . 


On a Vl + u— 1 u et - 

o 2 

On en deduit que fix) — 

X — >- 

de / au voisinage de +oo. 


X X~ *-»+oo 


1/ 2 2x 1 

0 done /(x) ~ xx — ( l- — ). Ainsi f{x) ~ - 1 + - 

+oo /A r ' +oo r 


-1, done que la droite D i d’equation ij = -1 est asymptote au graphe 


Etude au voisinage de -oo. Pour tout x < 0, fix) 


L 2 2 

f l - - + — + 1 . 


On a fix) 


+oo, ensuite 


-2 et enfin : fix) + 2x 




Une recherche d’equivalent strictement analogue a celle menee au voisinage de +oo donne : 
fix) + 2x — » 1. Done la droite D? d’equation ij = —2x + 1 est asymptote au graphe de / au 

X—>— oo 

voisinage de -oo. 
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Synth bee y \ 'y. 1 ’ , - V • 

5 avoir 5 


theoremes permettant de montrer qu’une fonction ad- 
met une limite en un point et de determiner cette li- 
mite : operations algebriques, composition, theoreme 
d’encadrement, etude des limites a droite et a gauche, 
theoreme de comparaison, 

• comparaison des fonctions usuelles (croissance com- 
paree), 

. equivalents usuels. 

Savoir-faire 


. montrer qu’une fonction admet une limite en un point 
et determiner cette limite, 

• montrer qu’une fonction est continue en un point, 

. montrer qu’une fonction est negligeable devant une 
autre. 

. montrer que deux fonctions sont equivalentes, 

. determiner un equivalent simple d’une fonction a 
l’aide des equivalents usuels, 

• etudier les branches infinies de la courbe representa- 
tive d’une fonction. 

Mots-cles 


. Limite d’une fonction en un point, 

. continuity d’une fonction en un point, 
. limite a droite/a gauche, 

. prolongement par continuity, 

• negligeabilite, 

. croissance comparee, 
. equivalence, 

. asymptote, 

. branche parabolique. 
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14.1 


14.2 


14.3 


14.4 


Si/est une fonction definie sur]0, 1 [U] 1, 2[U]3, +oo[, 
en quels points peut-on etudier : 

a) l’existence d’une limite, 

b) la continuite de /, 

c) un prolongement par continuite ? 

Soit / definie sur R \ {x 0 }. Donner une condition ne- 
cessaire et suffisante portant sur les limites a gauche et 
a droite de / en xo, pour que / soit prolongeable par 
continuite en x 0 . 


Recherche d’exemples 

a) Donner un exemple de fonction qui admet la meme 
limite dans R a gauche et a droite en 0, mais qui n’est 
pas prolongeable par continuite en 0. 


b) Trouver une fonction / telle que /(x) 


mais que x ne soit pas negligeable devant 
au voisinage de +oo. 


c) Donner un exemple de fonction 
— ■ — — > 1 et que la courbe de 


X x->+oo 

ni asymptote, ni branche parabolique 
de +oo. 


/ 

/ 


> +CO 

jt— H-oo 

exp ( f(x )) 

telle que 
n’admette 
voisinage 


d) Trouver une fonction / telle que /(x) 

1 - 

que — n’ait pas de limite dans R en +oo. 


— > 0 mais 

Jt— H-OO 


Vrai ou faux ? 

a) La fonction / definie par f{x) = e' si x 2* 0 et 
fix) = sin(x) si x < 0 est continue en 0. 


b) / : x i— » 2x + 3 + ln(x) presente une branche para- 


bolique de direction la droite d’equation y = 2x. 

c) On a sin(x) ~ x ; on en deduit par composition a 
droite que : sin(ln(x)) ~ ln(x). 

d) Pour tout (flo, ci , . . . , a n ) 6 R" +1 , on a : 

ao + a\x + • • • + a„x" ~ a„x". 

+oo 

14.5 QCM 

Chaque question admet au moins une bonne reponse. 

1) Si f(x) ~ g{x) alors : 

+oo 

a) / et g ont meme limite eventuelle en +oo, 
b )f(x)-g{x) —> 0, 

x — »+oo 

c) fix 1 ) ~ gix 2 ). 

+oo 

2) On definit / par : fix ) = j j ^ ^ 

On sait que x In x — > 0 done : 

x — >0 

a) lim fix) = 0, 

x — >0 

b) lim fix) = 0, 

x -» 0 + 

c) / n’est pas continue en 0. 

3) La fonction x i-» exp 

a) est continue en 0, 

b) est prolongeable par continuite en 0, 

c) n’ admet pas de limite en 0. 

4) Soit f : R — > R telle que / ( - | — > /( 0) : 

\n) n->+°° 

a) / est continue en 0, 
b )/ est continue a droite en 0, 
c) on ne peut pas conclure. 



r Exercices d’application 

Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 

a) x Vx + 1 - x en x 0 = 0, 

sont donnees page 384. 

b) In (l + -\Zln( 1 + x)j en xo = 0, 

■ Recherche d’equivalents 

c) tan(x) - sin(x) en x 0 = 0, 

14.6 ® 

d) 2(x - l) 2 + 3(x - 1) en x 0 = 1. 

Trouver un equivalent simple en xq : 

14.8 ® 

a) e x - e _r en x 0 = 0, 

Trouver un equivalent simple en xo : 

b) ix 2 - 3x + 4)e 1/jr en xo = +oo. 


/ 1 \ 

a) exp(x 2 ) - cos(x) en xg = 0, 

c) sin en in = +°°, 

7T 

U+ !/ 

b) ln(2 smx) en xo = — , 
6 

d) exp ( cos(x) - 1) - 1 en Xg = 0. 

•5 1 O 1 


c) (.r" + x) 5 - (x^ - x) 3 en Xo = +oo. 

14.7 

d) sinfx 2 + x) In ( tan(x)) en xo = 0. 

Trouver un equivalent simple en xq : 

b 
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14.9 ® 

Pour chaque des fonctions suivantes, determiner la limite 
eventuelle en Yo : 


, , V 1 + x- V 1 - JC 

a) f(x) = : ; x 0 = 0. 

sin* 

\/9x 2 

b) g(x) = 2x + ; x 0 = 0. 


c) h(x) = x" 
metre a e R. 

cos 


; limite a droite en 0 en fonction du para- 


d) k(x) = 


(r) 


x- 1 


; x 0 = l . 


14.10 ® 

Pour chacune des fonctions suivantes, determiner a l’aide des 
croissances comparees la limite en xo : 

a) /(-*) = x - ln(x) ; .Vo = +oo. 

b) g(x) = (x 3 + 2x 2 + 2x + 1)( ln(l + x)) 2 ; jto = — 1 - 

c) u(x) = xexpi-x 2 ) ; Xo = +°o. 

d) v(x) = Yexp ( - xlnix 2 )) ; xo = +oo. 


14.11 

Pour chacune des fonctions suivantes, determiner a l’aide 
d’equivalents la limite en Yo : 

2x 


a) fix) = (x + 1) sin 


x 2 + 3 


; Xq = +oo. 


sin(2Y) - sin(5Y) 

b) gix) = : ^ N ; Jo = 0, 


sin(6Y) 


c) h{x) = -J x + yj~x+ xfx - 


jx ; Xo = +°°, 


d) k(x) = 


ln(l + x) 


ln(x) 

Continuite en un point 


; Yo = +°°- 


14.12 


Pour chacune des fonctions suivantes, determiner si elle est 
continue en yq : 


a) fix) = 

b) gi x) = 


xfx si y > 0 

Y 2 

—z si x < 0 

X 2 - X 

x In y si x > 0 
0 si y = 0 


ln( 1 + y) 

x 


si x e] - 1, 0[ 


en y 0 = 0, 


en Yq = 0, 


c) hi x) = 


d) kfx) = 


' 1 - cos( V=S) . „ 

-= SI Y < 0 

y—x 

0 si x = 0 

k (sin y) ln(x) si x > 0 



exp 


1 


si y t- 1 
si y = 1 


en Yo = 0, 


en yq = 1 . 


14.13 


Pour chacune des fonctions suivantes, determiner P ensemble 
de definition et etudier tous les eventuels prolongements par 
continuite : 

a) fix) = y sin 



b ) gi x) = 


y 2 + 4y + 3 
y 2 + 2y - 3 ’ 


c) hix) = Y A , 


14.14 

On veut determiner l’ensemble des fonctions / definies sur 
R, continues en 1 et verifiant l’equation : 

(★) Vy e R, fix) = /(i( 1 + y)). 

1) Soit / une fonction continue en 1 et verifiant (★). 

Soit y un reel quelconque. On definit («„)„ e n par : 

Uo = x et Vn 6 N, u n+i = -(1 + u„). 
l.a) Montrer que u„ — » 1. 

n—>+co 

l.b) Prouver que Vn 6 N, f(u„) = fix) et en deduire la valeur 
de fix). 

2) En deduire l’ensemble des fonctions continues en 1 et ve- 
rifiant (★). 


14.15 ® 

Soient f et g deux fonctions definies sur un intervalle I. On 
pose h = max(/, g), c’est-a-dire : 

Vy e /, hi x) = max (fix), g(xj) 

On suppose que f et g sont continues en Yo- Montrer que h 
est continue en Yo. 

■ Branches infinies 


14.16 


Etudier les limites et les branches infinies en +oo et en — oo de 
la fonction : 


/ : xi 
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f(x ) = x + 1 + o ( - | . 

- - 

14.17 

x \ x I 

Determiner 1' ensemble de definition, puis etudier les limites 

b) En deduire que la courbe representative de / admet une 

et branches infinies eventuelles aux bornes de 1' ensemble de 

asymptote ( D ) aux voisinages de +oo et -oo. On precisera la 

definition, de la fonction : 

position relative de la courbe par rapport a ( D ) aux voisinages 
de +oo et — oo. 

(x+ l)ln(x+ 1) 

f : x i-> 

ln(x) 

mmm 

14.19 

14.18 © 

Soit la fonction fix i-» \ . 

x 3 + 2x 2 — x + 1 

V x+ 1 

Soit / : .i h — . 

x 2 + x + 2 

a) Quel est 1" ensemble de definition de / ? 

b) Determiner les limites et branches infinies en -1, +oo 

a) Montrer qu’aux voisinages de +oo et -cx>, on a : 

et —oo. 


r Bxercices d’approfondissement 


finx) = nfix) ; puis etendre ce resultat au cas oil n e Z. 

14.20 © 

On souhaite determiner 1' ensemble des fonctions / definies 

l.c) Soit ip, q) 6 Z x N*, en calculant / j de deux fafons. 

sur R, continues en 0 et verifiant l’equation : 

montrer que / 1 — ] = — /(l). 

(★) V(x, y) 6 R 2 , f{x + y) = fix ) + fiy). 

\ ^ ^ 

l.d) Montrer que / est continue en tout xo e R. 

1) On suppose que / est continue en 0 et verifie (★). 

l.e) Deduire des deux questions precedentes que, pour tout 

l.a) En remarquant que 0 + 0 = 0, montrer que /( 0) = 0, puis 

X 6 R, fix) = xfi 1). 

que / est impaire. 

2) Determiner l'ensemble des fonctions continues en 0 et ve- 

l.b) Soit x 6 R, montrer par recurrence que, pour tout n e N, 

rifiant (★). 


Indications 


14.6 

a) Se ramener a la forme e“ — 1. 

b) Quelle est la limite de e’ ,A quand x — > +oo ? 

c) On commencera par utiliser l’equivalent usuel de sin(w) au 
voisinage de 0. 

d) On commencera par utiliser l’equivalent usuel de e" - 1 au 
voisinage de 0. 

14.8 

a) Une premiere etape consiste a ecrire que : 

exp(.r 2 ) - cos(.v) = exp(x 2 ) - 1 + 1 - cos(x). 

On connait des equivalents de expOr 2 ) — 1 et de 1 - 
cos(x), mais l’equivalence n’est pas compatible avec l’ad- 
dition. On peut surmonter cette difficult^ en se ramenant a 
des limites, en 1" occurrence en etudiant la limite en 0 de 
exp(.v 2 ) - 1 + 1 - cos(x) 

x 1 

b) Utiliser la definition de la derivee en | de la fonction 
x ln(2 sin x ). 

c) On peut s’inspirer du a). 

d) On demontrera que ln(tan(x)) ~ ln(.r). 


14.9 

a) Introduire la quantite conjuguee de : 

V 1 + x- V 1 - x. 

b) Attention : Vx 6 R, Vx 2 = |x|. 

c) Utiliser le theoreme d'encadrement ou le theoreme de com- 
paraison, selon la valeur de a. 

d) Faire intervenir la definition de la derivee en 1 de la fonc- 
tion x i-> cos {—xj 

14.10 

b) On peut poser u = 1 + x pour se ramener a une limite en 0. 
d) Comparer avec xe~ x . 

14.15 On prendra garde au fait que si deux fonctions coin- 
cident en un point, la continuite de 1'une en ce point n'im- 
plique pas la continuite de 1’ autre. 

II faut ici revenir a la definition de la limite : pour tout s > 0, 
on doit trouver a > 0 tel que : 

Vx 6 lr\[xo-a,Xo+a], h(xo)-s < hfx) < h(xg)+E 
14.18 

4 

a) Montrer que f(x) — x — 1 ~ — . 

±oo X 
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14.20 

l.c) Remarquer que f(p ) = f(p x 1) et utiliser la ques- 

l.a) Pour montrer que / est impaire, on s’interessera a 

tion l.b). 

f(x - x). 

l.d) Montrer que f{x) — » f(x o) revient it montrer que 

l.b) Pour T extension au cas ou n 6 Z, utiliser le fait que / est 

x-*x 0 

f(x 0 + h) — » f(x o). 

impaire. 

h — >0 

l.e) Tout reel est limite d’une suite de rationnels. 
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On peut etudier : 

a) l'existence d’une limite de / en tout point de l’ensemble 
[0, 2] U [3, +oo[U|+oo), 

b) la continuite de / en tout x g] 0, 1 [U] 1 , 2[U]3, +oo[, 

c) un prolongement par continuite de / en 0, en 1, en 2 et en 3. 

/ est prolongeable par continuite en xg si et seule- 
ment si / admet la meme limite finie a gauche et a droite en Xg. 


a) La fonction jeR’i-t — admet +oo pour limite a gauche et 

x 2 

a droite en 0, mais elle n'est pas prolongeable par continuite en 
0 car cette limite commune est infinie. 

b) Prenons : V.v 6 R* , fix) = ln(.t). On a bien fix) — * +oo 

x — »+oo 

mais x n’est pas negligeable devant exp (fix)) = x au voisinage 
de +oo. 

f(jc) 

c) Cherchons / telle que : — * 1 et que fix) - x n’ait 

X x—*+oo 

pas de limite quand x — * +oo. Prenons par exemple : Vx G R, 
f(x) = x + sin(jr). 


On a : Vx>0, 


sin(.r) 


x 
fix) 


<— done par encadrement " ' ^ ^ — » 0. 

X X x->+oo 


Ainsi, on a bien — > 1. 

X x-*+oo 

Mais f{x) — x = sin(.t) n’a pas de limite quand x — » +oo, done 
la courbe de / n’ admet ni asymptote, ni branche parabolique 
au voisinage de +oo. 

d) Considerons la fonction / definie sur ]0, +oo[ par : 

1 • ™ 

- SI X G N 


fix) = 


1 


- - si x t N* 

X 

Pour tout x g] 0, +oo [, on a : — < f(x) < - done on a bien 

X X 

fix) — * 0. 


x — »+oo 

Mais n — 


l 


1 


+oo, or : 


et 


= n — > +oo 

fin) «->+“> 

— n = ~ {,l+ o ) ' 

f{n + j) 2 «->+<» 


Ces deux limites etant differentes, on en deduit, d’apres le theo- 
reme de caracterisation sequentielle de la limite, que - n’a pas 
de limite en +oo. 


1) Reponses a) et c). 

Si fix) ~ gix) alors f etg ont meme limite eventuelle en +oo, 

+oo 

et par ailleurs : fix 2 ) ~ gix 2 ). Pour obtenir ce dernier resultat, 

+oo 

on remarque que xf — » +<x> et on applique la composition a 

x — >+oo 

droite. 

La reponse b est fausse (prendre fix) = x et gix) = x + 1). 

2) Reponses b) et c). 

lim fix) = 0 car "ix > 0, fix) = x ln(.t) et x ln(.r) — * 0. 

x— >0+ x— >0 

/ n’est pas continue en 0 car /( 0) t lint fix). 

x—*0+ 

La reponse a est fausse car / n’ etant pas continue en 0, elle n’a 
pas de limite en 0. 

3) Reponse b). 

La fonction x i— > exp | — — j est prolongeable par continuite en 
0. En effet, elle n’est pas definie en 0 et --r — * —oa done par 

x x ->0 

composition exp(--r) — » 0. 

La reponse a est fausse car la fonction n’est pas definie en 0 ; la 
reponse c est fausse puisqu’on vient de montrer que la fonction 
a une limite en 0. 

4) Reponse c). 

Considerons par exemple : 

(1n\ 

sin ( — j si x t 0 


fix) = < ' x ■ 

0 si x = 0 


Alors / - = sin(2ft7r) 


0 = /(0) mais / 


sin (2 nn + — ^ = 1 done / n’est pas continue en 0, ni meme 


1 

Done 

ix 2 - 3x + 4)e 1Av ~ x 2 



+OO 


a) FAUX lim fix) = lim sin(x) = 0 or /( 0) = e° t 0. 

jc— >0 jc— >0 


b) VRAI : 


fix) 


2 et fix) - 2x — » + 00 . 


X A — »+00 

c) FAUX il n’est pas possible d’appliquer la composition a 
droite car ln(.r) ne tend pas 0 quand x — > 0. 

d) FAUX : il manque l'hypothese a„ t 0. 


continue a droite en 0. 


a) Vx g R, e x - e v = e x ie 2x - 1). 

Or 2x — * 0 et e" - 1 ~ u done e 2x - 1 ~ 2x. 

x — >0 0 0 

Par ailleurs e _ t — » 1 done e' r ~ 1. 

x->0 0 


Done 


e - e 


■ 2x 


b) D’une part xf -3x + 4 ~ xf. D’autre part l/x — » 0, done 

+ OO x — »+oo 

par composition des limites e 1/r — » 1, d’ou e 1/r ~ 1. 


c) — > 0 et sin(u) ~ u done sin(-^r) ~ 


Mais x + 1 ~ x done 

+OO 


1 


1 


X + 1 / +°° X 


d) On a cos(.r) - 1 — > 0 et e" — 1 ~ u. 

x->0 0 

Done exp(cos(x) — 1) — 1 ~ cos(.r) - 1. 
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Or cos(x) — 1 ~ — x" . 

o 2 

Done exp(cos(x) - 1) - 1 -x 2 . 


ln(2sinx) ~ V3^x- . 

c) Pour tout x ± 0, on a : 


a) Pour tout x > —1, on a : 

x Vx + 1 - x = x( Vl + x - 1) 

Or Vl +x - 1 = (1 + x) 7 - 1 ~ ~x. 


Done x Vx + 1 - x x 2 . 

o 2 

b) v/liV 1 + x) — > 0 et ln(l + u) ~ u. 

x->0 o 

Done ln(l + -y/ln(l + x)j ~ -y/ln(l + x). 

Or ln(l + x) ~ x et on peut composer les equivalents par la ra- 

cine c arree. 

Done ln(l + ^ln( 1 + x)j ~ y/x . 

c) Pour tout x g] - 7t/2, n/2[, on a : 

tan(x) - sin(x) = tan(x)(l - cos(x)) 

1 , 

Or tan(x) ~ x et 1 — cos(x) ~ —xr. 


Done tan(x) - sin(x) ~ —x . 
d) On a x - 1 — > 0 et 2 m 2 + 3 u ~ 3 u. 

Ml o 

Done 2(x - l) 2 + 3(x - 1) ~ 3(x - 1) . 


a) Pour tout x ^ 0, on a : 

, ,/expCx 2 )— 1 1 - cos(x)) 

(1) : exp(x 2 )-cos(x)=x 2 + r - 

\ X 2 X 2 j 

Or x 2 — > 0 et e" — 1 ~ u done exp (x 2 ) - 1 ~ x 2 . D’ou : 

x~>0 o o 

(2) : 2E!^Li ^ , 

X 2 i-«0 

1 , 

Par ailleurs, 1 - cos(x) x“ done : 

o 2 


1 - cos(x) 1 


De (2) et (3), on deduit : 


explx 2 ) - 1 1 - cos(x) 3 

x 2 x 2 wo 2 

Avec (1), il vient enfin : 

2 3 2 

exp(xr) - cos(x) ~ -xr 

b) Posons : Vx g]0, n[, f(x) = ln(2sinx). 

/ est derivable sur ]0, n[ et Vx e]0, 7i\, fix) = — -L^. 

sin(x) 

En particulier, on a : 

On en deduit que /(x) - /(f ) ~ V3(x - f). Or /(f ) = 0. Done 


(1) : (x 3 + x) 7 - (x 3 - x) 7 

= ,fi ‘1* ‘1* 


I(v(a + i,i-i)-V( ( i-i)i-i)) 


Or — — * 0 et (1 + u) 7 - 1 u. 

x l x — t+oo o 3 

Par consequent, on a : (1 H — -) 7 - 1 ~ — d’ou : 


(2) : f{(l + i) 7 - l) — » \ 

' X z ' Jt->+oo i 


De meme, on obtient : 


(3) : x^l-L^-i) -i 

v X Z ' x->+oo 3 


De (2) et (3), on deduit : 




Avec (1), il vient enfin : 


\(x 3 + X) 3 - (jt 3 - X) 3 


d) D’une part xr + x — > 0 et sin (u) ~ u done : 

jt— >o o 

sinfix 2 + x)~x? + x~x 
o o 

D’ autre part, tan(v) ~ x, mais rien ne permet d’en deduire di- 
rectement que ln(tan(v)) ~ \n(x). 

Or on a : ln(tan(x)) - ln(x) = lnf^fi Mais — 2 1 

done ln(tan(x)) - ln(x) — » 0. Comme ln(x) — » — 00 , on en 

x— >0 x— >0 

deduit que : 

ln(tan(x)) - ln(x) = o (ln(x)) i.e. ln(tan(x)) ~ ln(x) 

Finalement, o n obtient : 

sinCx 2 + x) In ( tan(x)) ~ x ln(x) . 


a) Pour tout x e [-1,0[U]0, 1], on a : 


m = 


V 1 + x - Vl - X 
sin(x) 

( V 1 + x + Vl - x)( V 1 + x - Vl - x) 
( V 1 + x + V 1 - x) sin(x) 

1 + x - (1 - x) 

( Vl + x + V 1 - x) sin(x) 

2x 

( Vl + x + V 1 - x) sin(x) 
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Or VT 


+ X + 


i sin* 

V 1 - x — » 2 et — > 1 par consequent 

x— »0 X x— >0 


m -> i 


b) Vx t 0, gix) = 2x + 


3|x| 


Ainsi Vx > 0, gix) = 2x + 3 done g(x) — » 3. 

*— »0 + 

Mais Vx < 0, gix) = lx - 3 done gix) — * -3. 

x— »0 _ 

Les limites de g a droite et a gauche en 0 etant distinctes, on en 
deduit : 


g n'admet pas de limite en 0 


c) Vx > 0, - - 1 < 

x 


< 


1 


Done : Vx > 0, x^ 1 - x a < hix) < x"' 1 . 

• si a > 1 : alors x"' 1 - x° — ■> 0 et x a ~ 1 — » 0 done par 

X->0 + *-»0 + 

encadrement : hix) — > 0. 

*->o + 

• si a = 1 : alors x°~ l - x° = 1 - x — » 1 et x a ~ > = 1 done par 

*->0+ 

encadrement : hix) — » 1. 

jt-»0 + 

• si a < 1 : alors x°~ l - x a = x?~ x (\ - x) — > +oo done par 

x->0+ 

I . 1 

comparaison : 


h(x ) — > +oo 

jt— >0+ 


d) Soit i/> : x 6 R cos(— x). <p est derivable sur R et 

Vx 6 R, <//(x) = - — sin (— x). En particulier : 

<P(x)-<p(l) , n 

' V (1) = —x 


X — 1 x-*l 

Comme i/)(l) = 0, il vient : I k(x ) 


x — »i 2 


Remarque : une autre methode consiste a ecrire : 
cos(^x) = cos(^(x- 1)+ 


= -Sin(|(x- 1)) 
n 

T _ 2 ( * 1 


En effet sin(t/) ~ ir et — (x - 1) — > 0. 


limites : 


u(x) — * 0 

x — »+oo 


d) Pour tout x > ei, on a h^x 2 ) > 1 et done x Inix 2 ) > x. On 
en deduit que : 

Vx > e J , 0 < v(x ) < xexp(-x) 

Or par croissance comparee, x exp(-x) — » 0 done par enca- 

x — »+oo 

drement : 


v(x) — » 0 

x — »+oo 



Done 

hix) 0 

1 


Jt— »+oo 


a) On a ln(x) = o (x) par croissance comparee, done /(x) ~ x, 

+oo +oo 

I" - - 

puis : 


f(x) — » +°° 

Jt— > + oo 


b) Posons u = 1 + x, done u — > 0. On a alors : 

jc— »— 1 


g(x)=((u - l) 3 + 2 (u - l) 2 + 2 iu - 1) + l)(ln u) 2 
=iu 3 - iC + u)(lnu) 2 

Or par croissance comparee, pour tout k > 0, t/(lnw) 2 


done 


gix) — » 0 

X — >— 1 


c) Vx > 0, uix) = (x 2 )! expl-x 2 ). Or x 2 — * +oo et par crois- 

x — »+oo 

sance comparee fz exp(-f) — » 0 done par composition des 


a) On a 


2x 

— — - — > 0 et sin(zr) ~ u done : 

x 2 + 3 x-*+oo o 


2x 


2x 


^ x 2 + 3 / +«> x 2 + 3 +<» x 
2 

Par consequent : fix) ~ (x+ 1)— ~ 2. 


Done 


fix) 


b) On a sin(6x) ~ 6x done : 
o 

1 / sin(2x) sin(5x) 

g(x) H 

Comme sin(2x) ~ 2x on a ^ — > 

o x a--0 

sin(5x) 
x MO 


2 et de meme 


D’ou : 


gix) — » -r(2 - 5) = 
x-»0 o z 


c) Pour tout x t 0, on a : 
hix) = xfx 


3 


A 

1 + — 

s 



ijx + ifx 


Or xfx = o (x) done x + yfx ~ x puis Jx + -i[x ~ 3{x. 

+00 +00 y +oo 

y Jx + 1/5 


Ainsi 


0, or ^l + u - 1 ~ \u. II vient alors : 


hix) ~ xfxx - 

3 x 


1 i/x + ifx | j 

~ -x 3 


d) Pour tout x > 1, on a : 

kix) = exp ( x In 

Or on a : 


ln( 1 + x) 
ln(x) 


ln(l + x) _ ln(x) + ln(l + j) _ ln(l + j) 


ln(x) 


ln(x) 


ln(x) 
ln(l + i) 

Comme — — > 0 et que ln(l + a) ~ u, il vient : 

ln(x) -v-a+oo o 


In 


ln(l+x)\ ln(l + ;) 1 


ln(^) / +oo ln(x) +oo xln(x) 

fl n(l + x) \ ^ 1 Qr 1 + 

ln(x) / +«> ln(x) ln(x) .v-»+oj 

composition de limites, kix) 


Done xln 


0 done, par 
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a) Vx > 0, /(x) = xfx, or x z-» xfx est continue en 0, done 
lim/ = /(0) = 0. 

Par ailleurs, x 2 - x x done f(x) ~ —x. D’ou lim f = 0. 

o o- o- 


lim / = lim / = /( 0) done / est continue en 0 


ln(l + x) 

b) ln(l + x) ~ x done > 1. D’ou lime/ = 1 t g( 0). 

0 X >0 0- 

Donc 


g n'est pas continue en 0 


Remarque : En revanche, g est continue a droite en 0 car 

1 


x ln(x) — > 0 = ^(0). 

;t-»0 + 


c) D’une part \f-x 

1 - cos(V^) 


0 et 1 


cos(zz) ~ —u, done 

o 2 

-(V~x) 2 - D’ou h(x) ~ - V— x. Ainsi 

o-2 o-2 

lim/z = 0. 

o- 

D’autre part, sin(x) ~ x done h(x) ~ xln(x). Mais 
o o+ 

xln(x) — » 0 done lim h = 0. 

rf o+ 

lim h = lim/z = h( 0) done : 

o + o- 


h est continue en 0 


d) 


— > +<x> et -zze — » 

X- 1 *->!“ +«> 


-oo done par composition des 


limites, k(x) 


-oo. Done : 


k n’est pas continue en 1 


Remarque : En revanche, k est continue a droite en 1. En ef- 

fet, — > -oo et -ue“ — > 0 done par composition de 

X - 1 x->l + 

limites, k(x) — * 0 = W0). 


a) / est definie sur R*, on etudie done l’eventuel prolongement 
par continuite de / en 0. On a Vzz 6 R, | sin(i/)| < 1 done 
Vx 6 R*, |/(x)| < |x|. Par encadrement, on en deduit que / 
admet 0 pour limite finie en 0. Done / se prolonge par conti- 
nuite en 0 en posant /( 0) = 0. 

b) x 2 + 2x - 3 = (x + 3)(x - 1) done g est definie sur D = 
R \ {-3; 1) : on etudie l'eventuel prolongement par continuite 
de g en -3 et en 1. 

• Etude en -3 : on a x 2 + 4x + 3 = (x + 3)(x + 1) done 
(x + 3)(x +1) x + 1 . 1 

-. D ou g(x) — z — et 9 


Vx 6 D, 9 (x) = 


(x + 3)(x-l) x-1 


-3 2 
1 


est prolongeable par continuite en -3 en posant 9 (- 3 ) = — . 

• Etude en 1 : x 2 + 4x + 3 — » 8 et x 2 + 2x - 3 = (x + 3)(x - 1) 

X — > 1 

admet 0 + pour limite en 1 + . Done g(x) — » +oo et g n’est pas 

X — >1 + 

prolongeable par continuite en 1 . 

c) x 3 m = exp ( ln(x)) done h est definie sur D = 

v x - 1 ’ 

]0, l[U]l,+oo[. On etudie l’eventuel prolongement par conti- 
nuite de h en 0 et en 1 . 

, x 

• Etude en 0 : ln(x) xln(x) or xln(x) — » 0 done par 

x -1 o -v— »0 

composition de limites, h(x) — » 1. Ainsi h est prolongeable 

x — >0 

par continuite en 0 en posant h{ 0 ) = 1 . 


• Etude en 1 ; x - 1 — » 0 done : 

x->\ 

ln(x) = In (1 + (x - 1 )) ~ x - 1 . 

Done ln(x) — * 1 et par composition de limites, h(x) — * e. 
Ainsi h est prolongeable par continuite en 1 en posant h{ 1) = e. 


d) Etudions le signe de 


X 

-l l 

1 + X 

( 

) + 

+ 

1 - X 

+ 

+ ( 


l+x 

1-x 

( 

) + 

- 


Done k est definie sur ] — 1, 1[. On etudie son eventuel prolon- 
gement par continuite en -1 et en 1. 

• Etude en 1 ; pour tout x e] - 1, 1[, on a : 

k(x) = (1 - x) 2 ln( 1 + x) - (1 + x)(l - x) ln(l - x) 

Or (1 -x) 2 ln( 1 + x) — > 0 ; de plus ( 1 — x) — » 0 et u ln(zz) — » 0 

x—* 1 x— * 1 x — >0 

done par composition de limites (1 - x)ln(l - x) — » 0. Done 

X — >1 

k{x) — » 0 et k se prolonge par continuite en 1 en posant 

X — >1 

k( 1) = 0. 

• Etude en 1 : pour tout x e] - 1, 1[, on a : 

W-x) = (l-x 2 )ln(i^i) = -(l-x 2 )(i±i) 
done k est impaire. D’ou I i m k = - lim A; = 0. Done k se pro- 
longe par continuite en -1 en posant k(— I ) = 0. 


14.14 


l.a) (m„)„sn est une suite arithmetico-geometrique. Soit A veri- 
fiant A = ^(1 + /l), e’est-a-dire 4=1. Pour tout n e N, on a : 
f ttn+l 2(1 tin} 

1 4 =hl+4) 

1 

d’ou par soustraction : u„+i - A = -(u„ - 4). Done Vzz s N, 

it,, - A = ^(z/o - A) puis : 

Vzz e N, zz„ = 1 h (x - 1) 

" 2 n 

Comme 2 n — > +oo, on en deduit que u n — > 1. 

n—*+ oo n —*+ oo 

l.b) / verifiant (★), on a : 

Vzz 6 N, f(u n+ \) = /(i( 1 + z /„)) = /(«„) 

Done la suite (/(zz„))„ £ n est constante. Or u 0 = x done Vzz 6 N, 
/(«*) = fix). 

Or u n — » 1 et/ est continue en 1 done /(zz„) — * /(l).Donc 

n—>+oo n—*+ oo 

f(x ) = /( 1) et cela quel que soit x 6 R. 

2) Si / est continue en 1 et verifie (★) alors, d’apres ce qui pre- 
cede, / est constante. Reciproquement, si / est constante alors 
/ est continue en 1 et verifie trivialement (★). Done 1’ ensemble 
des fonctions continues en 1 et verifiant (★) est l'ensemble des 
fonctions constantes sur R. 
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Soit e > 0 quelconque. Par continuite de / en .to- 
il existe [S > 0 tel que : 

V.t 6 /n[xo-j6, x 0 +/3],f(xo)-e < fix) < f(xo)+s 
et par continuite de g en Xo, il existe y > 0 tel que : 

V.t e lC[[xo-y,xo+y\,g(xo)-s < gix) < gixo)+E 
Posons a = min(j8, y). On a : a > 0. 

Pour tout x e I n [xo - a, Xo + a], on a : 

I fix) < fix o) + b « h(x 0 ) + E 
\ gix) < gi. xo) + e < h(x 0 ) + £ 

On en deduit que : 

(1) : h(x) = max (fix), g(x)) < h(x o) + s 
Par ailleurs, on a : 

( f(x o) < f(x) + s < hi. x) + B 
| gi. t 0 ) < gix) + s < hix) + e 
On en deduit que : 

(2) : hix o) = max (/(x 0 ). gix 0 )) < h(x) + s 
De (1) et (2), on deduit : 

V.t 6 /n[to-a, to+cr], h(xo)-s < hix) < hixo)+s 
Done h est continue en to- 


14.16 


• On at = o(e x ) et e x 

+oo 


= o(e 2x ). Par consequent 

+oo ' ' 


fix) ~ — - = e x . On en deduit que fix) — * +oo et que 

+oo Q x x — >+oo 

f(x ) 

; — * +oo. Done la courbe de / presente une branche pa- 


X X — »+oo 

rabolique de direction verticale au voisinage de +<x>. 

• On a e x = o(t) et e 2x = o(t), par consequent 

t 

fix) ~ — = -1. Par consequent la courbe de f admet une 
-t 

asymptote d’equation y = — 1 au voisinage de — oo. 


14.17 


• Ensemble de definition : x tln(t + 1) est definie sur 
] - l,+oo[; t i — ^ ln(t) est definie sur ]0, +oo[ et s’annule en 
1. Done / est definie sur D =]0, 1 [U] 1 , +oo[. 

• Etude en 0 : (t + 1) ln(l + t) — > 0 et ln(t) — » — oo done 

x—*0 Jt — »0 

fix) — * 0. / admettant une limite finie en 0, la question de la 

jt — »0 

branche infinie ne se pose pas. 

• Etude en 1 : (t +1) ln(t +1) — » 2 ln(2) > 0 ; par ailleurs In 

JC — > 1 

admet 0 + (resp. 0 _ ) pour limite a droite (resp. a gauche) en 1. 
Done fix) — » +oo et fix) — * -oo. / n’admet pas de limite 

X-»l + X — *l~ 

en 1, mais sa courbe admet la droite d' equation t = 1 pour 
asymptote au voisinage de 1 . 

• Etude en +oo ; Pour tout x e T), on a : 


fix) 


(x + 1) ln(x) + (x + 1) ln(l + -) 


X + 1 + 


ln(x) 

(x+ l)ln(l + ±) 


ln(^:) 

On a - — » 0 et ln( 1 + it) ~ u done : 

* X-.+00 y 0 


( x+ l)ln(l + -) ~ (x + 1)- ~ 1 

' X' +<» X +oo 


Comme ln(jr) — * +oo, on en deduit que : 

x — »+oo 

(x + 1) ln(l + i) 

— > 0 

m(.T) .v->+oo 

Done f(x) = x + 1 + o(l) : on a f(x) — » +oo et la courbe 

x — >+oo 

de / admet la droite d’equation y = x + 1 pour asymptote au 
voisinage de +oo. 


14.16 


a) Remarquons que le discriminant de l’equation x 2 + x + 2 = 0 
est strictement negatif, done / est definie sur R. 

Pour tout reel x, on obtient apres reduction au meme denomi- 
nateur : 


fix) -x - l 


Ax + 1 


Or 4x + l ~ Ax et x 2 + x + 2 ~ x 2 done : 

±oo ±oo 


fix)-x- 1 

±oo x 

Ainsi aux voisinages de +oo et — oo, on a 
4 / 4\ 

f(x) - X- l = — + o( - -) = 
X V X' 

II vient bien : 



4 

fix) = X + 1 HO 

b) D’ apres ce qui precede, on a : 

fix) - (x + 1) — > 


x—>±oo 



0 


Done la courbe de / admet la droite ( D ) d' equation y = x + 1 
pour asymptote aux voisinages de +oo et -oo. 

4 

Par ailleurs, fix) - (x +1) ~ — done fix) - (x + 1) est du 

±oo X 

A 

signe de — aux voisinages de +oo et -oo. 
x 

Done la courbe de / est en dessous (resp. au-dessus) de ( D ) au 
voisinage de +oo (resp. de -oo). 


14.19 


ix - 1)' 

a) Determinons le signe de 


X 

-1 1 

ix- l) 3 

- 

( 

) + 

X + 1 

( 

+ ( 

) + 

X+l 

+ 

( 

) + 


Done / est definie sur ] - oo, — 1 [U[ 1 , +oo[. 


' 1 1 
b) • Etude en -1 : (x-1 r — > -8 et par ailleurs — > -oo. 

x—. >— 1 X + 1 x— »-l - 

/ n’etant pas definie a droite de — 1, on en deduit que f(x) — * 

x—*—l 

+oo et done que la courbe de / admet la droite d’equation 
x = -1 pour asymptote au voisinage de -1. 

• Etude en +oo .■ (x- I) 3 ~ x 3 et x+ I ~ xdonc fix) ~ xfjfi. 

+oo +oo +oo 

Comme Vx > 0, = x, on en deduit que fix) ~ x. Done 

+oo 

fix) » +oo. 

x— »+oo 
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Determinons l’eventuelle asymptote : de fix) ~ x, on de- 

+oo 

f(x) 

duit que - — > 1. Puis pour x > 1, en tenant compte de 

X X—>+O0 

x + 1 = -\j(x + l) 2 : 
f(x) -x = 


(x- I) 3 


X + 1 


U-lr 

Jt+l 


/ U-lP 

\ X+l 


+ X 


-4.V 2 + 3x - 1 


-J(x - l) 3 (x + 1) + x(x + 1) 


■s 2 ! 



X 2 xl 


) 3 (l + i) + ^ 2 



-4 + - ■ 


1 

3 




Done f(x) - x 


(l-i) 3 (l + i) + l + i 

-2. Done la courbe de / admet la droite 


d’ equation y = x -2 pour asymptote au voisinage de +oo. 

• Etude en -oo : en suivant le raisonnement precedent et en 
remarquant que Vx < 0, V? = —x, on obtient fix) ~ -x et 
done fix ) — * +oo. 

X—*—oo 

Determinons l’eventuelle asymptote : cette fois, on a 
fix) 

— > -1. Des calculs analogues aux precedents donnent 

X x->-oo 

pour x < - 1 (attention dans ee cas x + 1 = — x + l) 2 ) : 


fix) + x = 


-4 + 


Donc/(x) + x — * 2 et la courbe de / admet la droite d’equa- 

x—*—oo 

tion y = -x + 2 pour asymptote au voisinage de — oo. 
Remarque : Lorsque la courbe d'une fonction admet des 
asymptotes au voisinages de +oo et — oo, il n"y a aucun lien 
a priori entre les equations des deux asymptotes. 


14.20 


l.a) / verifiant ( ★), on a : 

/(0 + 0) = /(0) + /(0) = 2/(0) 

Or 0 + 0 = 0 done /( 0 + 0) = /( 0) et /( 0) = 2/(0). Par conse- 
quent /( 0) = 0. 

Pour tout x G R, on a alors : 


0 = /(0) = /(x-x) = /(x) + /(-x) 
done f(—x) = -fix) et / est impaire. 

l.b) Soit x 6 R, montrons par recurrence que pour tout n 6 N, 
finx) = nf(x). 

• Initialisation : /(Ox) = /( 0) = 0 = 0/(x) done la propriete est 
vraie au rang initial. 

• Heredite : soit n 6 N, supposons finx) = nf(x). Alors : 

/((« + 1)*) = finx + x) = finx) + fix) 

= nfix) + fix) = in + 1 )/(x) 

Done V/7 6 N, finx) = nfix). 

On veut etendre ce resultat au cas ou n e Z : il reste a etudier le 
cas oil n est un entier strictement negatif. Il s’ecrit alors n = —m 
avec m 6 N*. On sait que / est impaire et que fimx) = infix) 
done : 

finx) = fi-mx) = -fimx) = -infix) = nfix) 

Done V/7 6 Z, finx) = nfix). 


l.c) D’apres l.b), on a d’une part : 
et d’ autre part : 

f(q^)=fip) = fipxl) = pfil) 

v q’ 

I p\ p 

q etant non nul, on en deduit : / I — I = — /( 1). 

W/ 9 

l.d) Soit Xg 6 R. Pour tout he R, on a d’apres (★) : 
fix 0 + A) = /(*>) + fih) 

Or / est continue en 0 done fih) — » /( 0) = 0. Ainsi 

h — >0 

/(.Xo + h) — * fix o) done / est continue en x 0 , quel que soit 

h—>0 

^0 ^ 


l.e) Soit x G R. On sait qu’il existe une suite de rationnels 

P 

(n„)„ eN convergeant vers x. Les rationnels etant de la forme — 

q 

avec ip, q) G Z x N*. on a d’apres la question l.c) : 

fiUn) - Ujil) — » X/(l) 

n —*+ oo 

Or d’apres l.d) / est continue en x, done : 

/(«„) — * fix) 

n —*+ oo 

Par unicite de la limite, il vient : fix) = x/(l). 


2) D’apres les questions precedentes, si / : R — » R est une 
fonction continue en 0 verifiant (★) alors / est une fonction 
lineaire (e’est-a-dire de la forme x i-» ax ou a G R). 
Reciproquement, si / est lineaire, elle est continue en 0 et ve- 
rifie trivialement (★). 

Done 1' ensemble des fonctions cherche est P ensemble des 
fonctions lineaires sur R. 
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Introduction 

Le chapitre precedent etudiait les proprietes d’une fonction au voisinage d’un point. 
On s’interesse desormais a des proprietes globales d’une fonction sur un intervalle. 
De telles proprietes mettent en jeu les valeurs de la fonction sur l’ensemble de l’in- 
tervalle. 

Les principales proprietes globales abordees dans ce chapitre sont la monotonie et 
la continuity sur un intervalle. Elies interviennent dans les hypotheses de plusieurs 
grands theoremes d’analyse. Parmi eux, le resultat le plus utilise en ECS est le 
theoreme de la bijection. 

Le theoreme de la bijection permet notamment de justifier sous certaines hypo- 
theses sur / l’existence et l’unicite de la solution d’une equation de la forme 
f(x) = a. II intervient egalement dans l’etude des fonctions reciproques et, a la 
fin de ce chapitre, il nous permettra d’introduire une nouvelle fonction usuelle : la 
fonction arc tangente. 


Prerequis 

• Generality s sur les suites. 

• Etude locale des fonctions. 

Objectifs 

• Definir deux proprietes globales d’une fonction : la monotonie et la continuity 
sur un intervalle. 

• Enoncer les grands theoremes lies a ces proprietes globales, notamment le theo- 
reme des valeurs intermediaries et le theoreme de la bijection. 


15.1 Rappels et complements sur quelques 
proprietes globales des fonctions 

15.1.1 Signe d’une fonction sur un ensemble 

Definition - Fonction positive/negative sur un ensemble 

Soit 0cl On dit qu’une fonction / est positive (resp. negative) sur D lorsque / est 
definie sur D et que : Vjc e D, f(x) > 0 (resp. Vx e D, f(x) < 0). 
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Attention, une fonction peut 
n'etre ni positive, ni nega- 
tive sur un ensemble donne. 
Par exemple, la fonction sinus 
n'est ni positive, ni negative 
sur [-7T, jt] : on dit qu'elle n'a 
pas de signe constant sur cet 
intervalle. 


15 . 1.2 


15 . 1.3 

Remarque - Le graphe d'une 
fonction paire (resp. impaire) 
est symetrique par rapport a 
I'axe des ordonnees (resp. par 
rapport a I'origine). 


Exemples 

1. La fonction x i-» x 2 est positive sur R. 

2. La fonction sinus est negative sur [-n. 0]. 


Definition - Fonction non nulle. Fonction ne s’annulant pas 

Soient D c R et / une fonction definie sur D. 

• On dit que / est non nulle sur D lorsqu’il existe x e D tel que fix) A 0. 

• On dit que / ne s’annule pas sur D lorsque, pour tout x e D , fix) + 0. 

Exemples 

1 La fonction exponentielle ne s’annule pas sur R. 

2 La fonction cosinus est non nulle sur [0, n] mais elle s’annule sur cet intervalle car 
co s g) = 0. 

Image d’un ensemble par une fonction 

Definition - Image d’un ensemble par une fonction 

Soit D c R et / une fonction definie sur D. On appelle image de D par /, et on note 
/(D), l’ensemble des reels de la forme fix) oiueD, c’est-a-dire : 

/(D) = [y e R 1 3x e D, y = fix)}. 


Exemples 

1. Soit / ireln./ On a /(R) = [0, +oo[. 

En effet si y e /(R) alors il existe x e R tel que y = x 2 done y e [0, +oo[. 
Reciproquement, si y e [0, +oo[ alors y — ( Jy) 2 done y e /(R). 

2 On a exp(]0, +oo[) =] 1, +oo[. 

En effet si y e exp(]0, +oo[) alors il existe x e]0, +oo[ tel que y — e x . x > 0 et 
exp est strictement croissante sur R, done exp(r) > exp(0) = 1, done y e]l, +oo[. 
Reciproquement, si y e] 1, +oo[ alors y - e ln,!/l ; or y > 1 et In est strictement crois- 
sant sur R* , done ln(i/) > ln(l) = 0, done In iy) e]0, +oo[, done y e exp(]0, +oo[). 


Propr ietes permettant de red uire le domaine d’etude 

Definition - Fonction paire. Fonction impaire 

Soit Del Une fonction / : D — » R est dite paire (resp. impaire) lorsque, pour tout 
x E D, on a : —x E D et f(-x) = fix) (resp. fi~x) = -fix)). 

Exemples 

1 1. Les fonctions cosinus et x e R i-» x 2 sont paires. 

2, Les fonctions sinus et .ieIh x 3 sont impaires. 

Proposition - Si f est une fonction impaire definie en 0 alors /( 0) = 0. 
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M et m doivent etre inde- 
pendants de x. Par exemple, 
une fonction f verifiant : 
Vx e R, f(x) < x, n'est pas ne- 
cessairement majoree. 


Definition - Fonction periodique 

Soient D c R et T > 0. Une fonction / : D — > R est dite periodique de periode T 
lorsque : 

(i) 1’ ensemble D verifie : Vx e R, x e T) <=> x + T 6 0, 

(ii) pour tout x e D, on a : f(x + T) = fix). 

Une fonction / est dite periodique lorsqu’il existe T > 0 tel que / soit periodique de 
periode T. 


Proposition - Si f : D —> R est periodique de periode T, alors pour tout x € D et 
tout n 6 Z, on a : x + nT € D et fix + nT) — fix). 


Exemples 

1. Les fonctions sinus et cosinus sont periodiques de periode 2n. 

2. La fonction tangente est periodique de periode n. 



Fonction paire Fonction impaire 



Fonction periodique 


Borne s d’une fonction 

Dans toute la suite du cours, 1 designera un intervalle de R non reduit a un point. 

Definition - Fonction majoree. Fonction minoree. Fonction bornee 

Une fonction / : I — > R est dite : 

• majoree sur I lorqu’il existe M e R tel que : ix € I, fix) < M. 

• minoree sur I lorsqu’il existe m e R tel que : Vx e /, fix) > m. 

• bornee sur I lorsqu’elle est minoree et majoree sur I. 

Exemple 

La fonction exponentielle est minoree sur R car : Vx e R, exp(x) > 0. 

En revanche, elle n’est pas majoree sur R car exp(x) — » +oo et on ne peut done pas 

X — >+00 

trouver un reel M tel que : Vx e R, exp(x) < M. 

Proposition - / est bornee si et seulement \f\ est majoree. 


Definition - Bornes d’une fonction sur un intervalle 

Soit / : I — > R. 

• Si la fonction / est majoree sur 1 , 1’ ensemble /(/) est une partie non vide et majoree de 
R. II possede done une borne superieure appelee borne superieure de / sur I et notee 
sup/. 
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• Si la fonction / est minoree sur /, 1’ ensemble /(/) est une partie non vide et minoree 
de R. II possede done une borne inferieure appelee borne inferieure de f sur / et notee 
inf/. 

Exemple 

( ^ 

La fonction f : < ' 1 admet 0 pour borne inferieure sur R* : on note done 

v ^ * * X 

inf f — 0. En revanche, / n’est pas majoree sur R* et elle n’admet done pas de 

]0,+oo[ 

borne superieure sur cet intervalle. 


15.2 Fonctions monotones 


15 . 2.1 


© 


Definition 

Definition - Monotonie d’une fonction 

Une fonction / : / — > R est dite : 

• croissante sur I lorsque : V(x, y) el 2 , x < y => fix) < f(y), 

• strictement croissante sur I lorsque :V(x,y)eI 2 , x < y ^ fix) < f(y), 

• decroissante sur / lorsque : V(x, y)e I 2 , x < y ^ fix) > f(y), 

• strictement decroissante sur/ lorsque : i(x, y)e I 2 , x < y => f(x)>fiy), 

• monotone sur I lorsqu’elle est croissante sur I ou decroissante sur I. 

• strictement monotone sur I lorsqu’elle est strictement croissante sur I ou stricte- 
ment decroissante sur I. 


Remarques 

1. Une fonction croissante est une fonction qui preserve les inegalites, et une fonction 
decroissante une fonction qui renverse les inegalites. 

2. Une fonction peut etre a la fois croissante et decroissante : elle sera alors constante. 

3. Une fonction peut etre ni croissante ni decroissante. La fonction sinus, par exemple, 
n’est ni croissante sur R, ni decroissante sur R 

4. Une fonction strictement monotone est injective. 



Pour determiner le sens de variation d'une suite (u„)„ £N , on peut etudier le signe de u„ +1 -u n . Pour 
une fonction, le signe de f(x+ 1)- fix) ne donnera jamais I'eventuelle monotonie. Par exemple, la 
fonction f : x e R i-> x + cos(27rx) verif ie : 


VxeS, f (x + 1 ) - fix) = 1 + cos(27rx + 2x) - cos(2xx) = 1 > 0 
pourtant f( 0) = 1 et f( 1) = - j done f n'est pas strictement croissante sur I 


Exemples 

1. La fonction x i-> x 2 n’est ni croissante, ni decroissante sur R. Mais elle est stric- 
tement decroissante sur ] — oo, 0] et strictement croissante sur [0, +oo[. 

2. La fonction cosinus est strictement croissante sur [— 7r, 0] et strictement decrois- 
sante sur [0, 7r] . 
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Proposition - Si f est strictement croissante sur I, alors pour tout (x, y) e 1 2 : 
x<y <=> /(x) < /(«/) et x < y <=> /(x) < fiiy). 

On a un resultat analogue si f est strictement decroissante. 

Demonstration 

Montrons par exemple que x < y <=> /(x) < /(i/). 

• Si x < y, alors / etant strictement croissante, elle est en particulier croissante, done on 
a /(x) < fiy). 

• La reciproque s’obtient par contraposee : si x > y alors / etant strictement croissante, 
on a fix) > fiy). ■ 

La proposition precedents est fausse si on suppose seulement f croissante sur /. Par exemple, si f 
estconstante (done croissante) surK, on a f( 2) < f( 1) bien que 2 > 1. 

15.2.2 Th eoreme de la limite monotone 

Theoreme - Theoreme de la limite monotone 

Soit / une fonction croissante sur I — ]a , b[, ou -oo < a < b < +oo. 

. Si / est majoree sur I , alors / admet une limite finie en b ; sinon fix) — > +oo. 

x—>b 

• Si / est minoree sur I, alors / admet une limite finie en a ; sinon f(x) — > -oo. 

x—>a 

• En tout xq e]<7, /;[, / admet une limite finie a gauche et a droite, et on a : 
lim / < /(x 0 ) < lim /. 

Xo- X0+ 

On a des resultats analogues si / est decroissante sur \a, b\ . 

Demonstration 

. Etudions le cas ou / est majoree sur ]a, b[. Les cas ou / est non majoree, minoree ou 
non minoree se demontreraient de fafon analogue. 

/ etant majoree sur )a, b[, elle admet sur cet intervalle une borne superieure, que l’on 
note £. On a ( e R, et on va montrer que /(x) — » (. 

x—*b 

Soit s > 0. On a ( - s < (, or par definition, ( est le plus petit des majorants de f(]a, b[) 
done ( - s n’est pas un majorant de f(\a, b\ ). 

11 existe done xo e]«, /;[ tel que l—s< f(x o). La croissance de / permet alors d’affirmer 
que : Vx € [xo, b[, £ - e < f(x o) < fix). 

Enfin, £ etant un majorant de /, on a : Vx e [xo, b[, fix) < ( < £ + s. 

Ainsi : pour tout s > 0, il existe xo e]fl, b[ tel que : Vx e [xo, b\, ( - s < fix) < ( + e. 
Par consequent : fix) — > £. 

x—>b 

• Montrons maintenant que / admet une limite finie a gauche en tout xo e]«, /;[ (F exis- 
tence de la limite a droite est analogue). 

On note g la restriction de / a ]a, xq[. g est croissante sur ]a, xo[ et elle est majoree par 
fix o) sur cet intervalle. En appliquant a g ce qu’on a demontre dans le premier point, 
on en deduit que g admet une limite finie en xo, ce qui signifie que / admet une limite 
finie a gauche en xq. Enfin, Vx e]«, xo[, fix) < fix o), done en passant a la limite quand 

x — > xF, il vient : lim / < fix o). ■ 

x o 
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15.3 Fonctions continues sur un intervaWe 

15.3.1 Definition. Propr ietes elementaires 

Definition - Fonction continue sur un intervalle 

On dit qu’une fonction / : I — » R est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout 
point de I. 

Les resultats suivants sont des consequences directes des theoremes sur la continuite en 
un point presentes dans le chapitre « Etude locale des fonctions ». 

Theoreme - Operations algebriques 

Soient / et g deux fonctions continues sur /, et A e R. 

• / + g et Af sont continues sur I. 

1 / 

• Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors - et — sont continues sur I. 

9 9 


Theoreme - Composition 

Soit / c R. Si / est une fonction continue sur I telle que /(/) c J , et si g est une fonction 
continue sur J, alors g o f est continue sur I. 


Theoreme - Continuite des fonctions usuelles 

Les fonctions polynomiales et rationnelles, la valeur absolue, les fonctions trigonome- 
triques, le logarithme, l’exponentielle et les fonctions ^ x" oil o- e I'., sont continues 
sur leur ensemble de definition. 

Exemple 

x i-» e A est continue sur R, done sur [0, +oo[. x (-> \fx est egalement continue sur 
[0, +oo[. Done x h-> e A + 2 yfx est continue sur [0, +oo[. 


Methode 1 Redaction type pour les composees 

On adoptera la redaction suivante : / est continue sur I a valeurs dans J, g est continue sur J, done 
g o f est continue sur I. 

On adaptera ce modele au cas ou la composition fait intervenir plus de deux fonctions. 

Exemples d'application 

1. Montrons que / : jh exp(tan.r) est continue sur ] - 7r/2,7r/2[. 

x i-» tan x est continue sur ] - n/2, 7t/2[ a valeurs dans R. Or y i-> exp(i/) est continue sur R. Done 
/ est continue sur ] - n/2, 7t/2[. 

2. Montrons que g : x i-» 'J- Ini I - v 2 ) est continue sur ] — 1, 1[. 
jh 1 - x 2 est continue sur ] - 1, 1 [ a valeurs dans ]0, 1], 

y i — > — ln(i/) est continue sur ]0, 1] a valeurs dans [0, +oo[, 
z •— > est continue sur [0, +oo[. 

Done g est bien continue sur ] - 1, 1[. 
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La continuite de la composee g of fait intervenir des intervalles a priori differents. On a en effet besoin de la 
continuite de g sur I'ensemble d'arrivee de f, et non sur I'ensemble de depart de f. Ainsi la phrase « g o f est 
continue sur / car composee de fonctions continues sur / » n'est juste que si f(f) c I. 


Methode 2 Continuite d'une fonction definie par morceaux 

Pour demontrer la continuite d’une fonction definie par morceaux : 

- on utilisera les theoremes generaux sur chaque intervalle ouvert oil la formule definissant la fonc- 
tion est la meme, 

- on fera une etude particuliere en chaque point de raccord en etudiant les limites a droite et a gauche. 

Exemple d'application 

Demontrons que la fonction / definie sur R par : 

( sin(x) si x < 0 

0 si x = 0 

1 - cos(x) si x > 0 

est continue sur R. 

Solution 

• La fonction sin est continue sur ] - oo, 0[ done / est continue sur ] - oo, 0[. 

• La fonction .ml - cos(x) est continue sur ]0, +oo[ done / est continue sur ]0, +oo[. 

• II reste a mener 1’etude en 0 (point de raccord des deux formules definissant /). 

Par continuite du sinus en 0, on a sin(x) — > 0 done f(x) — > 0. Par ailleurs, par continuite du 

x — >0 >0~ 

cosinus en 0, on a 1 - cos(x) — > 0 done fix) — > 0. 

x—*0 ,i-»0* 

Ainsi lim / = lim / = 0 = /( 0). Done / est continue en 0. 

En conclusion, / est continue sur R. 


15.3.2 Th eoreme dee valeurs intermediaires 

Theoreme - Theoreme des valeurs intermediaires 

Soient (a, b) G R 2 tel que a < b. Si / est une fonction continue sur [a, b ], alors pour tout 
reel t entre /(a) et f(b), il existe c G [a, b] tel que /(c) = t. 
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Remarques 

1. En general c n’est pas unique. 

2. Plus generalement, le theoreme des valeurs intermediaires affirme que si / est conti- 
nue sur /, alors toute valeur intermediate entre deux valeurs prises par / sur I est 
elle-meme une valeur prise par / sur I. 

Demonstration 

On se place par exemple dans le cas ou /(a ) < f(b). Soit t e [/(a), /(£)]. 

-> On va construire par dichotomie deux suites (ci n ) nc _u et (b„) n€ n telles que, pour tout 
n e N, on ait la propriete Pin) suivante : 

Pin) : a„ e [a, b], b n e [a, b ] et f(a n ) < t < /(£>„). 

• On pose «o = a et bo = b. Ainsi PiO) est verifiee. 

. Soit n e N. On suppose que Ton a construit a„ et b„ verifiant P(n) et on va construire 
a n+ 1 et b„+ 1 verifiant P(n + 1). On pose c„ — -(a„ + b n ). On a c„ e [a, b ]. 

(i) si f(c n ) < t , on pose : a„+\ = c n et b n+l = b n , 

(ii) si /(c„) > t , on pose a n+ 1 = a„ et b n+1 = c„. 

Dans les deux cas, Pin + 1) est verifiee. 

-* Ainsi construites par dichotomie, les suites (a n ) ne n et (b, ,) n en sont adjacentes (cf. cha- 
pitre « Generalites sur les suites reelles », page 287). Elies convergent done vers une 
meme limite que Ton notera c. 

D’une part, on a : in e 11, a < a„ < b. En passant a la limite, il vient : a < c < b. 

D’ autre part, / est continue sur [a, b\. done / est continue en c. 

D’ou : f(a n ) — > /(c) et f{b n ) — > /(c). Or Vn e N, f(a„) < t < f(b n ), done en 

n — >+oo n— H-oo 

passant a la limite, on obtient : /(c) < t < /(c) e’est-a-dire /(c) - t. m 

Exemple 

La fonction sinus est continue sur [-n/ 2, 7r/2] et on a : sin(-7r/2) = - 1 et sin(7r/2) = 1 . 
D’apres le theoreme des valeurs intermediaires, pour tout re [-1, 1], il existe done 
9 e [-it/2, jt/2] tel que sin(0) = t. 

15.3.3 Image d’un segment par une fonction continue 

Definition - Segment 

On appelle segment tout intervalle de la forme [a, /;], ou (a, b) e R 2 . 

Definition - Fonction atteignant ses bornes 
Soit / : I — > R. 

• Si / est majoree sur I et s’il existe Xm e I tel que f(x M ) = sup/, on dit que / atteint 

i 

sa borne superieure sur I ou encore que / admet un maximum sur I. On note alors 
max / = sup / = f(x M ). 

1 i 

• Si / est minoree sur I et s’il existe x,„ e I tel que f(x m ) - inf /, on dit que / atteint 

sa borne inferieure sur I ou encore que / admet un minimum sur I. On note alors 
mm / = inf / = f(x m ). 
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Exemple 

Soit / : x e [1, +oo[i-» Alors / admet 1 pour borne superieure et 0 pour borne 
inferieure sur [l,+oo[. Elle atteint sa borne superieure : /( 1) = max f, mais elle 

[l,+oo[ 

n’ atteint pas sa borne inferieure car : 4 x e [1, +oo[, fix) 4 0. En particulier, / est 
minoree mais n’ admet pas de minimum. 


Theorems - Image d’un segment par une fonction continue 

Si / est une fonction continue sur le segment [a, b] alors f([a, b]) est un segment. 

En particulier / est bornee sur [a, b] et atteint ses bornes, autrement dit il existe c e [a, b] 
et d e [a, b] tels que : /(c) = min / et f(d ) = max /. 

[a,b] [a,b] 


Remarque - x t-> j est conti- 
nue sur ]0, 1] mais n'est pas 
majoree : le theoreme ne peut 
pas etre applique lorsque I'in- 
tervalle d'etude n'est pas un 
segment. 



15.4 Theoreme de la bijection 

Theoreme - Theoreme de la bijection 

Si / est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /, alors : 

• / realise une bijection de I sur l’intervalle /(/), ou /(/) est determine grace au tableau 
ci-dessous, 

• la bijection reciproque est elle-meme continue et strictement monotone sur /(/), de 
meme sens de variation que /, 

• dans un repere orthonorme, les courbes representatives de / et de la bijection reci- 
proque sont symetriques par rapport a la premiere bissectrice des axes (la droite d’equa- 
tion if = x ). 


I 

f \ 

[a,b] 

[a,b[ 

]a,b] 

]a,b[ 

strictement 

croissante 

[ficiffm 

[f(a), lim /| 

b 

]lim fj(b)] 

a 

] lim/, lim /[ 

a b 

strictement 

decroissante 

im,m\ 

]lim/,/(fl)] 

b 

a 

] lim/, lim /[ 

b a 
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lorsque / est continue et strictement monotone sur T intervalle I. 
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Remarque - Le theoreme de la bijection permet de dresser le tableau de variation de 
f~ l . Par exemple, si / est continue et strictement decroissante sur [a, /;[, elle realise une 

bijection de [a, b[ sur \a,f] =] lim /,/(«)]. 

b 

f~ l est strictement decroissante sur ]ar,/J], et on a lim = b et = a. 




Method 3 Redaction type pour le theoreme de la bijection 

Par exemple, pour une fonction strictement croissante sur [a, b[, on adoptera la redaction suivante : 

/ est continue et strictement croissante sur \a, b[, f(a ) - a et lim / = /?, done d’apres le theoreme de 

b 

la bijection, / realise une bijection de [a, b[ sur [a,f[. 

On adaptera ce modele aux diverses situations. 


Exemples d'application 

1. Montrons qu’il existe un unique a e]0, 1[ tel que a - ln(a) = 2. 

Soit la fonction / definie sur ]0, 1[ par : Vx e]0, If, f(x) = x - ln(x). 

/ est derivable sur ]0, 1[ et : Vx e]0, 1[, /'(x) = ^ < 0. 

/ est done continue et strictement decroissante sur ]0, 1[, de plus I ini / = +oo et lim / = 1. D’apres 

le theoreme de la bijection, / realise done une bijection de ]0, 1[ sur ]1, +oo[. 

Or 2 e] 1, +oo[ done il existe un unique a e]0, 1 [ tel que f(a) = 2 e’est-a-dire a - ln(or) = 2. 


2. Un exemple de suite definie implicitement. 

On definit / sur ]0, 1] par : Vx e]0, 1], /(x) = - exp 

x 

definie implicitement par : Vn e N*, f{u n ) = — . 

3 n 


■j, et on s’interesse a la suite (u n ) n£ n* 


• Existence de (i/„)„ € h*. 

/ est derivable sur ]0, 1] et : Vx e ]0, 1[, /'(x) = x^ 3 (l - x)e~^ x > 0. 

Par ailleurs, on a ue^" — > 0 et ^ — > +oo done /(x) — > 0. Done : 

u—>+oo x x-^0+ x— >0 

/ est continue et strictement croissante sur ]0, 1], lim/ = 0 et /( 1) = e 1 . 

D’apres le theoreme de la bijection, / realise une bijection de ]0, 1 ] sur ]0, e ' |. 

Or pour tout n e N*, on a : ^ 6]0, e _1 ], done il existe un unique u„ e]0, 1] tel que f(u„) — qui 
est u n =/ _1 (^). 


• Etude de (//„), 1€1 j. . 

D’apres le theoreme de la bijection, / _1 est strictement croissante sur ]0, e 1 ] et admet pour tableau 
de variation : 
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Or, pour tout n e N*, 5 ^ < ± done / '( 3 ^) < / '(^), e’est-a-dire u„+i < u„. Ainsi (u „) ne N . 
est strictement decroissante. 

Enfin, lim = 0 etJ- — > 0 done u n = — > 0. 

0 «-»+ 00 n-»+oo 


Theoreme - Fonction arc tangente 

La fonction tangente realise une bijection de ] —n/2, n/2[ sur R. La fonction reciproque est 
appelee arc tangente et notee Arctan . Elle est impaire, continue et strictement croissante 
sur R, et admet pour limites : 

lim Arctan = — et lim Arctan = — . 

-00 2 +°° 2 



Remarque - Par definition d’une bijection, on a : 

Vx e R, tan (Arc tan (x)) = x et Vx e J - — , — Arctan (tan(x)) = x. 
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Demonstration 

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur I’intervalle ] — |, |[ et 
admet +oo (resp. -oo) pour limite en tt/ 2 (resp. —n/ 2). 

D’apres le theoreme de la injection, la fonction tangente realise done une bijection de 
] — |[ sur R, et la fonction reciproque Arctan est continue et strictement croissante sur 

R et on a : lim Arctan = -7r/2 et lim Arctan = n/2. 

— oo +oo 

La tangente etant impaire, on a : i x e R, - tan (A ret an (x)) - tan(— Arctan (jc)), e’est- 
a-dire —x — tan(-Arctan(x)). En composant par Arctan, il vient alors : Vx e R, 
Arctan (— x) = -Arctan (x). Done Arctan est impaire. ■ 


Synthese 


Savoirs 

. theoreme des valeurs intermediates, 

. theoreme de la limite monotone pour les fonctions. 

. image d’un segment par une fonction continue, 
» theoreme de la bijection. 

Savoir-faire 


• montrer qu’une fonction composee est continue, 

• utiliser le theoreme de la bijection pour etudier une 
fonction reciproque. 

Mots-cles 


. Fonction paire/impaire/periodique, 
. fonction majoree/minoree/bornee, 

. monotonie d’une fonction, 

. fonction continue sur un intervalle, 
. fonction Arctan . 


© 
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Tests de connaissances 


15.1 Parmi les theoremes suivants : limite monotone, theo- 
reme des valeurs intermediaires, image d’un segment 
et theoreme de la bijection, quels sont ceux dont les 
hypotheses exigent : 

a) la continuite de la fonction, 

b) la monotonie de la fonction, 

c) la stride monotonie de la fonction ? 

15.2 Soit / : R — » R. Quelle est la propriete de la fonction 
/ qui permet de justifier T equivalence suivante ? 

V(jc, y) 6 R 2 , x < y » f(x) < f(y) 

15.3 Soient / : I — > R et g : R — > R. On suppose que / 
est continue sur I. Sur quel ensemble a-t-on besoin de 
la continuite de g pour obtenir la continuite de go / 
sur /? 

15.4 Recherche d’exemples 

a) Donner un exemple d’une fonction definie sur un 
segment et non bomee. 

b) Trouver une fonction / continue et croissante sur 
[0, 1] mais non bijective de [0, 1] sur /([0, 1]). 

c) Donner un exemple d’une fonction bornee sur un in- 
tervalle / mais n’admettant ni maximum, ni minimum 
sur cet intervalle. 

d) Trouver une fonction / continue sur [0, +oo[ qui ne 
soit ni majoree, ni minoree sur cet intervalle. 


15.5 Vrai ou faux ? 

a) Si / est bornee sur [0, +oo[ alors / admet une limite 
en +oo. 

b) Toute fonction bijective est continue. 

c) Si / est continue sur ]0, 1] alors elle est bomee sur 
tout intervalle [a, 1] ou a e]0, 1]. 

d) L’egalite Arctan (tan(x)) = x est vraie pour tout reel 
x qui n’est pas de la forme | + kn ou k e Z. 

15.6 QCM 

Chaque question admet au moins une bonne reponse. 

1) Si / est continue sur [a, b\, alors il existe : 

a) au plus un c 6 [a, b ] tel que /(c) = max /, 

[a,b] 

b) un unique c € [a, b] tel que /(c) = max /, 

[a,b] 

c) au moins un c £ [a, b] tel que /(c) = max /. 

[a,b] 

2) x i-> e~' r est bijective de [0, +oo[ sur : 

a) [0, 1], 

b) ]0, 1], 

c) [0,1[. 

3) Si / : [0, +oo[ est strictement croissante, alors : 

a) / tend vers +oo en +oo, 

b) / n’est pas majoree, 

c) / est minoree. 

4) Si / est continue sur R alors : 

a) f([a, b ]) est un segment, 

b) f(]a, b[) est un intervalle ouvert, 

c) f([a, +oo[) est une demi-droite. 


Exercicee ^application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 406. 

■ Fonctions monotones 
15.7 © 

Preciser le domaine de definition et dresser les tableaux de 
variations des fonctions definies par les formules suivantes 
(aucun calcul de derivee n’est indispensable, ni souhaite) : 

a) /(x) = ln(e-*-l), 

b) g(x) = exp 

c) h(x) = ln|^-i-j-j. 



■ Continuite sur un intervalle et theoreme des valeurs in- 
termediaires 


15.8 


Montrer que les formules suivantes definissent des fonctions 
continues sur leur ensemble de definition (que Ton determi- 
nera) : 


a) f(x) = 


x 2 - 1 + cos(x) 
x 2 + x -2 


b) g{x) = Arctan ( V3 + 2x - x 2 ), 

c) h(x) = (x 2 + x+ l) taW , 

d) k(x) = cos + l)J. 
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15.9 ® 

Montrer que les formules suivantes definissent des fonctions 
continues sur R : 


a) f{x) = 

b) gix) = 


1 + x si x < 0 
e* si x > 0 

2(1 - cos(.r)) 
1 


si x t 0 
si x = 0 


c) h(x) = 


- Arctan ( ln( 1 - x)) si x < 1 


Arctan 



si x > 1 


d) k(x ) = 


si x < 0 
si 0 < x < 1 
si x > 1 


15.10 ® 

Soit / : [a, b] — > [a, i>] une fonction continue. Montrer qu’il 
existe c 6 [fl, b] tel que /(c) = c. 


15.11 

Un marathonien parcourt une distance de 12km en une heure. 
Sa vitesse n’est pas supposee constante. 

On note / : [0, 1] — » [0, 12] la fonction telle que, pour tout 
t e [0, 1], /(f) soit la distance deja parcourue a l'instant t. On 
supposera / continue sur [0,1]. 

a) A l’aide de la fonction 1 1 -» f(t+ definie sur [0, j], 

montrer qu’il existe un intervalle d'une demi-heure durant le- 
quel le marathonien parcourt exactement 6km. 

b) Montrer qu'il existe un intervalle de 20mn pendant lequel 
le marathonien parcourt exactement 4km. 

■ Image d’un segment par une fonction continue 


15.12 

Soient / : R — * R une fonction bornee sur R et g : R — » R 
une fonction continue sur R. 

Montrer que / o g et g o f sont bornees sur R. 


15.13 ® 

a) Soit / une fonction continue sur [0, +oo[ admettant une li- 
mite finie en +oo. 

Montrer que / est bornee sur [0, +oo[. 

b) Soit / une fonction continue sur R admettant +oo pour li- 
mite en — oo et en +oo. 

Montrer que / admet un minimum sur R. 


15.14 ® 

Soit / : [0, 1] — » [0, 1] continue sur [0, 1] et telle que : 

V x €]0, 1] fix) < x. 

a) Montrer que /( 0) = 0. 

b) Soit a e]0, 1[. Montrer qu’il existe k < 1 tel que 
Vie [a, 1] fix) < kx. 

c) Existe-t-il k < 1 tel que V x 6 [0, 1] fix) < kx ? 

■ Theoreme de la bijection 

15.15 ® 

a) Montrer que la fonction sinus realise une bijection de 
[— |, |] sur un intervalle a preciser. 

On note Arcsin la bijection reciproque. 

b) Donner le tableau de variation de Arcsin ainsi que 1" allure 
de sa courbe representative. 

c) Que valent Arcsin (0), Arcsin(j) et Arcsin(^) ? 

d) En utilisant 1" equivalent usuel sin(«) ~ u, montrer que 
Arcsin (x) ~ x. 


15.16 ® 

e' — e _l 

Soit f : x eRh . 

s x + e~* 

a) Montrer que / est une bijection de R sur un intervalle que 
l’on precisera. 

b) Determiner f~ l . 

15.17 

Soient a lt a 2 , . . . , a„ des reels tels que : 

Cl 1 < Q-2 < . . . < Cl n 

Discuter en fonction de m le nombre de solutions de l’equa- 
tion : 

1 1 1 

+ + • • • + — ffl. 

X — Q\ X — &2 X — G n 

15.18 ® 

On pose : Vx 6]0, +oo[, fix) = .rlnx 

a) Montrer que pour tout t > 0, il existe un unique reel 
uit) e]0, +oo[ tel que f(uit)) = -. 

b) Montrer que la fonction u ainsi definie, est continue sur 
]0, +<x>[. 

c) Donner le tableau de variation de u. 
m Suites definies implicitement 

15.19 

Soit f : x e R h e' - x. 

a) Dresser le tableau de variation de /. 
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b) Montrer que, pour tout entier n > 2, l’equation /(x) = n 

On pose : Vx s [0, +oo[, /(x) = x(x + Vl + x 2 ). 

admet deux solutions distinctes. On note a n la solution posi- 

a) Dresser le tableau de variation de / et montrer que / rea- 

tive. 

lise une bijection de [0, +oo[ sur [0, +oo[. 

c) Determiner le sens de variation et la limite de la suite 

b) Montrer que pour tout n 6 N, il existe un unique reel 

(Oi)/i> 2* 

u„ 6 [0, +oo[ tel que u n (u n + x/l + ;< 2 ) = e". 

_ _ 

c) Determiner le sens de variation et la limite de la suite 

15.20 

ittnineN- 


Exercicee d’approfondissement 


15.21 Oral HEC 2006® 

Soit n 6 N* et x e R, on pose : P„(x) = x" + x - 1. 

a) Montrer que, pour tout n 6 N*, il existe un unique 
x n e]0, 1[ tel que P n (x n ) = 0 (on definit ainsi une suite 
(x„)„a ) ■ 

b) Etudier la monotonie de la suite (x„)„ e N* • 

c) Montrer que (x„)„ £N . converge vers un reel que l’on preci- 
sera. 

ln(n) 

d) Montrer qu'a partir d'un certain rang 1 - x„ < . 

15.22 D’apres oral ESCP 2008 

Soit / une fonction definie et continue sur [—1,1], 

a) Soit u e R, montrer que la fonction h u definie sur [-1, 1] 


par : Vx € [—1,1], h u (x) = f(x) + ux, est bornee et atteint ses 
bornes. 

Soient M la fonction qui a tout reel u associe le maximum de 
la fonction h u sur [-1, 1] et E{u) l’ ensemble des elements de 
[—1,1 ] en lesquels h u atteint son maximum M(u). 

b) Determiner la fonction M et l’ensemble E(u) lorsque 
fix) = -^x 2 . 

On revient au cas general. 

c) Soient u et v reels, x 6 E(u ) et y e E(v). Montrer que l'on 
a : (v - u)x < M(v) - M(u) < (u - u)y. 

En deduire que : | M(v) - M(u)\ < \v - z<|. 

d) En deduire que M est continue sur R. 


Indications 


15.7 

c) On peut remarquer que : 

x + 1 x - 1 +2 , 2 


15.9 Toutes les fonctions de l’exercice sont definies par 
morceaux. 

En chaque point de jonction (0 pour / et cj, 1 pour h, 0 et 1 
pour k), il faut mener une etude particuliere, le plus souvent 
en determinant les limites a droite et a gauche. 

En dehors de ces points, on utilisera les theoremes generaux 
(operations algebriques et composition). 

15.10 Appliquer le theoreme des valeurs intermediaires a la 
fonction q : x e [a, b ] i-> fix) - x. 

15.13 

a) A l’aide de la definition de la limite, montrer que / est bor- 
nee sur un voisinage [A, +oo[ de +<x>, puis montrer que / est 
bornee sur [0,A]. 

b) Montrer qu’il existe un voisinage [A, +oo[ de +oo et un 
voisinage ] - oo, £] de — oo tels que : 

Vx 6] - oo, B] U [A, +oo[, f(x) > f(0) + 1 


Montrer ensuite que / admet un minimum sur [B,A] et 
conclure. 


15.14 

a) On pourra montrer dans un premier temps que /(x) — » 0. 

x— » 0 + 

f(x) 

b) Montrer que la fonction g : x 6 [d, 1] h admet un 

x 

maximum sur [a, 1], 

c) Chercher une fonction / verifiant les hypotheses et telle 

fix) 

que > 1. 

x *->o 

15.15 


d) On pourra utiliser le fait que Arcsin (x) — > 0 (a justifier) 

x — >0 

et la composition a droite pour les equivalents. 

15.16 

b) Pour exprimer f~ l on resoudra l'equation y = /(x) d’in- 
connue x afin d’exprimer x en fonction de y. 

15.18 On introduira une fonction g bijective construite a 
partir de / et telle que : 

Vf > 0, u(t) = gT 1 
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h* 

15.21 

une limite C e]0, 1] puis, en raisonnant par l’absurde, prouver 

b) Montrer que : 

que t = 1. 

V/7 6: M , P n +\(Xn) < Pn+l(X t j+l) 

d) S’inspirer de b). On pourra utiliser l’inegalite : 

c) Montrer dans un premier temps que (x„) n eN* converge vers 

Vn > -1, ln(l + u) < u 
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a) Theoremes dont les hypotheses exigent la continuite de la 
fonction : theoreme des valeurs intermediaries, image d'un seg- 
ment et theoreme de la bijection. 

b) Theoreme dont les hypotheses exigent la monotonie de la 
fonction : lirnite monotone. 

c) Theoreme dont les hypotheses exigent la stride monotonie 
de la fonction : theoreme de la bijection. 


Cette equivalence est justifiee lorsque / est stricte- 
ment croissante sur R. 



/ etant continue sur /, on a besoin de la continuite 
de g sur /(/) pour obtenir la continuite de g o f sur I. 


15.4 


a) La fonction / definie par la relation suivante sur le segment 
[0, 1] n’est pas bornee sur [0, 1] : 


/(*) = 


i si x e]0, 1] 
0 si x = 0 


En effet, f(x) 


+00. 


b) La fonction / definie par la relation suivante est continue et 
croissante sur [0, 1] mais non bijective de [0, 1] sur /([0, 1]) : 


fix) = 


2 x si x 6 [0, 5] 
1 si.veji.l] 



En effet f(\) = /( 1 ), done / n’est pas injective. 


c) La fonction / : x e] 0 , 1[ x est bornee sur / =] 0 , 1[ mais 
n'admet ni maximum, ni minimum sur I. En effet, / admet 1 
pour borne superieure sur / et 0 pour borne inferieure sur /, 
mais elle ri atteint aucune de ces deux bornes. 


d) Soit / la fonction definie sur [ 0 , +oo[ par la relation : 
fix) = xcos(x). 

On a f( 2 nn) = 2 nn — » +oo done / n'est pas majoree sur 

n — >+oo 

[0, + <x>[. 

Par ailleurs, /(( 2 n + l)7r) = -( 2 n + V)ji — » — oo done / n'est 

n—*+ oo 

pas minoree sur [0, +oo[. 


15.5 


a) FAUX : par exemple la fonction x e [ 0 , +<x>[h-> sin(x:) est 
bornee sur [0, +oo[ mais n'admet pas de lirnite en +oo. 

b) FAUX la fonction / definie par la relation suivante est bi- 
jective de [ 0 , 2 ] sur [ 0 , 1 ]U] 2 , 3 ] mais n’est pas continue en 1 : 

f(r ) = l x si x e [0, 1] 

Jy> \ 1 +x si jc e]l,2] 

En effet lim / = 2 * f( 1 ). 

c) VRAI : soit a e] 0 , 1 ], / etant continue sur ] 0 , 1 ], elle est 
a fortiori continue sur le segment [a, 1] et done bornee sur ce 
segment. 

d) FAUX : par exemple 

Arctan(tan(^-)) = Arctan(l) = ^ ^ 

Arctan (tan(v)) est l’unique 6 e] - s, f [ tel que tan( 0 ) = tan(.v), 
done Tegalite Arctan (tan(x)) = x est vraie uniquement pour 
x e l _ 2’ f[ revanc he, on a toujours Arctan (tan(v)) = x+kn 
pour un certain k 6 Z qui depend de x). 


15.6 


1) Reponse c). 

/ est continue sur le segment [o, b] done elle est notamment 
majoree sur [a, b] et elle atteint sa borne superieure en au 
moins un point. Ce point n’est pas necessairement unique : par 
exemple, la fonction cosinus atteint son maximum sur [0, 2 n\ 
en 0 et en 2 n. 

2 ) Reponse b). 

/ : x e~- r est continue et strictement decroissante sur 
[ 0 , +<x>[, /( 0 ) = 1 et lim / = 0 . Done, d’apres le theoreme de la 

+oo 

bijection, x e _r definit une bijection de [0, +oo[ sur ]0, 1]. 

3) Reponse c). 

Si / est strictement croissante sur [ 0 , +oo[, alors elle est mino- 
ree par /( 0) sur [0, +oo[ (e’est egalement vraie si elle est seule- 
ment croissante). 

Les reponses a et b sont fausses : par exemple x € [ 0 , +oo[h-> 

1 est strictement croissante sur [0, +oo[, elle admet 1 

1 + x 

pour lirnite en +00 et elle est majoree par 1 sur [0, +00 [. 

4) Reponse a). 

L" image d’un segment par une fonction continue est un seg- 
ment, done /([a, £>]) est un segment. 

La reponse b est fausse : on a par exemple : 
cosQ-^D =]0, 1], 

La reponse c est fausse : par exemple : 

cos([0, +oo[) = [-1, 1], 


15.7 


a) Pour tout teR, on a : e A ' - 1 > 0 jc< 0 . Done / est 

definie sur D/ =] - 00, 0[. 
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• Variations de / : Pour tout ( x , y) £ Oj, on a : 

x < ;/ => —x > —y 
=> e - * > e - ^ 

=> e~ r — 1 > e ^ — 1 

=s> ln(e~ r - 1) > In (e ^ - 1) 

La seconde implication se justifie par la croissance stride 

de Pexponentielle sur R, et la quatrieme par celle de In sur 

]0, +<x>[. 

On obtient done que / est strictement decroissante sur Of. 

• Limites aux bornes : 

e~ r -l — * +oo done f(x) = ln(e~ r - 1) — » +oo. Parailleurs, 

x— *— oo x—*—oo 

e~ x - 1 — » 0 + done f(x) — * -oo. 


Done h est definie sur O A =] - oo, — 1[U]1, +oo[. 
• Variations de h : pour tout x £ O h 

x + 1 x — 1 + 2 2 

= = 1 + 

x - 1 x - 1 x — l 

Pour tous x et ij dans ] 1 , +oo[ : 

1<x<i/=>0<x — l < y — 1 


1 1 
< 


y — I x — 1 

2 , 2 

1 + < 1 + 


In 1 + 


y— 1 x - 1 

2 


y - i 


< In 1 + 




b) g est definie sur O g = R \ { 1). 

• Variations de g : pour tous x et y dans ] 1, +oo[ 
l<x<!/=>0>l-x>l-i/ 

1 1 
1 - x I - y 

^ eXP (l^) <eXP (l^ 


La derniere implication se justifie par la stride croissance de 
Pexponentielle surBL. 

On obtient done que g est strictement croissante sur ] 1 , +oo[. 
On obtient par un raisonnement analogue que g est strictement 
croissante sur ] — oo, 1[. Attention : en aucun cas, on ne peut 
en deduire que g est strictement croissante sur O g . 

• Limites aux bornes : — > 0 done g(x) — » 1 . 

Par ailleurs, -r- — » +oo done g(x) — » +oo. 

*-* x->i~ J x-,1- 

Enfin, t— - — » — oo done g(x) — » 0. 

l ~ x x-,i+ ; x->l+ 



La derniere implication se justifie par la stride croissance de In 
sur ]0, +oo[. 

On obtient done que h est strictement decroissante sur ] 1, +oo[. 
On obtient par un raisonnement analogue que h est strictement 
decroissante sur ] — oo, — 1[. 



En aucun cas, on ne peut en deduire que h est strictement 
decroissante sur Oh- 


• Limites aux bornes : 1 + — > 1 done h(x) — > 0. 

x 1 x — >±co X— >±oo 

Par ailleurs, ^4 — > 0 + done h(x) — » -oo. 

- 1 - 1 X-.-1- 

Enfin, 1 + -=7 — » +oo done h(x) — > +<x>. 

x ~' x-,1* x-*l+ 



— OO — 

1 1 -Hoo 


0 \ 


+ CXX 

h(x) 





— OO 


H 0 


Remarqu - On constate que h n’est pas strictement decrois- 
sante sur ] - oo, — 1 [U] 1, +oo[. 


15.6 


a) Vx 6 R, x 2 + x - 2 = (x + 2)(x - 1 ) done / est definie sur 
Of = R \ {-2; 1). 

La fonction polynomial x h> r - 1 et la fonction cosinus sont 
continues sur R done sur Of. De plus la fonction polynomial 
xh x 2 + x - 2 est continue et ne s'annule pas sur Of. Done 
par somme puis quotient, / est continue sur Of. 


Remarque - On constate que g n'est pas strictement crois- 
sante sur R \ {!}. 

c) Le signe de ^ est donne par le tableau suivant : 


X 

-1 1 

x + 1 

( 

) + 

+ 

x — 1 

- 

( 

) + 

X + 1 
X- 1 

+ ( 

) - 

+ 


b) Vx £ R, x 2 - 2x - 3 = (x + l)(x - 3) done 3 + 2x - x 2 > 0 <=> 
-1 < x < 3. Ainsi, g est definie sur O g = [-1, 3], 

x i — * 3 + 2x- x 2 est continue sur O g car polynomiale et a valeurs 
dans R+. 

y ^ xfy est continue sur R+ a valeurs dans R. 

Arctan est continue sur R. 

Done par composee, g est continue sur O g . 

c) (x 2 + x + r) lnW = exp ( ln(x) lnlx 2 + x + 1)). Le discriminant 
de Pequation x 2 +x+ 1 est A = -3 done Vx £ R, x 2 + x+ 1 > 0. 
Ainsi h est definie sur 2);, =]0, +oo[. 
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x>-> x 2 +x + l est continue sur D h car polynomial et a valeurs 
dans ]0, +oo[. 

Or In est continue sur ]0, +<x>[, done par composee, x i-> 
ln(v 2 + x +1) est continue sur O h . 

Par produit, x ln(v) In (v 2 + x +1) est continue sur Di, a va- 

leurs dans R. 

Or exp est continue sur R, done par composee, h est continue 
sur Oh. 

d) In x > 0 <=> x > 1 done k est definie sur D k = [1, +oo[. 

In est continue sur D k a valeurs dans R+. Or y t-> yfy + 1 est 
continue sur R + done par composee x Vln x + 1 est continue 
sur D k . 

Ensuite, par produit, x >-> v( Vln x + 1) est continue sur R+ a 
valeurs dans R. 

Or cos est continue sur R, done par composee, k est continue 
sur D k . 


a) • x >—> 1 + x est continue sur ] — oo, 0[ done / est continue 
sur ] - oo, 0[. 

• exp est continue sur ]0, +oo[ done / est continue sur ]0, +oo[. 

• II reste a mener P etude en 0 car e’est le point de raccord des 


deux formules definissant / : 1 + x — * 1 done f(x ) 


1 et 


e' — » 1 done fix) 

x ~>0 J 


— > I. Done lim f 

->o+ o- 


lim/ = 1 = /(0) 


done / est continue en 0. 
Finalement / est continue sur 
2(1 - cos(v)) 


b) 


fonctions continues sur 
pas. Ainsi g est continue sur 


est continue sur R* car quotient de 
.* dont le denominates ne s’annule 


1 , 

cos(v) ~ —X~ done 
o 2 


• Par ailleurs, 1 
2(l-cos(v)) 

3 — 1 — - — » 1 = g{ 0), ce qut assure la continuity de g en 0. 

Finalement, g est continue sur R. 

Remarque : a est le prolongement par continuity de la fonction 
2(1 - cos(v)) 

teR*H r en 0. 


c) • x i— » 1 - x est continue sur ] - oo, 1 [ a valeurs dans ]0, +<x>[ ; 
In est continue sur ]0, +oo[ a valeurs dans R ; Arctan est conti- 
nue sur R. Done par composee, h est continue sur ] - oo, 1[. 

• La fonction rationnelle x h-» est continue sur ]1, +oo[ 

x - 1 

a valeurs dans R ; Arctan est continue sur R. Done par compo- 
see, h est continue sur ]1, +oo[. 


Etude en 1 : ln(l - x) 


par composition de limites, h(x) 
1 


oo et -Arctan (y) 
n 
2 ' 


done 


<t- 


x - 1 *-*i 

limites, h(x) 


+oo et Arctan (y) 
n 

i+ 2 

n 


— » — done par composition de 

-»+oo 2 


Ainsi lim/t = lim/z = — = h(l) done h est continue en 1. 

i- i+ 2 

Finalement, h est continue sur R. 


d) • sin est continue sur ] - oo,0[ done k est continue sur 
] - oo,0[. 

• x i-> est continue sur ]0, 1 [ a valeurs dans R ; exp est 

x(x - 1 ) 

continue sur R. Done par composee, k est continue sur ]0, 1[. 

• vi — * x 2 +x - 1 est continue sur ]1, +oo[ a valeurs dans ]1, +oo[ 
(en effet Vx > 1, x 2 + x - 1 > x 2 > 1) ; In est continue sur 
] 1, +oo[. Done par composee, k est continue sur ] 1, +oo[. 

• Etude en 0 : sin(v) — » 0 done k(x) — » 0. 

*-»0 x — > 0 — 

— * -oo et e y — » 0 done k(x) — * 0. 

x(x - 1) rf* »-»-<» .v-> 0 + 

lim A: = lim^ = 0 = A;(0) done k est continue en 0. 

0- o + 

1 

• Etude en 1 : — — » -oo et e # — > 0 done k(x) — > 0. 

x(x — 1) x->i~ y->-°° x->i _ 

x 2 + x - 1 — * 1 et In (y) — * 0 done k(x ) — * 0. 

x — > 1 y—>l jc — > 1 + 

lim A; = lim k = 0 = A:( 1 ) done k est continue en 1. 

1- i+ 

Finalement, k est continue sur R. 


Soit g : v 6 [u, b] /(v) - v. II s'agit de montrer 
qu’il existe c e [a, b] tel que g(c) = 0. 

/ est continue sur [a, b] done g Pest egalement. 

On a a < f(a) < b done 0 < g{a) < b - a. 

De plus a < f(b) < b done a - b < g(b) < 0. 

Ainsi 0 est entre g(a ) et g(b), done d’apres le theoreme des va- 
leurs intermediaires, il existe un reel c € [a, b ] tel que g(c) = 0 
c"est-a-dire /(c) = c. 


15.11 


a) Soit<y : f £ [0, n /(H- \)~ f(t). g est continue sur [0, 
car / est continue sur [ 0 , 1 ], 

On a 0 ( 0 ) + 0 (i) = /(i) - /(O) + /( 1) - /(i) = /(l) - /(0) = 
12 - 0 = 12. Ainsi le milieu du segment d’extremites 0 ( 0 ) et 
g{\) est 6 , done 6 est entre 0 ( 0 ) et g(\). 

D’apres le theoreme des valeurs intermediaires, il existe done 
c s [0, tel que g(c) = 6 e’est-a-dire /(c + f ) - /(c) = 6 . Cela 
signifie que la distance parcourue pendant Pintervalle d'une 
demi-heure [c, c + |] est exactement de 6 km. 

b) Soit h : t e [0, |] f(t+ |)-/(f). h est continue sur [0, |] 
car / est continue sur [ 0 , 1 ], 

On a h( 0) + h(\) + h(^) = /( 1 ) - /( 0) = 12. Par consequent, il 
est impossible que les trois reels h( O), h(^) et /t(|) soient tous 
strictement superieurs a 4 ou tous strictement inferieurs a 4. 
Done 4 est entre deux de ces reels : on peut supposer sans perte 
de generality que 4 est entre h( 0) et h(\). 

D'apres le theoreme des valeurs intermediaires, il existe alors 
c 6 [0, |] tel que h{c) = 4 e’est-a-dire /(c + |) — /(c) = 4. Cela 
signifie que la distance parcourue pendant Pintervalle de 20 mn 
[c, c + j] est exactement de 4km. 


15.12 


que : Vy e 


f est bornee sur R done il existe (in, M) e R 2 tel 
' , m < f(y) < M. 


Montrons que / o g est bornee sur 1 
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Pour tout reel x, on a : 

m < f(g(x)) < M. 

Done / o g est bornee sur R. 

• Montrons que g o f est bornee sur R. 

g est continue sur R done elle est en particulier continue sur le 
segment [m, M], Par consequent, g est bornee sur [ m , M ] e’est- 
a-dire : il existe (T,//) G R 2 tel que : 

Vx 6 [m, M], A < g(x ) < /r. 

Or Vj/ G R, fig ) 6 [m, M] done : 

Vi/ g R, A < g(fiy)) < fi. 

Done g o f est bornee sur R. 


15.13 


a) Soit C la limite finie de / en +oo. Par definition de la limite, 
il existe A 6 R + tel que : 

Vx 6 [A, +oo[, t - 1 < fix) < { + 1 
Ainsi / est bornee sur [A, +oo[. 

Par ailleurs, / est continue sur [0, +oo[ done notamment sur 
le segment [0,A], Par consequent, / est egalement bornee sur 
[0, A], 

En conclusion, / est bornee sur [0, +oo[. 

b) fix) — » +oo done par definition de la limite appliquee 

x — »+oo 

avec le reel /( 0) + 1, il existe A 6 R tel que : 

Vx e [A, +oo[, /(x) > /(0) + 1 
Necessairement, on a 0 £ [A, +oo[ done A > 0. 

De merne, de f(x) — * +oo, on deduit qu’il existe B 6 R tel 
que : 

V*e]-oo,.B],/(*)>/(0) + l 

Necessairement, on a 0 £] - °o, B ] done B < 0. 

/ est continue sur R done en particulier sur le segment [6, A], 
Ainsi / est bornee sur [B, A] et elle y atteint ses bornes. Il existe 
done c e [B, A] tel que : 

Vx € [6, A], f(x) > f(c) 

Comme 0 6 [6, A], on a : /( 0) > /(c), d'ou : 

Vx 6] - oo, B] U [A, +oo[, f(x) > f( 0) + 1 > /(c) 
Finalement, il vient : Vx 6 R, /(x) > /(c). Done / admet /(c) 
pour minimum sur R. 


a) / etant a valeurs dans [0, 1], on a grace a l'hypothese : 

Vx e]0, 1], 0 < f(x) < x 

On en deduit par encadrement que : fix) — > 0. Or / est conti- 

x— >0 + 

nue sur [0, 1] done en 0, d’ou : 

/(0) = lim / = 0. 

b) / est continue sur [0, 1] done sur [a, 1] et comme a > 0, on 

a : Vx 6 [a, 1], x V 0. Done la fonction g : r 6 [a, 1] h 

est continue sur le segment [a, 1]. 

Ainsi g est bornee sur [a, 1] et elle y atteint ses bornes. 

En particulier il existe c 6 [fl, 1] tel que : 

(★) : Vx e [a, 1], g(x) < g(c) 


Or l’hypothese faite sur / donne /(c) < c, et comme c > 0, il 
vient : g(c) < 1. En notant k = gic), (★) devient : 

Vx e [ a , 1], — < k 
x 

Tout element de [a, 1] etant positif, il vient : 

Vx 6 [a, 1], fix) < kx. 


y 



c) Considerons la fonction : 

/ : .re [0, 1] h sin(x) 6 [0, 1] 

La fonction ip : xe [0,1] h x - fix) est derivable sur [0, 1] 
et Vx e]0, 1], ip'ix) = 1 - cos(x) > 0. Done ip est strictement 
croissante sur [0, 1], Done : 

Vx e]0, l],<p(0) < ipix) 

Ce qui donne : 


Vx e]0, 1 ],/(*) < x 
Ainsi / verifie les hypotheses de Tenoned. 

S’il existait k < 1 tel que fix) < kx pour tout x e [0, 1], on 
aurait : 


Vx g]0, 1], 


sinix) <k 

x 


stn(x) 

Or > 1 done par passage a la limite, on aurait 1 < k < 1 : 

X jmO 
absurde. 

Conclusion : en general, il n’existe pas k < 1 tel que V x G [0, 1] 
fix) < kx . 


15.15 


a) La fonction sinus est continue et strictement croissante sur 
[— |, f], sin(-^) = -1 et sin(f) = 1. D’apres le theoreme de la 
bjection, la fonction sinus realise done une bijection de [— |, 
sur [-1. 1] (autrement dit la fonction x G [— f, |] i-» sin(x) G 
[-1, 1] est bijective). 

b) Le theoreme de la bijection nous indique egalement que 
Arcsin est strictement croissante sur [-1, 1] et que sa courbe 
est obtenue a partir de celle de la restriction de sinus a [— |, 
par symetrie par rapport a la premiere bissectrice des axes. 
Tableau de variation : 
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c) Arcsin(O) est par definition 1’ unique 6 e [— |, |] tel que 
sin(0) = 0. Done Arcsin (0) = 0. 

Ensuite Arcsin (|) est l'unique 6 e [— |, f] tel que sin(0) = 
Done Arcsin (i) = 

Enfin Arcsin(-^) est l'unique 9 e [-f , f] tel que sin (A) = 
Done Arcsin ( -^ ) = | . 

d) On sait que sin(n) ~ u. Or d’apres le theoreme de la bijec- 
tion Arcsin est continue sur [-1, 1], done : 

Arcsin (x) — > Arcsin (0) = 0 

x — >0 

Done par composition a droite pour les equivalents : 

sin(Arcsin (x)) ~ Arcsin (x) 
o 

Mais V.r 6 [-1, 1], sin(Arcsin (x)) = x d’oii : 
x ~ Arcsin (A) 


15.16 


a) Notons d’abord que / est bien definie sur R car Vx 6 R, 
e x + e _x > 0. 

/ est derivable sur R et pour tout rel: 


f O) = 


(e x + e"*) 2 - (e r - e^) 2 

(e x + er x ) 2 
4 

IT >0 

(e x + e~ x ) 2 


<=> 2x = In 


1 +y 
i -y 
i + y 
i -y 


car y + 1 


On remarquera que 


1 + y 
i - y 


> 0 car y e] - 1, 1[. 


Onobtient : Vy e] - 1, 1[, f \y) = 


f-.D- 


On pose D 
L par : 


Vx 6 D,f{x) = — — + — 


\ j«i, 02 , ■ ■ ■ , a„] et on definit 
1 


H h 


X - fli X - 02 
f est derivable sur D et pour tout x 6 D : 


Done / est strictement decroissante sur chaque intervalle oil 
elle est definie. 

Tableau de variations de / : 



-oo d\ #2- • 

n +°° 

fix) 

- 

- 


- 


0 

+oo 


+oo 

fix ) 

\ 

\ 


\ 


— oo 

— oo 


0 


Les differentes limites s'obtiennent en remarquant que pour 

k 6 |[l,nj, x t-> a pour limite 0 en ±oo, -oo en aT, 

X - Ok 

+oo en ci^ et a une limite finie en Oj pour j ± k. 


Ainsi / est continue et strictement decroissante sur ] - oo.o^f, 
lim/ = 0 et lint/ = — oo done d'apres le theoreme de la bijec- 

a x 

tion / induit une bijection de ] - oo, a\ [ sur ] - oo, 0[. 

De meme, pour tout k 6 [2, nj, / induit une bijection de 
]«*_i , a* [ sur ] - oo, +oo[. 

Enfin, / induit une bijection de ]a„, +oo[ sur ]0, +oo[. 


Par ailleurs, f(x) ~ — = 1 done f(x ) 

+00 Q x 


1 et 


fix) = -I done fix) 

e~ x 


x—>+oo 

- 1 . 

Finalement, on a : / est continue et strictement croissante sur 
R, lim/ = -1 et lim / = 1, done d'apres le theoreme de la 

— oo +oo 

bijection, / realise une bijection de R sur ] - 1 , 1 f . 
b) Soient x e R et y e] — 1, 1[. On a : 

f±X _ f^-X 

y = fix) c=> y = 


e* + e x 
o y(e x + e - *) = e x - e _ 

<=> y(e 2x + 1) = e 2x - 1 

« (1 - i/)e 2jr = 1 + 1/ 


Soit m 6 R. De ce qui precede, on deduit que : 

• si m > 0 : alors 1' equation f(x) = m admet une et une seule 
solution dans chacun des intervalles ]a*_i , a<-[ pour k e [2, nj 
et dans ]n„,+oo[, et aucune solution dans ] - oo,rq[. Done si 
m > 0, 1" equation fix) = m admet exactement n solutions dis- 
tinctes. 

• si m = 0 : alors l'equation fix) = 0 admet une et une seule 
solution dans chacun des intervalles ]ak~i,ak[ pour k 6 [[2,/z], 
et aucune solution dans ] - oo, [ et ]a„ , +oo[. Done l'equation 
fix) = 0 admet exactement n - 1 solutions distinctes. 

• si m < 0 : alors l'equation fix) = m admet une et une seule 

solution dans chacun des intervalles x , a k [ pour k e [2, /z J et 

dans ]-oo,a![ et aucune solution dans ]c;„, +oo[. Done si m < 0, 
l’equation fix) = m admet exactement n solutions distinctes. 
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15.10 


a) / est derivable sur ]0, +oo[ et : 

Vx > 0, fix) = ln(x) + 1 

f est strictement croissante sur ]0, +oo[ et s’annule en e -1 , on 
en deduit le signe de f (x) et le tableau de variation de / : 


On peut alors donner le tableau de variation de u : 




f est continue et strictement croissante sur [e 1 , +<x>[, /(e ') = 
-e _1 et lim / = +oo, done d’apres le theoreme de la bijection, 

+oo 

/ induit une bijection de [e _1 , +oo[ sur [— e -1 , +oo[. 

Or pour tout t > 0, on a - 6]0, +<x>[c [— e _1 ,+oo[, done il 
existe unique reel dans [e _1 ,+oo[, que nous noterons uft), tel 
que fiiiit)) = 

f prenant des valeurs negatives sur ]0, e _1 [, (equation 
fix) = — n'apas de solution dans ]0, e _1 [. 

Par consequent, pour tout t > 0, il existe un unique 

, , 1 

u{t) e]0, +oo[ tel que f(u(t)) = 

b) Notons g la bijection de [e _1 , +oo[ sur [-e _1 , +oo[ induite par 
/. On a : 

V? > 0, i i(t) = g _1 (-) 

Or d'apres le theoreme de la bijection, g~ l est continue sur 
[-e -1 ,+oo[ done sur ]0, +oo[. Comme (h - est continue sur 
]0, +oo[ a valeurs dans ]0, +oo[, on en deduit par composition 
que u est continue sur ]0, +00 [. 


15.19 


a) / est derivable sur R et : 

Vx 6 R, f(x) = e 1 - 1 

f est strictement croissante sur R et s'annule en 0 : on en de- 
duit le signe de fix). 

Par ailleurs, fix) — * +oo et x - o (e T ) done fix) ~ e r puis 

X — * — oo +co +oo 

fix) » + 0 O. 

x — »+oo 

D’ou le tableau de variation de / : 



b) / est continue et strictement croissante sur [0, +oo[, 
lim / = +oo et /(0) = 1, done d’apres le theoreme de la bi- 

+ CO 

jection / realise une bijection de [0, +cx>[ sur [1, +<x>[. 

Or, pour tout n > 2, on a n 6 [l,+oo[, done il existe un 
unique a„ s [0, +oo[ tel que f(a r ) = n. Comme /(O) = 1, 
on a ct„ e]0, +oo[, 

De meme, / est continue et strictement decroissante sur 
] - oo,0], lim / = +<x> et /( 0) = 1, done / realise une bijec- 
tion de ] - oo, 0] sur [1, +oo[. 

Done pour tout n > 2, il existe un unique reel b„ €] - oo, 0] tel 
que fib,,) = n. Comme /( 0) = 1, on a b„ e] - oo,0[ et done 
b„ ^ u„. 

On a done demontre que, pour tout n > 2, l'equation fix) = n 
admet deux solutions distinctes : a„ et b„. 


c) • D’apres le theoreme de la bijection, g~ l est strictement mo- 
notone sur [-e -1 , +oo[, de meme sens de variations que / sur 
[e _1 , +oo[. Done g~ l est strictement croissante sur [-e _1 , +oo[. 

, 1 1 

Pour tout (v, t) e]0, +oo[- tel que s < !, on a : - < -, done 

t s 

g *(y) < f'(-), e’est-a-dire u{t) < uis). Par consequent, u 
est strictement decroissante sur ]0, +oo[. 


• On a - — » +oo, or g 1 (y) — > +oo, done par composition 

t t~* 0 + y —>+ oo 

de limites : i lit) = — * +oo. 

' t ' l->0+ 

1 

Par ailleurs, - — > 0. Or g etant continue sur [— e , +oo[, il 

t t—y+co 

vient : u(r) — » g 1 (0). Comme /( 1) = 0, on a : g 1 1 (0) = 1. 

t—y+oo 


c) Notons g la bijection de [0, +oo[ sur [1, +oo[ induite par /. 
D'apres le theoreme de la bijection, g~ l est strictement crois- 
sante sur [1, +<x>[. Le tableau de variation de g~ l est : 



Pour tout n > 2, on a a„ = g^ l (n). Den < n + 1, on deduit que : 
Vn > 2, a„ = g l (n) < g~ l in + 1) = a n+ 1 
et la suite («„)„> 2 est strictement croissante. 

Enfin, de limi/ -1 = + 00 , on deduit : a n — » + 00 . 
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15.20 


a) x 1 + x 2 est derivable sur [0, +oo[ a valeurs dans [1, +oo[, 
or ij i-» yfy est derivable sur [l,+oo[ done x i-» V 1 + x 2 est 
derivable sur [0, +oo[. Ainsi / est derivable sur [0, +oo[ et pour 
tout x > 0 : 

f'(x) = x + Vl + x 2 + x 1 1 4 X 

\ VTT7 

> Vl + x 2 > 0 

D’ou le tableau de variation de / : 



/ est continue et strictement croissante sur [0, +oo[, /( 0) = 0 
et lim / = +oo. D'apres le theoreme de la bijection, / realise 

+oo 

done une bijection de [0, +oo[ sur [0, +<x>[. 

b) Pour tout n 6 N, on a e" e [0, +oo[. Or / realise une bijection 
de [0, +oo[ sur [0, +oo[, done il existe un unique u„ e [0, +oo[ 
tel que /(«„) = e", e’est-a-dire : 

u„{u n + yj 1 + « 2 ) = e” 


On a V/7 6 N*, 0 < x„ < 1 done par passage a la limite, 
0 < £ < 1. Or (A„)„ £ n* est croissante done Xq < £, done 
£ g]0, 1]. 

Supposons que £ e]0, 1[. Par definition de (x„)„ £ m*. on a : 
(★) Vn 6 N*, x"„ + x„ -1=0. 

Or x" n = exp(u Infix,,)) et ln(x„) — * ln(fi) < 0 done 

n — »+oo 

n ln(x„) — > -oo et x" n — » 0. 

n— »+oo n — »+oo 

D’ou x" n + x n - 1 — * ( - 1, mais £ - 1 < 0, ce qui contredit 


(★)• 

Done £ = 1, e’est-a-dire x„ — » 1. 

n—*+oo 

d) II s’agit de montrer que pour n assez grand : 

i ln( ”) 

1 < x n 

n 

A cette fin, on va montrer qu’a partir d’un certain rang : 
ln(n) \ 


P„ 1 - 


^ Pn(Xn ) 


On a : 


P„ 1 


ln(n) 

n 


ln(n) 

n 


ln(/t) 

n 


„ „ , ln(;t) , ln(77) 

Pour tout n > 2, on a 1 < 1 et comme 1 — » 

11 H n— »+oo 

on peut affirmer qu’a partir d’un certain rang on a : 

1_!EW € ] 0> 1[ 

n 

Alors : 


c) Pour tout n 6 N, on a done u„ = /“'(e"). Or d’apres le theo- 
reme de la bijection, / _1 est strictement croissante sur [0, +oo[, 
De e" < e” +1 , on deduit done pour tout n 6 N : 

u n = rV) < r‘(e" +i ) = Un+1 

Done (u n ) ne n est strictement croissante. 

Enfin, e" — » +oo et lim/” 1 = +oo par consequent 

n—*+oo +oo 

Un = / _1 (e") * + 00 . 


PA I 


ln(/7) 


= exp^nln^l - 

< exp ( - ln(/z)) 

< 0 


ln(n) 

n 

ln(n) 

n 


ln(/;) 

n 

1 - ln(//) 
n 


15.21 


a) P„ est derivable sur R done sur ]0, 1[, et Vx e]0, 1[, P' n {x) = 
nx"- 1 + 1 > 0 . 

Ainsi P„ est continue et strictement croissante sur ]0, 1[, 

limP,, = -1 et limP„ = 1. D'apres le theoreme de la bijec- 
0 1 

tion, P„ realise done une bijection de ]0, 1[ sur ] - 1, 1[. 

Or 0 6] — 1, 1[, done il existe un unique x n e]0, 1[ tel que 
PJx n ) = 0. 

b) Pour tout n 6 N*. on a : 

Pn+ l(x n ) = X J n l + X n - 1 

Or x n 6]0, 1[, done x" n +1 = x„.x J „ < x" n et : 

P n v I lX/j ) < X fJ + X n — 1 

Mais x 1 ;, + x„ - 1 = P„(x n ) = 0 = P„ +1 (x„ +1 ) done : 

Pn + 1 (Xn) ^ P/i+l(Xn+l) 

Or x„ et x„ +l sont deux elements de ]0, 1[ et P n+ 1 est stricte- 
ment croissante sur ]0, 1[, done x n < x n+ \. Ainsi est 

strictement croissante. 

c) La suite (x„)„ £ n* est croissante et majoree par 1, done d'apres 
le theoreme de limite monotone, elle converge. Soit £ sa limite. 


(On a utilise l’inegalite : Vu > -1, ln(l + u) < u, qui se de- 
montre par exemple en etudiant les variations puis le signe de 
la fonction u i-» u — ln(l + u).) 

On a done demontre que pour „ assez grand, 1 - ^ et x„ 

n 

sont deux elements de ]0, 1[ tels que : 
ln(«) 

Pn 1 - — 


< Pn(X„) 

Or P„ est strictement croissante sur ]0, 1[ done a partir d’un 
certain rang : 


1 ■ 


In (n) 


< x„ d'ou 1 - x n < 


ln(«) 


15.22 


a) / est continue sur [-1, 1] et la fonction x i-» ux l’est egale- 
ment. Done h u est continue sur le segment [-1, 1] et par conse- 
quent h„ est bornee sur [-1, 1] et atteint ses bornes. 


1 , 

b) Cas particular ou f(x) = ~ 7 jX~. 

1 , 

Alors : Vx 6 [-1, 1], h u (x) = ux - —xr. 
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Etude globale dee fonctions 


CORRIGES 


Etudions lafonction ip u : x e R i-» ux- \x 2 (/z„ est la restriction 
de ip„ a [-1, 1]). 

ip u est derivable sur R et V.r 6 R, ip' u {x) = u — x. 

Tableau de variations de < p„ : 



h„ est la restriction de tp u a [-1, 1]. Plusieurs cas se presentent : 

• Si m > 1 : alors h u est strictement croissante sur [—1,1], done 
elle atteint son maximum en 1 et seulement en ce point. D’ou 

E(u ) = jl) et M(u ) = h u { 1) = u - 

• Si - 1 < u < 1 : alors h u est strictement croissante sur [-1, u] 
et strictement decroissante sur 1], done elle atteint son maxi- 
mum en u et seulement en ce point. D'ou E(u) = jzr] et 

1 , 

M(u) = h„(u ) = —u. 

• Si u < - 1 : alors h„ est strictement decroissante sur [—1,1], 
done elle atteint son maximum en - 1 et seulement en ce point. 

D’ou E(u ) = { — 1 } et M(u ) = h u (— 1) = 

c) • Montrons (a - u)x < M{v) - M(u) < (v - u)y. 


y 6 E{v) done M(v) = h B (y) = f(y) + vy et : 

Vt€ [-1,1], h v {t) < M(v) 

En particular en prenant t = x : 

(1) : f(x) + vx<M(v) 

De meme M(u ) = h u {x) = f(x) + ux et : 

(2) : f(y ) + uy < M(u ) 

En soustrayant f(x) + ux = M(u ) de part et d’ autre dans (1), il 
vient : 

( v - u)x < M(v) - M(u) 

En soustrayant f(y) + vy = M(v) de part et d' autre dans (2), il 
vient (u - v)y < M(u) - M(v) d'ou 

M(v ) - M(u) < (v - u)y 
On a bien ( v - u)x < M(v) - M(u) < (v - u)y. 

• Montrons que | M(v) - M(u ) I < |r - u\. 

On a \y\ < 1 done : 

( v — u)y < |(u — u)y\ < \v — u\ 

Par ailleurs \x\ < 1 done : 

( v - u)x > -|(w - u)x | > -|u - u\ 

D’apres ce qui precede, on a alors : 

-\v - u\ < M(v) - M(u) < |u - u\ 

D’ou : | M(v) - M(u) | < \v - u\. 

d) Soit u 6 R fixe. On a : 

Vu e R, 0 < | M{v) - M(u)\ < \v - u\ 

Or |a - u\ — * 0 done par encadrement : 

M(v) — » M(u) 

V—*U 

Done M est continue en u. C’est vrai pour tout u e R, done M 
est continue sur R. 
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Introduction 

Nous poursuivons ici 1’ etude des fonctions en introduisant la fonction derivee. Cela 
sera l’occasion de faire des comparaisons affines, de positionner la courbe par rap- 
port a ses tangentes, ses cordes, de donner des relations entre les cordes et les tan- 
gentes. Meme si les resultats sont donnes sous forme analytique, 1’ interpretation 
geometrique reste bien presente. 

Dans ce chapitre, I designera un intervalle de Ft. 


Objectifs 

• Introduire la derivabilite d’une fonction en un point, puis sur un intervalle 

• Theoreme des acroissements finis 

• Existence et calcul des derivees successives 

• Convexite 


Prerequis 

• Etude locale et globale des fonctions 


16.1 Conception locale de la derivee 

16.1.1 Derivee en un point 

Definition - Derivee en un point 

Soient I un intervalle, xq e I et / : I — » R. On dit que la fonction / est derivable en xq 
lorsque la fonction dite « taux d’accroissement en io » x h possede une limite 

finie en xq. 

Cette limite est appelee derivee en xq ; on la note f'(x o) ou ^(xo). 

En pratique, on pose h - x — x o pour ramener le travail sur la limite en 0 : 


Proposition - Avec les notations de la definition, f est derivable en xq si et settlement 
si h i — * /< x o+/n ac fo net une H m it e finie en 0 qui est notee f'{x o). 
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La reciproque est fausse ! Une 
fonction peut etre continue 
en Xo sans etre derivable en 
x 0 (par exemple la fonction ra- 
cine carree en 0). 


Exemples 


1. Si / est constante sur /, alors / est derivable en tout xq e / et fix o) = 0. 
En effet, Vxo G /, Vx e I avec x 4 xq, alors ^ x) f^o) = -7— = 0 — > 0. 

* X ° X X ° X^Xq 

2. Soit n e N*, alors / :ih x" est derivable en tout .to G R et fix 0) = nxf 1 . 

/ 2 ““ 1 

En effet, Vxo G R, Vx e R avec x £ xo, on a - — — = Y x k x’ l Y 1 ^ k — * nx’jY 1 . 

k=o 0 0 


3. La fonction racine carree est derivable en tout xo > 0 et \Jxit' = t 4=- 
En effet, Vxq g R+, h 6 [-xq, +co[, alors ^ Xo+h ^ = 


h( Vxo+/i+ yxo) 0 2 V^o’ 


Definition - Developpement limite a l’ordre 1 

On dit que / admet un developpement limite a l’ordre 1 en xo lorsqu’il existe (a, b) e (R) 2 
tel que : /(x) = a + b(x - xo) + o(x - xo). 

Xo 

Proposition - / admet un developpement limite d I’ordre 1 en xo si et seulement si 
I’une des situations suivantes est verifiee : 

(i) f est definie et derivable en xo 

(ii) f est prolongeable par continuity en xo et son prolongement y est derivable. 

Le cas echant, si /(x) = a + b(x - xo) + o(x - xo) alors a = f(x 0) et b — f (xo). 

xo 

Exemple 

Pour x G R, f{x) = 2 — (x — 1) + sin(x - l) 2 alors fix) — 2 — (x — 1) + o(x - 1) done 
/ est derivable en 1 avec /( 1) = 2 et /'(l) = — 1. 

Corollaire - Si / est derivable en xo alors / est continue en xq. 


Definition - Approximation affine. Tangente 

Si / est derivable en xo, la fonction x t-> /(xo)+/'(xo)(x-xo) est appelee approximation 
affine de / au voisinage de xo. 

La droite d’equation y = fix 0) + /'(xo)(x - xo) est appelee tangente en (xo, fix 0)) a C/. 

Remarque - La tangente en xo est la droite passant par (xo,/(xo)) et de coefficient 
directeur fix 0). Elle peut etre interpretee comme une limite de cordes de C/ car pour x 4- 
xo, ^ x) Y^ Xo) est le coefficent directeur de la droite passant par les points de coordonnees 
(x 0 ,/(x 0 j)et ix, fix)). 
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Definition - Tangente verticale 

Lorsque x °'* admet +00 ou -00 pour limite en xo, on dit que C r admet la 

X - A'o 

droite d’ equation x = xo comme tangente verticale en xo 

I Exemple 

La fonction racine carree admet une tangente verticale en 0. 


16.1.2 Derivee a droite, a gauche 

Definition - Derivee a droite, a gauche 

Soient 'D c R, xo e T> et / : D — > R. On dit que la fonction f est derivable a droite en 
xo lorsque la restriction de f a [xo, +00 [nD est derivable en xo ; en particulier, la fonction 

* „ w-M) possMe une llmiK Bnie „ droite „ . 

X - Xo 

on note f'Ax 0 ) = lim ^ °\ appele nombre derive a droite. 

M.vJ X - Xo 

On definit de meme la derivabilite a gauche en xo, et le cas echeant, 
on note f'Ax 0) = lim : , appele nombre derive a gauche 

y x — X — Xo 

Definition - Demi-tangente a droite, a gauche 

Si / est derivable a droite en xo, on dit que C / admet la demi-droite y = /(xo) + /j(xo)(x- 
xo) comme demi-tangente a droite en xo. 

Si / est derivable a gauche en xo, on dit que C / admet la demi-droite y - /(xo)+/J(xo)(x- 
xo) comme demi-tangente a gauche en xo. 

Exemple 

Considerons a : x h |x| en 0. Si x > 0, g(x) ~g (0) - 1 — > 1 done g est derivable a 

x x .v — >0 

droite en 0 et g' d { 0) = 1. De meme, g est derivable a gauche en 0 et f'fO) = — 1. 

Proposition - On suppose que f est definie sur un ensemble contenant un intervalle 
de la forme ]xo — s, xo + e[. Alors f est derivable en xo si et settlement si f est derivable 
a droite et a gauche en xo et f d {x 0) = f'(x 0). 

Exemples 

1. La fonction valeur absolue n’est derivable a l’origine (la derivee a droite en 0 n’est 
pas egale a la derivee a gauche en 0). 

( x si x < 0 

soit derivable 

sin(ax) si x > 0 

en 0 : 

• Pour x < 0, ^ U '._q (0> = 1 — -x 1, done / est derivable a gauche en 0 et /J( 0) = 1. 
• Pour x > 0, - sln( ° A) ~ a , done / est derivable a droite en 0 et f d { 0) = a. 

Enfin / est derivable en 0 si et seulement si a = 1 . 
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© 


Operations sur les derivees 


Theorertlf - Soient / et g deux fonctions definies sur un intervalle I et derivables en 
xo e I et A, fi e R, alors : 

• Af + fig et fg sont derivables en xo et : 

Uf + fig)'(x o) = A f{x o) + fig'ix 0 ), (fg)’(x 0 ) = f(x 0 )g(x 0 ) + f(x 0 )g'(x 0 ). 

• Si de plus g(xo) £ 0, alors j et ^ sont derivables en xo et : 

(lV ff'U'o) //V ^ _ /'(xo)g(xo) - /(xo)g'(xo) 

\g) ° g 2 (xoY \g) 0 g 2 (x 0 ) 


Demonstration 

Demontrons par exemple la formule du produit : pour tout x e /\{xo). 


f(x)g(x) - f(x 0 )g(xo) f{x)g{x) - f(x 0 )g(x) + f(x 0 )g(x) - f(x 0 )g(x 0 ) 


X - Xo 


x - xo 

, .fix)- fix o) g(x) - g(xo) 

gix) + fix 0 )- 


Or g est derivable en xq done d’une part 


X - Xo 
g(x)-g(x Q ) 


x-xo 


X—*XQ 

en xo done g(x) — -> g{x o). De meme, on a — > fix o). Les operations sur les 


x - xo 

g'(xo) et d’ autre part, g est continue 


limites donnent : 


fix) gix) - fix 0 )gix 0 ) 


fix 0 )gix 0 ) + /(x 0 V(xo) 


X — XO x—*xq 

Ainsi fg est derivable en xq et ifg)'(xo) = fixfgixo) + f(xo)g'ixo) 


Coro aire - Un polynome est derivable en tout point de R et une fraction rationnelle 
est derivable en tout point de son domaine de definition. 


Exemple 

La fonction tan est derivable sur son domaine de definition. 

En efFet, pour tout xo € , sin et cos sont derivables en xo de nombre derive 

respectif cos(xo) et - sin(xo). De plus cos(xo) £ 0, done tan est derivable en xo, en 
tant que quotient, et tan'(x 0 ) = cos( ^ ( ^ Uo)2 = 1 + tan(x 0 ) 2 = > 0. 

Theorems - Soient / : / — > R et <7 : / — > R telles que /(/) c J. On suppose que / est 
derivable en xo e / et g en to = fix 0). Alors g ° / est derivable en xo : 

ig 0 ffix 0 ) = g'{f(xo))f(xo). 


Exemple 

Soit u derivable en 2. Comme sin est derivable en u(2), alors sin o u est derivable en 2 
et sin(M(2))' = m'(2) cos(m(2)). 
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16.1.4 


Theoreme - Soit / une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1 
(elle realise une bijection de I sur /(/)). On note / 1 sa fonction reciproque definie sur 
/(/). Si / est derivable en xq et si f(x o) + 0, alors f~ l est derivable en ijq = f(x o) de 
derivee : 

^ (yo) = 7W) = f(f~ l (yo))' 


Demonstration 

Pour y £ f(I)\{y 0 }, / etant bijective, on note x = f~ l (y). La derivabilite de / en xo et la 
continuity de / -1 en yo (qui se traduit par x — > xq si y — » yo) donne par composition de 
limite : 

y-yo = f(rHy))- /CT 1 (yo)) = fix) - f(x 0 ) ^ 

f~Hy)-f~Hyo ) f~Hy) -f~Hyo) x-x 0 y^y« J x ° 

Si f\x o) + 0, alors f~ l est derivable en y 0 et f~ 1 (yo) - 

Remarque - Si / est une fonction continue, strictement monotone sur un intervalle /, 
derivable en xq et que f(x o) = 0, alors f~ l admet une tangente verticale en yo = f{x o). 


Exemple 

On definit la fonction Arctan : R — »] - n/2, n/2[ comme la bijection reciproque de la 
restriction de tan a ]-n/2, n/2\. Or en tout xo €]— x/2, n/2[, tan'(xo) = 1 +tan(xo) 2 > 1 
done Arctan est derivable en tout yo e Ret : 

Arctan'O/o) = r = -r- 

1 + tan( Arctan (yo)) 2 1 + y\ 


Fonction derivee 


Definition - Fonction derivee 


On dit alors que / : I — * R est derivable sur I si f est derivable en tout xq £ I, et on 
appelle fonction derivee de /, notee /' ou ‘-j-, la fonction 


/' : 


/ — > R 
x ^ fix) ' 


Les resultats obtenus pour la derivee en un point s’etendent aux intervalles : 


Theoreme 

• Si / est derivable sur I alors f est continue sur I. 

• Si / et g sont derivables sur I et A , n £ R, alors Af + yg et fg sont derivables sur I et : 


W + m)' = *f + m , (fg)' = fg + fg'- 

Si de plus g ne s’annule pas sur /, alors j et f sont derivables sur I et : 


(IV = 


//V 

\g) 

g 1 ' 

\gj 
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La reciproque du premier 
point est fausse : si f est 
continue sur / alors on ne peut 
rien dire sur sa derivabilite. 
Gardons en tete que la valeur 
absolue est continue en 0 
mais non derivable en 0. 


• Si / : / — > 

R est derivable sur /, g : J — t R est derivable sur J et /(/) c J, alors go f 

est derivable sur I et : 




(g ° /)' = W ° /) x /'■ 

• Si / : I - 

» R est strictement monotone et derivable (done continue) sur I et si f ne 

s’annule pas 
/(/) et : 

sur /, alors / 1 

, sa fonction reciproque definie sur /(/), est derivable sur 
l f ) - f, o f-l ■ 


Remarque - Si vous avez oublie F expression dc ( /' 1 ) . pensez a deriver / o / 1 : 
Vxef(I) f(t'(x)) = x => Vx e fit) f(t\x))x(r 1 )'(x)= 1 

Exemple 

Considerons la fonction exp ; elle est derivable, strictement croissante sur R. 

De plus elle verifie exp' = exp et exp(R) = R* , done exp' ne s’annule pas. 

On note In sa bijection reciproque, alors In est derivable sur R* et pour tout x e R* , 

ln <X) = exp(ln(x)) = x' 


Derivees usuelles : les fonctions usuelles sont derivables sur leur ensemble de defintion 
a F exception de x x a avec a e R oil une etude specidique en 0 est parfois necessaire. 
Pour le deuxieme tableau, on considere la fonction u derivable est les compositions bien 
definies. 


fix) 

fix) 

x“ 

«x“ _1 

ln |x| 

1 

X 


e x 

COS X 

- sinx 

sinx 

cos X 

tan x 

1 + tan 2 (x) = — 

COS z X 

Arctan x 

1 

1 +x 2 


fiuix)) 

»'(*)/'(»(*)) 

u{xf 

a m'(x)m(x )“ _1 

ln \u(x)\ 

u'ix) 

u(x) 

qU(x) 

«'(x)e" w 

cos («(x)) 

-u'ix) sin(«(x)) 

sin(n(x)) 

m'(x) cos(«(x)) 

tnn(u(x)) 

u'ix) 

cos 2 (k(x)) 

Arctan (u(x)) 

u'ix) 

1 + uix) 2 


16.2 Proprietes globales de la derivee 

Dans toute cette partie, a et b designent des reels tels que a < b. 

16.2.1 Extremum local. Theoreme de Rolle 

Definition - Extremum local 

Soient / : / — > R et xq e R. On dit que / admet un maximum local [resp. minimum 
local] en xo s’il existe a > 0 tel que, pour tout x e [xo - a, xq + a] n /, /(x) < f(x o) [resp. 
f(x) > /(xo)]. 
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On dit que / admet un extremum local en xq s’il admet un maximum ou un minimum 
local en xo. 

Remarques 

1. Si les inegalites sont vraies pour tout x e /, on parle de maximum ou minimum global 
sur I. Tout extremum global est un extremum local, mais la reciproque est fausse. 

2. Une condition suffisante d’existence d’extremum est f'(x o) = 0 et f"(x o) 4 0 avec : 
un maximum si f"(x o) < 0 et un minimum sinon. 

Exemple 

La fonction x i-> |x 3 - x definie sur R admet un maximum local en - 1 et un minimum 
local en 1 mais aucun extremum global. 

Theorems - Soient / : 1 — » R une fonction derivable sur 1 et xo e /. Si / admet un 
extremum local en xo et si xo n’est pas une borne de /, alors /'(xo) = 0. 

Demonstration 

Supposons que / admette un maximum local en xq e / : soit a > 0 tel que pour tout 
x e [xo - a; xq + a] c /, /(x) < f(x o). Comme / derivable en xo alors : 

• / est derivable a droite en xo done A')-/(*o) — > f'(x o). 

De plus, pour tout x e [xo;xo + a], /(x) < f(x o) et x > xo, done < 0. Par 

compatibilite avec la realtion d’ordre, f' d (x o) < 0. 

• De meme, / est derivable a gauche en xo et ■f U) -/ (x °) — > f'(x o) < 0. 

X X ° x—>x~ y 

• f d (x o) = fix o) = f g {x o) done 0 < /'(x 0 ) < 0, d’ou /'(x 0 ) = 0. ■ 

Remarques 

1. Si xo est une borne de I, on ne peut pas conclure. Dans l’exemple ci-dessous, / admet 
en a et b deux minima locaux mais f'{a) 4 0 et f (b) — 0. 

2. La reciproque du theoreme est fausse : si /'(xo) = 0, on n’a pas necessairement xo 
extremum local. Dans l’exemple ci-dessous, /'(c) = 0, mais / n’admet pas d’extre- 
mum local en c. Nous avons aussi le contre exemple de la fonction x i-» x 3 : sa derivee 
s’annule en 0 sans que 0 soit un extremum local. 



Theorems - Theoreme de Rolle 

Soit / une fonction continue sur [a, h], derivable sur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors 
il existe c e]a, b[ tel que f(c) - 0. 
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Demonstration 

/ est continue sur le segment [a, b], alors f([a, b]) est un segment c’est-a-dire qu’il existe 

r, s e [a, b] tel que f([a, b ]) = \f{r), f(s)]. 

Trois cas sont a detailler : 

• Si fir) — f(s) = f(a) alors / est constante et /' = 0 sur [a, b], done c = ^ convient. 

• Si f(s) > /(a) alors Vx e [a, b],f(x ) < f(s). f admet un maximum local en s et s ne 

peut pas etre une borne de [o, b] (car f(x) > f(a) = f{b)) done f'(s) = 0 : c = s convient. 

• Si f(r) < f(a ) alors Vx e [a, b ], fix) > f(r). f admet un minimum local en r et s n’est 

pas une borne de [a,b], done fir) — 0 : c — r convient. ■ 

Remarques 

1. Le reel c n’est pas unique comme le montre le premier dessin. 

2. L’hypothese de derivation est essentielle. Le second dessin propose le graphe d’une 
application continue mais non derivable au point realisant le minimum. De plus, en 
dehors de ce point, f est clairement non nulle ; ainsi, l’existence d’un minimum ne 
donne pas que la derivee s’annule si celle-ci n’est pas definie sur tout l’intervalle. 



Exemples 

1. x (x— I )(x-2) est continue et derivable sur R. En particulier, elle s’annule en 1 
et 2. Le theoreme de Rolle nous permet de dire que sa derivee s’annule sur ] 1, 2[. 

2. On sait que pour tout x e R, sin'(x) = cos(x) et cos'(x) = - sin(x). Le theoreme de 
Rolle nous permet de dire que sin s’annule entre deux zeros de cos et vice-versa. 


Accroissements finis 


Theoreme - Egalite des accroissements finis 

Soit / une fonction continue sur [a, b] et derivable sur \a, b[. Alors il existe c e]u, b[ tel 
que : 


fie) = 


fib) -fid) 

b — a 
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Remarque - Ce resultat peut se formuler ainsi : a toute corde, il est possible d’associer 
une tangente qui lui est parallele. En effet /'(c) est le coefficient de la tangente aC/ en 
c et est celui de la corde a C/ passant par les points de coordonnees (a, f(a )) et 


Demonstration 

Etudions la difference entre la courbe C/ et la corde associe sur [a, b] : 
g : [a, b] — > R 


fix) ■ 


m-fja) 

b — a 


( x- a )- f(a ) 


On obtient g(d) = gib) = 0, g continue sur [a, b] et derivable sur \a. h\ (car com- 
binaison lineaire d’ applications qui le sont). Le theoreme de Rolle donne qu’il existe 
c €]a, b[\ g'(c) — 0 = f'(c) - 1 c’est-a-dire : /'(c) = . ■ 


Theoremf - Inegalite des accroissements finis 

Soient / une fonction derivable sur un intervalle I et (a, b) e I 1 . 

• Si a < b et s’il existe m et M e R tels que, pour tout x e]o, b[, m < fix) < M, alors : 

m(b - a) < f(b) - f(g) < M(b - a). 

• S’il existe 0 tel que, pour tout x e I, \ f'(x)\ < k, alors : 

\fQ>) - /(a)| 4 k\b - a|. 


Exemples 

1 Pour tout x > 0, < ln(jc + 1) - ln(^) < i. 

En effet, pour x > 0, la fonction In est derivable (done continue) sur [x,x + 1], 
ainsi le theoreme des accroissements finis dit qu’il existe t e]x,x + 1[ tel que 
ln(x + 1) - ln(jc) = = ln '( f ) = 7 - 

OrsiO<x<t<x+l alors, 0 < < j < y d’ou le resultat. 

On remarque que cette configuration est similaire a la difference de deux termes 
consecutifs d’une suite definie explicitement (lei u n — ln(n)) : 
m„ + i - u„ = est un taux d’accroissement ! 

2, Pour tout x e R, | sin x\ < \x\. 

En effet, pour tout x e R+, sin est derivable sur [ 0, .t:|. De plus sin(0) = 0 et 
| sin' | = | cos | < 1. Ainsi la formule de l’inegalite des aerroissements finis donne 
| sin(^) - sin(0)| < \x - 0|. 

Le resultat s’etend sur R_ car sin est impaire. 
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Methode 1 Convergence d'une suite definie par u n+ 1 = f(u n ) 

• Situation : 

On considere un intervalle /, une fonction f : I — > R et une suite (u„) ne n dont les termes sont dans I. 

• Hypotheses : 

/ possede un point fixe { £ I, f est derivable sur I et il existe a £ [0, 1 [ tel que |/'| < a. 

• On en deduit une maj oration de type geometrique de | u„ - (\ : 

la formule de l’inegalite des accroissements finis donne pour tout n £ N, 

\u„+i -e\ = I f(u„) - f({)\ < a\u„ - i\ 

Par recurrence, on montre que pour tout n £ N, \u„ - i\ < ct n \uo - (\. 

• D’ ou la suite converge : 

a e [0, 1[, done a" — > 0 done a"|no - (\ — * 0. Par encadrement, u„ — » (. 


Exemple d'application 

Reprenons P exemple du chapitre 12 page 330 : pour tout n £ N*, u„ e [0, V2] et 

1 — Mn- 


Soit / : x i — i V 2 - x. f possede un seul point fixe e [0, V2]. 
De plus, / est derivable sur [0, V2] et \f'(x)\ = 


-1 


2 VIT 


1 


■ ^ 2 - V2 


Alors pour tout n £ N*, \u„+\ - 1 | < a\u n — 1 1, done pour tout n £ N*, \u„ 
car a « 0.65. 

Le theoreme d’ encadrement donne que (u „)„ e n converge vers 1. 


< a " l \u\ 


II — > 0 

n — >+cx3 



16.2.3 


La notion d'intervalle est es- 
sentielle : ces resultats de- 
viennent faux sur des reunions 
d'intervalles. En effet, la fonc- 
tion partie entiere est non 
constante, derivable sur R\Z 
et de derivee nulle. 

Garder aussi en tete I'exemple 
de la fonction inverse : sa de- 
rivee est strictement negative 
sur son domaine de definition 
R*, elle est decroissante sur R* 
et sur Rl mais pas sur R*. 


Applications 

Caracterisation des fonctions constantes 

Theoreme - Soient I un intervalle de R et / : I — > R, alors : 

/ est constante sur I <=> /est derivable sur I de derivee nulle. 

emonstration 

I => I Soit xo £ /, ix £ I\{x 0 }, on a - 0 — > 0. Done f est derivable en xq et 

1 1 X x->x 0 

/'(xo) = 0. 

f est derivable sur l’intervalle /, et \f'\ < 0 sur I. D’apres la formule de l’inegalite 
des accroissements finis, on a V(jc, y) £ I 2 : \ f(x) - f(y) \ < 0|.r - y\ = 0 done f(x) = f(y). 
La fonction / est constante sur I. m 

Monotonie des fonctions derivables 


Theoreme - Soient I un intervalle de R et / : / — » R une fonction derivable sur /, 
alors : 

1. / est croissante sur I <=> V.te /, fix) > 0, 

2. / est decroissante sur I <=> Vie I, f'(x) < 0. 
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Demonstration 

1-0 Si / est croissante sur I alors pour tout x < y elements de /, > 0 

Or / est derivable en ij. par compatibility avec la relation d’ordre, 

f(x)-fiy) £l/ , w n 
lim = fa(y) = f (y) > 0. 

x->y- x - y J 

Pour la borne de gauche eventuelle de /, on precede de meme avec y — > x + . 

| <= | / est derivable sur l’intervalle I ; l’egalite des acrroisements finis donne pour tout x 
et y € I, qu’il existe t e]x, y[ tel que : 

- f(t) > 0 o f{x) - fiy) < 0 car x < y. 

Ainsi, / est croissante sur 1. 

2. La fraction / est decroissante si et seulement si -/ est croissante done si et settlement 
si (-/)' = —f > 0 et done si et seulement si /' < 0. ■ 

Proposition - Soient I un intervcille de F*. et J line partie de I obtenue en retranchant 
un nombre fini de points a I. 

Soil f : I —* R wie fonction continue sur I et derivable sur J : 

1. si V x e /, fix ) > 0 alors f est strictement croissante sur I, 

2. siV x € J, fix) < 0 alors f est strictement decroissante sur I. 

Remarques 

1. f peut s’annuler et / etre strictement croissante. Exemple x t-> x 3 . 

2. Le plus souvent on aura I = [o, b] et J =]o, fi[\{xo). 

3. C’est ce resultat que Ton utilise pour dresser les tableaux de variations. 

Exemple 

La fonction x x 3 est strictement croissante sur R car elle y est derivable et sa 
derivee x t-> 3x 2 est strictement positive sur K* . 

Prolongement d’une derivee 

Theoremc - Prolongement d’une derivee 

Soient I un intervalle et a e I. Soit / : I — > R une fonction continue sur I et derivable 
sur I \ {a}. 

Si f admet une limite (, finie, en a alors / est derivable en a et fia) = (. 

Demonstration 

/ est continue sur I et derivable sur /\{a), alors pour tout x 6 l\{a\ le theoreme de 
l’egalite des accroissements finis donne l’existence de c x compris entre a et x strictement 
tel que -^-/w _ f( Cx f Or \c x - a\ < |x - a\ done c x — > a. 

x a x->a 

Par composition des limites fief) — > C done Ao-fin) _> £ y eS ( derivable en a et 

fia) = 1. ■ 

Exemple 

La fonction /:xh xe~ 3 est definie et derivable sur ]0, +oo [. Elle peut etre prolongee 
par continue en 0 par la valeur 0, notons g ce prolongement. Enfin, sa derivee, g' : 
x e » ( I + -4). tend aussi vers 0 en 0, la fonction g est done derivable en 0 et done 
sur [0, +oo [, et gf'(O) = 0. 
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Remarque - Ce theoreme est seulement une condition suffisante de derivabilite en un 
point : si /' admet une limite finie en xq, autrement dit, si f est continue en xq, alors / 
est derivable en xq. Cependant f peut exister en xq sans y etre continue. 


Void un contre-exemple : f(x) - 
/ est continue sur R et derivable sur 


0 si x = 0 


x 2 sin - sinon 


Etudions la derivabilite de / en 0 
Revenons a la definition en considerant le taux de variation : pour x e R* 


f(x) - f(0) 


0 


tv sin -I < |;t|, par encadrement, on a alors 


fix) -m 
0 


0. 


Ainsi / est derivable en 0, et /'( 0) = 0. 

• Considerons /' sur 1’ : r h 2a sin - - cos Le premier terme tend vers 0 en 0 mais 
le second n’a pas de limite. Ainsi, /' n’admet pas de limite finie en 0. 


Methode 2 Derivablite d'une fonction definie par morceaux 

Pour demontrer la derivabilite d’une fonction definie par morceaux : 

► on utilise les theoremes generaux sur chaque intervalle ouvert ou la formule definissant la fonction 
est la meme, 

► on fait une etude particuliere en chaque point de raccord : 

• soit par prolongement des derivees a gauche et a droite, si elles admettent la meme limite finie, 

• soit par le calcul des nombres derives eventuels a gauche et a droite (grace au taux d’accroisse- 
ment), et en prouvant qu’ils sont egaux. 


Exemple d'application 


Considerons / : x i 


' 1 - e x si x > 0 

2(1 - e x ) ■ Montrons que / est derivable sur I 

si a < 0 


V e x + 1 

• Sur R* : comme les fonctions 1 (constante) et exp sont derivables sur R* , par somme, / est derivable 
sur R* . 

• Sur R* : par combinaison lineaire de fonctions connues et derivables sur R* , les fonction x (-» 
2(1 - e x ) etx h e x + 1 sont derivables sur R* . De plus e x + 1 ne s’annule pas sur R* ; ainsi, par 
quotient, / est derivable sur R* . 

• Etude de la continuite en 0 : 

On a 1 

2(1 -e x ) 


■ e x — > 0 et /( 0) = 0 done / est continue a droite en 0. 

x— >0 + 


Et 


0 = /( 0) done / est continue a gauche en 0, done continue en 0. 


e x + 1 x->o- 

• Etude de la derivabilite en 0 : determinons 0) et f'( 0). 

Pour a > 0, /'(a) = —e x — > -1. Le theoreme de prolongement donne que / est derivable a droite 

x-^0 + 

en0et/j(0) = -1. 

Pour a < 0, /'(a) = 

(e + 1 y 

que / est derivable a gauche en 0 et f g { 0) = — 1. 

Comme f' d ( 0) = f'( 0) alors / est derivable en 0 avec /'( 0) = 

Conclusion, / est derivable sur R. 


-2e x (e x + 1) - 2(1 - e x )e x 


-4 

— > — = - 1 . Le theoreme de prolongement donne 

jc-»o- 4 


- 1 . 
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16.3 Derivees eucceeewee 


16.3.1 

Remarque - Done f m = f et 

f U) = r .' 


Definitions 

Definition - Fonction n fois derivable sur un intervalle. Derivee n-ieme 

• Soit / : I — » R. On dit que / est deux fois derivable sur I si / est derivable sur I et 
si f est egalement derivable sur I. On note f" la derivee de f et on l’appelle derivee 
seconde de /. 

• Plus generalement, on definit par recurrence la derivee n-ieme de /, notee f (n) . On pose 
/<°) =/. Pour n > 1, on dit que / est n fois derivable sur I si elle est n— 1 derivable sur 
I et si / (n_1) est derivable sur I. On note / (n) = (/ < "~ 1, y. 

Definition - Fonction n fois derivable en un point 

Soient / : I — > R et xq e I. On dit que / est n fois derivable en xo s’il existe s > 0 tel 
que / soit n - 1 derivable sur ].vo - £, xq + e[fi/ et si est derivable en xo. 

Definition - Fonctions de classe D", C n , C°° 

• On dit que / est de classe D n sur I si elle est n fois derivable sur I. 

On note D’\I) P ensemble des fonctions de classe 23” sur I. 

• On dit que / est de classe C" sur I si elle est n fois derivable sur I et si f n ] est continue 
sur I. On note C"(/) P ensemble des fonctions de classe C" sur I. 

• On dit que / est de classe C°° sur I si elle admet des derivees n-ieme pour tout entier n 
sur I. On dit aussi que / est indefiniment derivable sur I. On note C°°(/) P ensemble des 
fonctions de classe C°° sur I. 


Remarques 

1 . C°(I) est Pensemble des fonctions continues sur I. 

2. Si 0 < p < n alors C°° c C’\I ) c 23”(/) c C'd) c D P (I) 

Ces inclusions sont strides. 

0 si x = 0 , 

! ; k e 


La famille < x 


x k sin - sinon 
un ensemble mais pas dans le suivant : 
x i-» xsin i e C°(R)\23 1 (R-) x »-> x 2 sin i e 23 1 (R)\C 1 

x i-» x 3 sin - e C 1 (R)\2) 2 (R) x x 4 sin - € 23 2 (R)\C 2 ' 


donne successivement une fonction dans 


i etc. 


Exemples 

1. Les fonctions polynomiales, sinus, cosinus, exponentielle sont de classe Q’ 
R, et la fonction logarithme neperien Pest sur R* . 

2. En particulier, si /:ih x r avec r e N alors pour tout n e N, 

cos x si n — 4k + 1 


sur 


(. r-ri)\ " 

f M (x) - r! 

0 


si n < r 
si n = r et sin <n) (x) - 
si n > r 


- sin x si n — 4k + 2 
■ cos x si n — 4k + 3 
sin x si n = 4k 


On peut aussi montrer que sin ( ” (x) = sin 


• n \ 
sin x + n — . 
2 / 


3. Soit n e N* 
n + l)x““". 


, alors / : x e R* i-> x° est derivable n fois et f (n \x) — a(a- 1) . . . (a— 
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16.3.2 Operations sur les derivees successives 


Theoremf - Si / et g e £)"(£), A et // e R, alors Af + /jg e D"(I ) et fg e D"(I). De 
plus : 

(Af + = Af n) + pup* 

et la derivee n-ieme de fg est donnee par la formule de Leibniz : 


(fg) 


in) - 


k = 0 




Ak)g(n-k) 


Si de plus g ne s’annule pas sur /, alors j e £)"(£) et ^ e £)"(£). 


Corollaire-Soitn e N U {+oo). Si / et g e C n (I), alors f + g, Af, fg e C n (I). 
Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors ~ ^ C n (I). 


Coro aire - D"(i), C n (I) et C°°(I ) sont des R-espaces vectoriels. 


Exemple 


Considerons / : xh Les fonctions g : x i-» x 2 - 3 et h : x i-» 1 - x sont de 
classe C°° sur R\{1), done par quotient dont le denominateur ne s’annule pas, / aussi. 
Pour tout x e R\{ 1 ), fix) = —l — x + . 


/ 1 \(&) 

Une recurrence permet de montrer que pour tout k e N, ( jj ) = 

Ainsi f(x) = -1 + et pour tout n > 2, f M (x) = (1 _ 4 ' < ’ ) L 1 . 


Theorems - Soient / de classe '£)" sur I (resp. C’\ C°°) et g de classe £)" sur J (resp. 
C n , C°°) telles que /(/) c J. 

Alors go f est de classe £)” sur I (resp. C” , C°°). 

Method 3 Calcul d'une derivee n-ieme 


Voici les methodes courantes pour le calcul d’une derivee n-ieme : 

• Operation algebrique : si la fonction peut se decomposer en combinaison lineaire ou produit de 
fonctions dont on connait deja les derivees a tout ordre, alors il peut etre envisageable d’utiliser les 
operations algebriques sur les derivees successives et en particulier la formule de Leibniz. 

• Recurence : calculer les premieres derivees (trois ou quatre) ; conjecturer une expression ; enfin, 
demontrer l’expression par recurrence. 

Exemples d'application 

1. Considerons x i-> (x 2 + I )e x . Comme x h-> x 2 + i et exp sont de classe C°° sur R, alors leur produit 
Test aussi. L’expression des derivees A'-ieme des deux fonctions sont connues; ainsi, la formule 
de Leibniz donne pour n e N : 

n 

((xf + l)expv) ( ” ) = ^ (Dix 2 + 1)® exp (n_ L(x) 

/t=0 

= (x 2 + 1 ) exp .r + 2 nx exp x + nin - 1 ) exp x + 0 

k = 0 k=l k=2 k >3 
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Pour tout n e N, (( x 2 + 1) expx)*”' = (x 2 + 2 nx + n 2 — n + 1) expx. 

2. Par recurrence sur n e N, on etabli que x i-> exp(2x) et x t-> - sont de classe C°° sur leur domaine 
de definition et 


exp(2x) <n) = 2" exp(2x) et I - j = 


n !(-!)" 


16.4 Fonctione convexes 

16.4.1 Definition 

Proposition - Soient a et b deux reels tels que a < b. 

1. [a, b\ est V ensemble des reels de la forme (1 - t)a + tb — a + t(b - a) oil t parcourt 
[0, 1]. 

2. [a, b ] est l’ ensemble des reels de la forme Aa+pb ou A > 0 et p > 0 verifient A+p = 1. 

Proposition - Definition 

Si f est une fonction definie sur [a,b\ A le point du plan de coordonnees (a,f(a )) et 
B celui de coordonnees ( b,f(b )) alors le point du segment [ A,B ] ayant pour abscisse 
(1 - t)a + tb a pour ordonnee (1 — t)f(a) + tf(b). 

La portion de C /, la courbe representative de f, comprise entre A et B est appelee arc 
de f entre a et b, et le segment [A, B] est appele corde de cet arc. 

De plus V equation de la corde est y — ^ ^ \ x - a) + f(a). 

a — b 


.fib)' 



B 

(1 -t)f(a)+ tf(b) 


/ 




/ ' c f 


/((l -t)a+ tb) 




/(«) 


i 



a 

(1 — t)a + tb 1 



Definition - Fonction convexe. Fonction concave 

Soient I un intervalle et / : / — » R. 

• On dit que / est convexe sur I lorsque : 

V (x, y) e I 2 , V f e [0, 1], /((l - t)x + ty)^{ 1 - t)f(x) + tf{y). 

Autrement dit, une fonction est convexe si tout arc de sa courbe C / est au-dessous de sa 
corde, 

• On dit que / est concave sur I lorsque -/ est convexe, c’est-a-dire : 

V (x, y) e I 2 , V t e [0, 1 ], /(( 1 - t)x + ty)>{ 1 - t)f(x) + tf{y). 
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Exemples 

I I. Toute fonction affine est a la fois convexe et concave. 

2. La fonction x x 1 est convexe sur R. 

16.4.2 Ca rasterisations 

Theoreme - Caraterisation des fonctions convexes de classe C 1 

Soient / un intervalle et / e C 1 (/). On note C/ la courbe representative de /. Les asser- 
tions suivantes sont equivalentes : 

(i) f est croissante sur /, 

(ii) C f est au-dessus de ses tangentes, 

c’est-a-dire V(x, Xq) e I 2 , f(x ) > f(x o) + f'(xo)(x - xq), 

(iii) C f est au-dessous de ses cordes, 

(iv) / est convexe sur I. 

La courbe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangente et en-dessous de ses 
cordes, comme l’illustre la graphe ci-dessous : 


Cf 



Theoreme - Caraterisation des fonctions convexes de classe C 2 

Soient I un intervalle et f e C 2 (I). Alors / est convexe sur I si et seulement si f" > 0 
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Exemples 

1. exp est convexe sur R car exp" = exp > 0. 

En particulier, sa courbe est au dessus de sa tangente a 1’origine done pour tout 

x G R, e x > 1 + x. 

2. In est concave sur ]0, +oo[ car ln"(x) = -4 < 0. 

En particulier, sa courbe est en-dessous de sa tangente en 1 done pour tout x G 

R* , In x < x - 1 . 

3. La fonction sinus est convexe sur les intervalles de la forme [(2k - 1 )n; 2kn] et 
concave sur les intervalles de la forme [2kn, (2k + l)7r] ou k e Z. 


Methode 4 Comparaison affine 

Les fonctions affines sont des fonctions de reference ; dans de nombreuses situations nous sommes 
amenes a comparer une expression a une expression affine ou encore a positionner une courbe par 
rapport a une droite (par exemple une tangente). 

L’ etude de la convexite repond rapidement a cette problematique. 

Exemple d'application 

Pour tout x G |0, |J, < sin x < x. 

En efFet, sin est concave sur |(), 1 1, done au dessus de sa corde sur |(), 1 1 (d’equation y 

2x 

en-dessous de sa tangente en 0 (d’equation y = x), done — < sin(x) < x. 

71 



n 


16.4.3 


Remarque - En un point d'in- 
flexion, la courbe traverse sa 
tangente. 


Point ^’inflexion 

Definition - Point d’inflexion 

Soient I un intervalle, xo G / et / : I — > R. On dit que le point (xo,/(xo)) est un 
point d’inflexion de la courbe C/ de / lorsqu’il existe a > 0 tel que / soit convexe sur 
[xo - a, xo] ou sur [xq, xq + a] et concave sur V autre intervalle. 
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I Exemple 

Les points d’ inflexion de la courbe de sinus sont les points de coordonnees (kn, 0). 

Proposition - Soient I un intervalle et f e C 2 (/). Alors la courbe de f presente un 
point d’ inflexion en xo si et seulement si f" s’annule et change de signe en xq. 


Synthese 


5 avoir 5 

• Theoreme de Rolle, inegalite des accroissements • Formule de Leibniz 
finis . Definition et caracterisation de la convexite 

Savoir-faire 

Etablir la derivabilite d’une application en un point : 
en utilisant le taux de d’accroissement ou le theoreme 
de prolongement de la derivee. 

. Encadrement, inegalite en utilisant les accroisse- 
ments finis. 

Mots-cles 

. nombre derive, 

. taux de d’accroissement, 

. Rolle, 

. accroisements finis. 


© 


. derivee n-ieme, 
. convexite, 

. concavite. 


. Comparaison affine en utilisant la convexite 
. Calcul de derivee n-ieme : par recurrence, par la for- 
mule de Leibniz 
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Tests de connaissances 


16.1 Donner le domaine de definition et de derivabilite de 
x i-> ln(ln(x)), puis determiner sa derivee. 

16.2 Jusitifier l’existence des limites suivantes et les donner : 

l)lim tan (* + «)~ 1 2)|im ^«zl 

no x x-> f 3 x - n 

16.3 QCM 

1) Soit / : x 6 Ih 2g(2x) - g(x ) avec g derivable 
sur R. Alors pour tout x 6 R : 

a) fix) = 4g'i 2x) - g'(x), 

b) f(x) = 2^(2*) - g'(x), 

c) fix) = fix). 

d) fix) = 3 fix). 

2) Soit / definie sur R\{ 1 } telle que /' > 0. Alors : 

a) / est croissante sur ] 1, +oo[, 

b ) / est croissante sur R\{ 1), 

c) / est croissante sur ] — oo, 1[ et sur ]1, +oo[. 

16.4 Expliquer la difference entre fix) et / (3) (x). 

16.5 Vrai ou faux ? 

a) C 2 ([0, 1]) c D 2 ([0, 1]) 

b) D 2 ([0, 1]) c D 3 ([0, 1]) 

c) Sur R*, on a (j)' = < 0 ; ainsi la fonction in- 

verse est decroissante sur R*. 

d) Si /' est decroissante alors / est concave. 


16.6 Recherche de contre-exemples 

Pour chacune des affirmations suivantes, montrer 
qu’elle est fausse en donnant un contre-exemple. 

a) Si / est continue en 2, alors elle y est derivable. 

b) Une fonction convexe admet pour limite +oo 
en +oo. 

16.7 Donner le domaine de definition et de derivabilite de 
f : / i — > Arctan t + Arctan - . 

J t 

Simplifier P expression de / en considerant /'. 

16.8 

1) Donner la derivee 8-ieme de x i-> x 12 . 

2) Donner la derivee n-ieme de / : x i-» xexp(x). 

16.9 Soit / une application de classe C” sur R. Soit g de- 
finie par g = f ; de plus, on suppose qu’il existe F 
derivable sur R verifiant F' = /. 

Soit n 6 N*, exprimer en fonction des derivees succes- 
sives de / : g w et F {n) . 

16.10 Considerons l’application g \ x f - 3x 2 + 3x - 2 
qui realise une bijection derivable de R dans R. 

Quel est le domaine de definition et de derivabilite de 
sa fonction reciproque ? 

16.11 Une fonction de classe C 1 sur R et dont la derivee ne 
s’annule pas peut-elle etre periodique ? 


Exercicee d’application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 437. 

■ Derivabilite 

16.12 

Montrer que les fonctions suivantes sont derivables sur leur 
ensemble de definition et determiner leur derivee : 

f InO) . _ n 

f:x h x- ln(x) (EDHEC 2007) 

\ - 1 si x = 0 

{ x 2 e x 

— si x t 0 

j:xh 1 - e~ 2x 

( 0 si x = 0 

h : x i — > sin y/x - yfx. 


16.13 © 

Etablir Pexistence et la valeur des limites suivantes : 
/( 3x) - fix) 

1) / est derivable en 0 : lint 1 

j:— >0 X 

2) / est derivable en c 6 R : lim 'lllll — iZLll 

x — c 


16.14 © 

Calculer les limites suivantes : 
. 1 - sin(x) + cos(x) 

1) lim — 

X—* f sin(x) + cos(x) - 1 

2) lim(x-j) tan (x + g. 


16.15 

Sans justification, donner le domaine de definition, le do- 
maine de derivabilite et la derivee des fonctions suivantes : 
ax + b 

1 )/:xh avec a,b,c,d el et c t 0. 

cx + d 

2) o : xh (x 3 - 3X 2 + 5x + 2) 9 

3) A-x-lHE±^2 


4) r: xh yjcos (x) 

5) .t : x i — > ln(ln(ln(x))) 

6) ( : x h e x ln(sin(x)) 

7) u : x h tan(xy 

„ 3X 2 + 5x - 4 

8) » : r h — 

2x 2 + 3x - 2 
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■ Derivee d’une fonction reciproque 
16.16 

On sait que la fonction sinus realise une bijection de 
[—n/2,n/2] sur [-1,1]. On note Arcsin la bijection reci- 
proque associee. 

Donner le domaine de derivabilite de Arcsin et determiner sa 
derivee. 


16.17 

e x — e~ x 

Pour x 6 R, on pose fix) = . 

e x + e x 

1) Montrer que / adrnet une bijection reciproque g definie sur 
un intervalle / a preciser. 

2) Montrer que pour tout tel, f (x) = 1 - (fix)) 2 . 

Montrer que g est derivable sur I et calculer sa derivee a l’aide 
du resultat precedent. 

3) Retrouver la valeur de g' en explicitant la fonction g. 

■ Theoreme de Rolle - Accroissements finis 


16.18 

Montrer que pour tout x 3= 0, 


1 + x 2 


< Arctan x. 


16.19 

Soit a e]0, 1[. Montrer a l’aide des accroissements finis que 
pour tout n 6 N*. 

a a 

— « («+!)“-«“< — 


(n + 1) 

En deduire V equivalent suivant : ^ ~ — . 


16.20 

Soit / : R — > R une fonction derivable. Montrer que pour 
tout x e R* , il existe cel] tel que 

fix) ~ fi~x ) = x(f'(c) + f'i-c)). 


16.21 

1) Soit / derivable sur l’intervalle I, et (a, b) 6 I 2 . Montrer 
que si / s’annule en n points de [a, £>] alors /' s’annule en au 
rnoins n - I points de ]a, b[. 

2) Soit P un polynome de degre n ayant toute ses racines 
reelles. Montrer que P' a aussi toutes ses racines reelles. 


16.22 

Considerons la suite definie par «o 6 [0, 1] et pour tout 
n 6 N, u „ + 1 = cos (u n ). 

1) Montrer qu’il existe un unique reel l, point fixe de cos sur 
[0, 1], c’est-a-dire tel que cos(f) = l. 


2) Existe-t-il a e]0, 1[ tel que | cos' | < a sur [0, 1] ? 

3) Etablir que pour tout n 6 N, |w„ + i - (\ < a\u n - £\. 

4) En deduire que la suite converge vers t. 

16.23 ® 

Soit / une fonction derivable de R.+ dans R, a derivee decrois- 
sante. 

1) Montrer que pour tout x > 1, 

fix + 1) - fix) < fix) < fix) - fix - 1). 

2) En deduire que si / admet une limite finie en +oo alors /' 
tend vers 0 en +oo. 

3) La reciproque est-elle vraie ? 


■ Derivees successives 


16.24 

Montrer que pour n 6 N, 
ie x sin(x)) (n) = 2’i e x sin [x + 


16.25 

1) Etablir que / : jh ^ est de classe C“ sur ] - 2, +<x>[. 
Donner 1’ expression de sa derivee n-ieme. 

x 2 

2) Meme question pour g : x t-> . 

3) Meme question pour h : x i-» ln(2 + x). 


16.26 ® 

Considerons sur R* la fonction / :.vh ln(^:). 

Montrer que / est de classe C“ et determiner 

16.27 

Donner 1" expression de la derivee n-ieme de : 

1) / : x h Vl - Jf 

2) g : x i-» sin 2 (.r). 

16.28 

Soit n e IT\ a, b deux reels et / la fonction definie sur R par 
fix) = ix - a)'\x - b)". 

1) Soit j:x61h(j - a)" ; donner g ik) . 

2) Determiner f n> (v) a l'aide de la formule de Leibniz, 

3) Lorsque a = b, calculer f <n> (x) par une autre methode. 

4) En deduire que 
■ Convexite 

16.29 

Montrer que pour tout .t € [0, ^ [, tan(jc) > x et 
pour tout x e] - 7, 0], tan(.c) < x. 
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16.30 

Soit / : jc i — > I n (ln(x)). 

1) Donner le domaine de definition de /. 

2) Etudier la convexite de /. 

3) En deduire que pout tout a,b 6 Of : 

ln > V ln («) ln <W 

16.31 © 

Soit / une fonction bornee et de classe C 2 sur BL + , de derivee 
seconde positive. Montrer que / est decroissante. 

16.32 

Soit / la fonction definie sur R par : fix) = ln(l + x 2 ). 

1) Est-il possible de reduire le domaine d’ etude de / ? 

2) Etudier les variations de / et preciser les limites aux 
bornes. 

3) Determiner un equivalent de / au voisinage de +oo. En de- 
duire la nature de la branche infinie. 

4) Etudier la convexite de / et calculer les coordonnees des 
points d' inflexions eventuels. 


5) Tracer la courbe representative de / en precisant les tan- 
gentes en 0 et aux points d'inflexions. 

16.33 © 

Soit / une fonction convexe sur un intervalle I. 

1) Soient n > 2 et (x \ , . . . , x„) 6 l" ; montrer que : 



2) Application a la comparaison de moyennes : soient 
Xi,..., x„ des reels strictements positifs. 

Demontrer les inegalites m* < m g < m a < m q avec : 

xi + ■ ■ ■ + x„ l(x i) 2 + • • • + (x„) 2 

m a = , m q = J 

n V n 

n , a 

m h = T’ m s = • • • x ">" 

— +••• + — 

JCl x n 

(m a : moyenne arithmetique, m q : moyenne quadratique, m h : 
moyenne harmonique, m g : moyenne geometrique) 




rofondissement 


si x > 0 


16.34 d’apres EML 2007 S 

On considere 1" application 
( ln(l + x) 

f : x € R + I x 

\ 1 six = 0 

1) Montrer que / est continue sur [0; +oo[. 

2) On considere T application 

x 


X 6 J 


1 + X 


- ln(l + x). 


2.a) Montrer que / est de classe C 1 sur ]0; +oo[ et que, pour 
tout x 6]0; +oo[, f'(x) = 

2.b) Montrer que f admet — | comme limite en 0 a droite. 

On admettra que ln(l + x) = x - 4- + o^x 2 ). 

o z 

2.c) Demontrer que / est de classe C 1 sur [0; +oo[ et preciser 
/'( 0 ). 

2.d) Dresser le tableau de variation de A. En deduire que / 
est strictement decroissante sur [0; +<x>[. 

2.e) Determiner la limite de / en +oo. 

3) On considere T application 

"T Y 2 + ^ X 

B : jeR+h- — — + 2 ln(l + x) 

(1 + x) 1 


3.a) Montrer que / est deux fois derivable sur ]0; +oo[, et que, 
pour tout x e]0; +oo[, 

, B(x) 
f W = — j"- 

3.b) Dresser le tableau de variation de B. 

En deduire que / est convexe sur ]0; +oo[. 

4) Tracer Failure de la courbe representative de /. 


16.35 d’apres Ecricome 2004 S 

n 

On considere la fonction / definie sur T intervalle / = [0, — ] 

par f(x) = — . 

cos x 

1) Montrer que / realise une bijection de I dans un intervalle 
J que Ton precisera. On note / _1 la bijection reciproque. 

2) Donner sur le merne graphique Failure des courbes repre- 
sentatives de / et de / -1 . 

3) Justifier que pour tout x € J : 


cos (/ Vx)) = ^ et sin(/ ] (x)) 


1 

1_ V 1 ' 


4) Montrer que / 1 est derivable sur / \ { 1) et montrer que : 

1 


V.V E y \ {1} , (r l )'(x) . 


<y!x 2 - 1 
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16.36 d’apres EDHEC 2001 S © 

On rappelle que l’ensemble C 2 (R) des fonctions numeriques 
definies et de classe C 2 sur R possede une structure d'espace 
vectoriel sur R. 

On note E l’ensemble des fonctions ip de C 2 (R) qui verifient 
la relation (★) suivante : 

O) V x 6 R, i/>"(y) = (1 + x?)ipix). 

1) Montrer que E est un espace vectoriel sur R. 

2) Montrer que si u et v sont deux elements de E, alors u'v—uv' 
est une fonction constante. 

3) Soit / la fonction definie, pour tout reel x, par 

f(x) = exp|yj. 

3.a) Verifier que / est element de E. 

3. b) Soit g la fonction definie par : 

V x € R, g{x) = fix) f d \ 

Jo (fit )) 2 

Montrer que g est element de E. 

r x dt 

On admettra que x i-» I est derivable de derivee 

Jo (fit)) 2 

4. a) Soit h une solution de (★). Montrer, en utilisant le resul- 
tat de la deuxieme question applique aux fonctions h et /, que 
h est combinaison lineaire de / et de g. 

4.b) Montrer finalement que (/, g) est une base de E. 


16.37 Extrait EML 2011 S 

On considere, pour tout n e N, les applications 

c~ x 

f n : R — » R, — — , 

n\ 


L„ : R -» R, in e?J* a \x), 

ou designe la derivee n-ieme de /„. 

1) Calculer. pour tout xeR, Lq{x), Li(x), LxW- 

2) Montrer : 


V/7 6 N, Vx 6 R, 



3) En deduire que, pour tout n 6 N, L„ est une fonction poly- 
nomial dont on precisera le degre et le coefficient du terme 
de plus haut degre. 

4) Montrer : 


Vn 6 N, V.r 6 R, f' n+l (x) = f„(x) - f„ + i(x) 

5) En deduire : 

V« e N, V.y 6 R, L,' +1 (y) = L’ n (x) - L n (x) 

6) Montrer : 

Vn € N, Vy e R, /„+ i(y) = x) 

n + 1 

7) En deduire : Vn 6 N, Vy 6 R, 

( n + 1)L„+i(y) = yL'(y) + (n + 1 - x)L„(x) 
8} Etablir : Vn 6 N, Vy s R, 

yL"(y) - (y - 1)L' (y) + nL n (x) = 0 


Indications 


16.13 Mettre en evidence des taux d’accroissement. 

16.14 Mettre en evidence des taux d’accroissement. 

16.23 L" expression /( x + 1) - /( x) peut etre vue comme un 
f{x + 1) - fix) 

taux d’accroissement : ; . Utiliser l’egalite des 


accroissements finis. 


Y + 1 ■ 


16.26 Utiliser la formule de Leibniz. 

16.31 Raisonner par l’absurde en supposant / non de- 
croissante. Grace a l’egalite des accroissements finis, etablir 
l’existence d’une tangente a coefficent directeur strictement 


positif. La convexite de / permet de montre que / tend vers 
+oo en +oo. 

16.33 

1) Proceder par recurrence. 

2) La convexite de exp donne m g < m a ; celle de x i-» y 2 
donne w 2 < m 2 . Enfin m* < m g obtenu par changement de 
variable u, = — dans — < — . 

J Xj ma m g 

16.36 

4.a) u'v - mu' doit vous rappeler une formule connue. 





CORRIGES 


Derivation 


In est definie et derivable sur R* . Comme ln(x) > 
0 «=> x > 1, In est definie et derivable sur ] 1, +oo[ a valeurs dans 
R* . Par composition, x i-> ln(ln(.v)) est definie et derivable sur 
]l,+oo[. 

1 

Pour tout x > 1, ln(ln(x)) = . 

xln(.r) 

L" existence de la limite vient de la derivabilite de 
la fonction en un point. La valeur de la limite est donnee par le 
nombre derive en ce point. 

1) tan est derivable en | et tan = 1 done 


lim ■ 

»0 


tan ( x + |) - 1 


= 1 + tan' 


2) cos est derivable en | : 

2 cos(x) - 1 2 cos(x) - 




2 . 


3x - n 


2 cos(x) ■ 

3 x 


; (f) 


2 (1 T\ 2 . (7t\ VI 

— > - cos — = — sin — = 

3 \ 3 / 3 \ 3 / 3 


1) Reponse a). 

2) Reponses a) et c). La monotonie d'une fonction s’etudie sur 
un intervalle et non sur une reunion d’intervalle. 


Arctan est derivable sur R. t i-» j est definie et 
derivable sur R*. Par composition, / est definie et derivable 
sur R*. 

Pour t t o, fit) = 1 - + \-\ ) — ^ = 0. 

1 +t 2 \ t 2 ) ! +(I) 

Or /(l) = 2 Arctan (1) = et/(-l) = -§. 

La caracterisation des fonctions constante sur un intervalle 
n n 

donne/ R; = - et /[ R . = --. 


16.0 


1) X !-» jrx 4 . 

2) Comme g : x i-» x et exp sont de classe C°° sur R, alors pour 
tout n 6 N la formule de Leibniz donne pour x 6 R : 


f'Xx ) = ^ QcfXx) exp^W = (x + n) exp(x) 

k=0 


car g ^ = 0 si k > 2. 


16.9 


On a g (n) = {ff n) = f n+l) et F M = = / (n_1) . 


Les notations ont une signification relative au do- 
maine d'etude. Ici, en analyse, les applications sont a valeurs 
dans R. Ainsi : 

• l’exposant traduit l’ordre de la puissance : / 3 (x) = f(x) x 


f(x) x fix ) 

• l'exposant entre paratheses traduit l'ordre de derivation : 
f\x) = f"(x) 


Remarque - En algebre lineaire, les applications manipulent 
des vecteurs (pas de produit entre vecteurs, a priori), l’expo- 
sant traduit l’ordre de composition : f 3 (x) = (/ o f o f)(x) = 

fififix)))- 


16.5 


a) Vrai. Une fonction admettant une derive seconde continue 
est au moins deux fois derivable. 

b) Faux. Une fonction deux fois derivable n’est pas forcement 
trois fois derivable. 

c) Faux. R* n’est pas un intervalle. 

1 1 

Un contre exemple est : -2 < 2, pourtant — < — . 

d) Vrai si on est sur un intervalle. La notion n’a pas de sens 
si on n’est pas sur un intervalle. C’est une des caracterisations 
des applications derivables concaves. 


16.6 


a) Considerer / : x i-> \x - 2\. Continue sur R done en 2 et non 

derivable en 2 car f’( 2) = -1 1 = f(2). 

b) Considerer une application constante ou - In ou x h-» e~ x . 


g est un polynome done defini et derivable sur R. 
Pour tout x 6 R, g'(x) = 3(x - l) 2 > 0. Ainsi g est conti- 
nue et strictement croissante sur R done le theoreme de la bi- 
jection donne que g realise une bijection de R dans gfR) = 
] lim g, lim g[= R. 

— OO +CO 

Enfin, le theoreme de derivavilite de la fonction reciproque dit 
que g~ l est derivable en y 6 R, avec y = g(x) si g'(x) ± 0. 

Ici, g'ix) = 0 <=> .r = 1 et gi\ ) = -1 done g~ l est derivable sur 

R\{— 11 - 

Remarque - g a une tangente verticale en -1. 


La reponse est non. Si / € C*(R) alors f est conti- 
nue sur R. Ne s’annulant pas, f est de signe fixe (contraposee 
du theoreme des valeurs intermediaires) done / est strictement 
monotone. 

En particulier, si x t y alors fix) t f(y). 


Remarque - On peut utiliser le theoreme de Rolle : si T est 
une periode de /, alors pour tout x, fix) = f(x + T), done 
comme / est C 1 sur R, le theoreme de Rolle s’ applique et donne 
que pour tout reel x, il existe c x e|.t, x +T[ avec f'(x x ) = 0. 


16.12 


► Etude de / : 

• Sur R* : In est derivable (done continue) sur R* , x i-» x aussi. 
Par somrne x >-> x - In(jf) est derivable sur R* . Une etude ra- 
pide de x i-» x - ln(v) donne que pour tout x > 0, x - ln(.r) > 0, 
done x i-» x - ln(x) ne s’annule pas sur R* . Par quotient / est 
derivable sur R* . 
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■ Etude en 0 : considerons le taux d’accroissement, 


InW 

jt-ln(x) 


-(-i) 


1 


x - ln(x) *->o+ 


0 


Ainsi / est derivable (a droite) en 0 et /'( 0) = 0. 
• Expression de /' : pour x > 0, 


/'(-*) = 


±(x-ln(x))-ln(x)(l- i) i 


ln(x) 


Done /' i 


(x - ln(x)) 2 

' I - In (A) 

si x > 0 

(x - ln(x)) 2 

0 si x = 0 


(.v - ln(x))" 


► Etude de g : 

• Sur R* : exp est derivable sur R;rt-> -x et x i-> —2x sont de- 
rivables sur R*, done par composition x i-> e~ x et x c~ 2v sont 
derivables sur R*. De plus la fonction 1 (constante) et x x 2 
sont derivables sur R* ; alors, respectivement par produit et par 
somme, les fonctions x X'e~ x et i — »■ 1 — e~ lx sont derivables 
sur R*. Pour tout x t 0, on a 1 - e~ 2x t 0, done par quotient, g 
est derivable sur R*. 

• Etude en 0 : Montrons que g admet un developpement limite 
d’ordre 1 en 0. 


xr x 

— ~ — done 


Or lim 


1 - e~ 2x o 2x o 2 
xV* 


x 2 e x 
l-e~ 2x o 2 


x 

~ + o(x) 


, = 0 = g(0) done g(x) = \ + o(x). Ainsi g 

x ->o 1 _ e -2x J o 2 j 

admet un DLR 0), done g est derivable (done continue) en 0 et 
g'(0) = i. 

• L" expressions de g' sur R* : pour x t 0, 


g’(x) = 


e~ x (2x - X 2 )(1 - e- 2x ) - xre~ x 2e~ 
( I - e~ lx f 


I e-*(2x-A)-<!- 3 *(Zc+A) .. n 

TV , (l- e -2-r)2 S1 * * 0 

Done g : x i-» < 1 

[ ^ si x = 0 

► Etude de h : 

• Recherche du domaine definition (de continuite et de deriva- 
bilite) : 

La fonction x i-> xfx est definie, continue sur R + a valeurs 
dans R + et derivable sur R* . sin est definie et derivable (done 
continue) sur R done en particulier sur R+. Par composition, 
x i-» sin x[x est definie et continue sur R + et derivable sur R* . 
On ne peut encore rien dire sur la derivabilite de /z en 0 ! 

• Expression de la derivee sur R* : pour x > 0 , 


h'(x) = (cos( yfx) - l) 


• Etude de la derivabilite en 0 + : mettons en place le theoreme 
de prolongement de la derivee. 

Les equivalents usuels donnent : 

ew--L I .-js _* 0 

o+ 2 x/x \ 2 j o+ 4 t— » o + 


Ainsi, le theoreme de prolongement de la derivee donne que h 
est derivable en 0 et /z'( 0) = 0. Done h est derivable sur son 
domaine de definition R+ et 

^ (cos( x/x) - I j si x > 0 

0 si x = 0 


h' : x i 


1) La derivablite de / en 0 donne fix l_ f 0 IO) /'( 0). Ainsi, 


f(3x)-f(x) = /(3x) - /(0) + / (0) - /(x) 

X , /( 3x)-/(0j f(x)-f(0) 

3x - 0 x - 0 

Par composition et somme de limites finies, 

f(3x)-m 


x - 0 t— » o 


3/'(0) - /'(0) = 2/'(0) 


2) Posons x/(c ) - cf(x). 

Par operation algebrique, g est aussi derivable en c et g'(c) 
/(c) - cf'(c). On a : 


Xf(c) - c/(x) g(x) - g(c) 


X — C X->C 


1) Soit x au voisinage de | tel que x ± | : 

cos(jt)-0 sin(x)- 1 

1 - sin(x) + cos(x) *-§ ,v-f 

sin(x) + cos(x) - 1 smW-i + cos(x)-o 
x ~i x ~j 

Comme sin et cos sont derivable en 5 alors : 


• g'(c) = /(c) - c/'(c) 


1 - sin(x) + cos(x) 


■ sin(f) - cos(f) 


sin(x) + cos(.t) - 1 cos(^) - sin(^) 
2) Soit x au voisinage de | tel que x t | : 


= 1 


/ 



X - 

n 

4 

r 4, 

| tan + — j 

= sm^+-j 

cos (x + 

i) 


Comme x cos (x + est derivable en | et sin y est conti- 
nue : 

/ 7T\ ( jt\ sin(f) 

\ 4 ) tan ( A + 4 ) _ sir 


= -1 


■sin(f) 


1) / est definie et derivable sur R\j-^j et 

ad — be 

f :X ~— 1? 

2) g est definie et derivable sur R et 

g' : x i — * 9(3x 2 - 6x + 5)(x 3 - 3X 2 + 5x + 2) 8 

3) h est definir et derivable sur R\ { — 1 } et 

x- 2(1 + x)ln(|l + x\) , . «' 

h : x i— - : ien utilisant ln|iz| = — ) 

x J (l + x) u 
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4) r est definie sur U — ? + 2 for, 7 +2 far et derivable sur 

keZ L 2 2 J 

U 1— ? + 2for, s + 2*4 : 

itez J 2 2 1 

r' : x i— > - - sin(x)cos(x)“5 

6 

5) s est definie et derivable sur ]e, +oo[ et 

s' :jh 

x ln(x) Infln(x)) 

6) t est definie et derivable sur U 12for, (2k + 1 )tt[, 

keZ 

( cos(x) 

ln(sin(x)) H 

sin(x) 

7) u est definie et derivable sur 

{ x 6 R; tan(x) > 0) = U ]for, kn + |[, 


u' : x i-> tan(x)* ln(tan(x)) + x 


(1 + tan 2 (x)) 


tan(x) 

en utilisant que tan(x)* = e tln<tan,jr)) . 

8) v est definie et derivable sur R\{— 2, |) et 
x 2 - 4x - 2 


(2x 2 + 3x - 2) 2 


sin est derivable sur [-n/2,n/2]. Le theoreme de 
derivabilite d'une fonction reciproque donne que Arcsin est 
derivable sur [-1, l]\{sin(x);x 6 [-n/2,n/2\ et sin'(x) = 0). 
Pour x e [ — tt/2, tt/2], 

sin'(x) = 0 <=> cos(x) = 0 « x 6 {-n/2,n/2}. 

Done Arcsin est derivable sur 

sin (] - f> f [) =] - 1, 1[- 

• Expression de Arcsin ' : soit x e] - 1, 1[, 


Arcsin '(x) = 


1 


1 


sin' (Arcsin (x)) cos(Arcsin (x)) 


Comme cos(f) 2 = 1 - sin 2 (f), alors 

cos(r) = Vl - sin 2 (r) ou cos(r) = - V I - sin 2 (f). 

Determinons lesigne : x 6]— 1, 1[ done Arcsin (x) e]-n/2, n/2[, 
et done cos(Arcsin (x)) > 0. Ainsi : 


Arcsin '(x) = 


1 


1 


Vl - sin 2 (Arcsin (x)) V 1 - x 2 


1) Les fonctions xhP- e~ x et x h» c 1 + e~ x sont derivables 
sur R ; de plus, pour tout x 6 R, e x + e~ x t 0, done, par quotient, 
/ est derivable (done continue) sur R. 

Pour x 6 R, 

(e x + e- x f - (e x - e~ x f 4 


f + e ~ x ) 2 

De plus /(x) = $ x 


/v > 0 . 

(e x + e - 1 ) 2 

♦ 1 et de meme, /(x) = 


r X 


-1 


Ainsi, / est continue et strictement croissante sur R. Le theo- 
reme de la bijection donne que / realise une bijection de R sur 
/( R) =]-!,![= I. 


2) Pour x 6 R, 

_ (e x + e-*) 2 (e x - e- x ) 2 _ 2 

f A ( e x + e~ x ) 2 {e x + e~ x ) 2 ^ A 

Done pour tout x 6 R, /'(x) = 1 - (/(x)) 2 
Comme / est derivable sur R et que /' ne s'annule pas, le theo- 
reme de derivabilite d’une fonction reciproque donne que g est 
derivable sur I. Pour x 6 / : 

, . = 1 = 1 = 1 

9 x f'(g(x)) i - f(g{x)) 2 l - x 2 ' 

3) Recherche de l’expression de g : 

Soit x e R et y e / : 

y = /(x) ( e x + e~ x )y = e x - e~ x 

» e x (y - 1) = -(1 + y)e~ x 
multiplication par e x > 0 
« e 2x (y - 1) = -a + y) 

division par y - 1 ± 0 avec y ± 1 


x 


1 +y 
i -y 

1 

composition par In car si y e I, - 

1 +y 


i + y 


> o 


V- 


i -y 


l 


Ainsi, j:xs]-1,1[h — (ln( 1 + x) - ln(l - x)) (car 1 + x > 0 
et 1 - x > 0 pour x e I). 

On sait deja que g est derivable : pour x 6 /, 


g'(x) ■■ 


1/ 1 


2 \ 1 + x 1 — x / 1 — x 2 


Arctan est definie et derivable sur R. En particu- 
lier si x > 0, Arctan est derivable sur [0, x], L’egalite des 
accroissements finis donne l’existence de t e]0, x[ tel que : 
Arctan (x) Arctan (x) - Arctan (0) 

x x - 0 

= Arctan '(f) = f 

1 + t 2 

0 < 1 + t 2 < 1 + x 2 

o< 1 1 


Comme 0 < t < x 


Done 0 < 

x 


1 


1 + 1 2 


< 


1 +x 2 
< Arctan x 


1 +x 2 
Arctan (x) 

. Ainsi, mutipliant par x > 0, on 


1 + x 2 

Cette derniere relation est aussi vraie en x = 

Ainsi, pour tout x 6 R + , 7 < Arctan x. 

1 + x 2 


0. 


La fonction / : x i-> x° definie sur [1, +oo[ est de- 
rivable sur [1, +°o[. En particular, pour n 6 N*, / est derivable 
sur [n, n + 1], 

Pout x 6 \n, n + 1], fix) = ax" -1 . 

Comme a 6]0, 1[, a - 1 < 0, done f est decroissante sur R*, 
done sur [n,n + 1] : pour tout x 6 [n,n + 1] : a(n + l)"” 1 < 
/'(x) < an" -1 
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L'inegalite des aecroissement finis donne que : 


< in + If - n a < — 

( n + l) 1 '" n l ~ a 

► Soit k > 2, en prenant n = ketn = k- l dans l'inegalite 
precedente, on obtient en particulier : 

(k + \) a - k? « < k“ - (k - 1)“ 

k l ~ a 

Soit n > 2, en sommant ces inegalites pour k G [2, nj, nous 
identifions des sommes telescopique, nous obtenons : 

f j ik + iy-k°<f j £.<f j k°-ik-iy 


done ( n + l) a - 2" < 2 — ; — < n a - 1° 

k=2 kr~ a 

soit (n + 1)“ - 2 a + a < 2 77— < n “ - 1" + a 
k=\k' a 

n a 

V 

(n + If - 2“ + a ktik l ~ a a- 1 

ou encore < < 1 H . Comme 

n a n a n a 

a> 0, o, ^=1 — » 0, et = (l + — > T = 

n n—*+oo n n—>+oo n V n ) n _» +00 

1. Par somme de limites, les menbres de gauche et de droite 
tendent vers 1 quand n — > +oo. Le theoreme d'encadrement 

n a 

y — 

fc}~ a 

donne que — — * 1, e’est-a-dire : 


\ ' 1 n a 

k l ~ a a 


Avec * t 0, reecrivons l'egalite pour se ramener a 
la situation de l’egalite des accroissements finis : 

•' ; •/ vi -. n - c . 

x - 0 

Considerons la fonction cj : x 6 R i-» f(x) - f(-x) ; par compo- 
sition et somme, elle est derivable sur R et g( 0) = 0. L'egalite 
des accroissements finis applique a g sur [0, x] donne l’exis- 
tence de c e]0 x[ tel que g{. x) - g(0) = xg' (c) : ce qui est le 
resultat cherche. 


16.21 


1) Soit (x;); £ |[i,„] des racines de /, telles que a < X\ < Xj < 
• • • < x„ < b. Pour i 6 Jl; - 1J, on sait que / est derivable 
sur [a, b] done sur [jc,-; x,+i]. Le theoreme de Rolle sur [x,-; Xj+i| 
donne l’existence de t t e]x ; ;x i+ i[c [a,b] tel que /'(f ; ) = 0. Les 
f,- sont deux a deux differents, car appartenant a des intervalles 
deux a deux disjoints. Au final, les (?;); e |[i,n-i n sont n — 1 racines 
de /' dans [a, b], 

f s'annule au moins n— 1 fois dans [a, b\. 

2) Considerons les racines reelles de P et leur ordre de multipli- 
cite : Xi, X 2 , x p d’ ordre de multiplicite respectif a^, a 2 . 

p 

a p . Comme P est a racines reelles sur R, alors =n = deg P. 

k= 1 


En particulier, x\, X 2 , . . . x p sont racines de P' d’ordre de mul- 
tiplicite respectif aq - 1, ct 2 - 1 , • • • a p - 1 : on obtient ainsi n—p 
racines de P' . 

La fonction P s’annule en (x,j i£ p ?p ] ; ainsi, la demarche de la 
question 1) donne p — 1 nouvelles racines de P’ : (f,)iE[i, P -i n 
avec pour i e Jl, p - 1], t, 6 ]xg x i+ i [. 

Nous obtenons ainsi (n-p) + (p-l) = n- l racines reelles 
de P' comptees avec leur ordre de multiplicite. Or P' est de de- 
gre n— 1, done possede au plus n - 1 racines reelles. Ainsi, les 
racines de P' sont reelles. 


16.22 


1) Par somme d" applications derivables, / : x e [0, 1] 
cos(x) - x est derivable sur [0,1]. De plus f = - sin-1 < 0 
sur [0, 1], done / est strictement decroissante. Le theoreme 
de la bijection donne que / realise une bijection de [0, 1] sur 
1/(1), /(0)]. 

Comme /( 1) = cos(l) - 1 < 0 et /(0) = cos(0) = 1, alors 
0 G [/(l), /(0)] admet un unique antecedent, note (. cos admet 
done un unique point fixe sur [0,1]. 

2) cos' = - sin est decroissante sur [0,1], done pour tout 
x G [0, 1], cos' (A) G [- sin(l), 0], 

Posons a = sin(l) g] 0, 1[, alors | cos' | < a sur [0, 1], 

3) L'inegalite des accroissements finis donne que pour x,y G 
[0, 1] : | cos x - cos i/| < a\x - y\. 

Une recurrence rapide permet de montrer que pour tout iigN, 
U n 6 [0, 1], 

Alors, pour tout n G N, 

|«„ + i - t\ = | cos u„ - cos f| < a\u„ - f|. 

4) Une recurrence rapide permet de montrer que pour tout 
iigN: | u n - t\ < cPjwo - (\- 

Or a g] 0, 1[ done a" — * 0 et a"|«o - (\ — * 0. Par encadre- 

n — »+oo n— »+co 

ment, la suite (u„)„ e n converge et u n — » C. 


16.23 


1) Soit x > 1, / est derivable (done continue) sur R.+ done sur 
[x, x + 1] et sur [x - l,x], L'egalite des accroissements finis 
donne qu'il existe (t, t') g]x, x + l[x]x - 1, x[ tel que : 

(x + 1) - X x - (x - 1) 

f etant decroissante, on a : /'(f) < f'(x) < 

Ainsi, pour tout x G [1, +oo[, 

f(x + 1) - fix ) < fix ) < fix) - fix - 1). 

2) Si lim / = ( G R, alors 

+oo 

lim fix + 1) - fix) = lim fix) -fix- 1) = 0 

X— »+oo jc— »+ oo 

Le theoreme d’encadrement donne lim/' = 0. 

+oo 

3) La reciproque est fausse. Considerons la fonction x i-» 

1 

ln(.v + 1) derivable sur R+. Sa dertvee x i-» est decrois- 

X + 1 

sante et tend vers 0 en +oo, mais lim ln(.v + 1) = +oo. 

X— »4-oo 
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16.24 


Procedons par recurrence : 

Initialisation : Pour n = 0, 

2°e x sin(Y + 0) = e x sin(.t). 

Heredite : Soit n e N, supposons que 
(e x sin(Y)) w = 2ie t sin(x + n |) 

Alors ( e* sin(.v)) ( " +1) = (( e x sin(Y)) <,! ') 

= (2% e* sin(x + nfj) 

= 2%e x (sin(x + n|) + cos(y + 77 |)) 

= 2%e x V2(sin(Y + n|) cos(|) + cos(y + «|)sin(2)) 
car cos(f ) = sin(|) = 4= 

= 2T 1 e x sin(Y + (n + 1)|) 

La relation est verifiee au rang n + 1 . 

Conclusion, pour tout n 6 N, 

(e x sin(x)) ( " ) = 2?e x sin(Y + n.j). 


16.25 


1) / est une fraction rationnelle, done de classe C°° sur son do- 
maine de definition R\{— 2}, done en particulier sur ] - 2, +oo[. 
On calcule les premieres derivees jusqu'a pouvoir conjecturer 
la derivee d'ordre n : pour x > -2, 

-1 (—!)•(— 2) 


/'(*) = 


f"(x) = 


(2 + y) 2 
( — 1)-( — 2).( — 3) 


(2 + V ) 3 


/(3>W= (2 + x) 4 ■ 

On conjecture que pour tout n e ] 


f"\ x) = 


(— l)"w! 
(2 + y)" +1 


Une recurrence permet d’etablir le resultat. 

2) g est aussi une fraction rationnelle definie sur ] - 2, +<x>[, 
done de classe C" sur ] - 2, +00 [. 

4 

Pour x > -2, on a : g( y) = y - 2 h 

2 + x 

Y 2 + 4 X 

Ainsi, g'(x) = 1 + 4/'(y) = — — et 

(2 + y) 2 
4(-1V';j! 

pour tout n > 2, g M = 4 = r . 

F y J (2 + y)' !+1 

3) Comme In est de classe C“ sur R* et que yh 2 + y est de 
classe C°° sur ] - 2, +oo[ a valeurs dans R* , par composition, 
h e C°°(] - 2, +<x>[). 

De plus h’ = / done pour tout n > 1, 

fr(n) _ _ (-l)" _1 ( n - 1)! 


(2 + y)" 


16.26 


Soit « 6 N. In et <7 : y i-» y " -1 sont de classe C" 
sur R* ; par produit, / Pest aussi. 

Une recurrence rapide montre que pour tout k s N*. 
ln®(Y) = et g (k) = 0 pour k > n, done g (n) = 0, mais 

gin-k) . x ^ p 0ur 1 < k < n. 


D’apres la formule de Leibniz, pour x > 0 : 
f'Xx) = 2(*)ln®(Y^(Y) 

k = 0 


£=1 

(»-!)! 




y* (fc — 1) ! 

k 


y*“ 


k= 1 

formule du binome 


.^ ((1 + ( _ 1)r _ 1)= ^ 


Ainsi, / w : y i 


16.27 


(n-l)! 


1) On calcule les premieres derivees puis on conjecture la deri- 


vee d’ordre n : 

1 

2 


fix) = — 


vr 


f"(x) = - 


1 y i 

2 X 2 

(1 - y) 1+ 2 


I X 5 x I 


/ W w = - 

(1 - Y) 2+ 2 

On conjecture que pout tout n e ' 


/ W (Y) = - 


1 w 1 w 3 y 5 w ... V 2/12 
2 X 2 X 2 X 2 X X 2 


(1 - Y )"-2 


(1 - Y )"-2 

2t? - 4 


1 2 3 4 5 
- x x - x - x -x 

2 2.1 2 2.2 2 


2/7 - 


Done / w (y) = ■ 


2(77 - 2) 


(2?/ - 2)! 


3 2/7 

— x 


2(77 - 1) 


2 2 "-‘(n - 1)!(1 - y)"-J 


Le resultat se montre par recurrence. 

2) On linearise 77 et on utilise les fonctions usuelles. 
g(x) = sin(v) 2 = | (1 — cos(2y)) 

Pour n e N*. on sait (ou on redemontre) que 
cos (,i) (y) = cos(y + /tf). Une recurrence rapide donne que la 
derivee d’ordre // de x cos(2y) est x i-> 2" cos(2y + n^). 
Ainsi pour tout n 6 N*. g M = -2' 1_1 cos(2y + n^). 


16.26 


1) g est un polynome de degre n done de classe C°° sur R, et 
pour tout k 6 JO, //|, 

,n-k 1 1 1 k \, . ,.\n-k 


g (k) : X 


Pour k > n, g { ) = 0. 


^(Y- a r‘ = ^)(Y-ar 

m 
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2) Considerant un resultat similaire pour x i-» ix — b)'\ la for- 
mule de Leibniz donne pour f <n> (x) : 

i(lM>-“r\n-k)<{ n n _ k y x -b)* 

k = 0 

= ” ! ( k ) ( ' X ~ a ^"~ k ^ x ~ b ) k 

k = 0 


3) Lorsque a = b, f(x) = ix - a) 2 " done d'apres le travail fait 
en 1), /W(*) = «!( 2 ”)(x-a)". 

4) Ainsi, lorsque a = b, 2) et 3) donnent : 

n\ 2 (jfc) _ a) " = n '{~nY x ~ a) " 

k = 0 

Ce qui donne apres simplification : 



Notons que y = x est P equation de la tangente a la 
courbe de tan en 0. 

De plus, tan est de classe C 2 sur ]— |, f [ : 
tan' = 1 + tan 2 et tan" = 2(1 + tan 2 ) tan. 

Done tan" est du signe de tan : 

• sur [0, |[, tan" > 0 done tan y est convexe et done sa courbe 
est au-dessus de ses tangentes : en particular, sa demi tangente 
a droite de 0 : 

pour x G [0, f [, tan(x) > x. 

• sur ] - |,0], tan" < 0 done tan y est concave et done sa 
courbe est en-dessous de ses tangentes : en particulier, sa demi 
tangente a gauche de 0 : 

pour x g] - |, 0], tan (v) < x. 


16.3 0 


1) In est definie et de classe C 2 sur R* . Comme ln(.r) > 0 «=> x > 
1, In est definie et de classe C 2 sur ]1, +oo[ a valeurs dans R* . 
Par composition, / est definie et de classe C 2 sur Of =]1, +oo[. 

2) Pour tout x > 1, ln(ln(x))' = 
ln(x) + 1 


1 

x ln(x) 


, et 


/"(-*) = ■ 


<0 


(x ln(x)) 2 
done / est concave sur ] 1, +<x>[. 

3) Soit a, b g]1,+oo[; comme \ + \ 
concavite donne : 


l, la definition de la 


In In 


a + b 


1 


> — (ln(ln(a)) + ln(ln(Z?))) 

> In ^ Vl n ( fl ) ln(fo)) 

d'apres les propriete de In. Maintenant, appliquons la fonc- 
tion croissante exp aux deux membres de cette inegalite : 


In 


a + b 


> Vln(o) ln(i?) 


Ainsi, pour tout a, b G Of : 
( a + b 


In 


-y^ln (a) ln(6) 


Raisonnons par l'absurde et supposons que / n'est 
pas decroissante : ainsi, il existe x et y G R + tels que x < y et 

rn < fun- 

Comme / est derivable sur [x,y], alors l’egalite des accrois- 
sements finis donne l’existence de c G ]x,y[ tel que /'(c) = 

fUj) - f(x) > Q 


y — x 

L’equation de la tangente a la courbe de / en c est : 
y = f(c)(x - c) + /(c) avec /'(c) > 0. 

Done lim /'(c)(x - c) + /(c) = +<x>. 

x — »+oo 


On sait /" > 0, done / est convexe ; ainsi, sa courbe est au- 

dessus de sa tangente en c et done : 

pour tout x > 0, fix) > f(c)(x - c) + f(x). 

Le theoreme de comparaison donne lim / = +oo. 

+oo 


Ceci est contraire au fait que / est bornee ; ainsi Phypothese de 
depart est fausse et done / est decroissante. 


16.32 


. et f(—x) = fix) : f est paire, il 


1) Pour tout x G R, on a —x G 1 
suffit de l’etudier sur R + . 

2) x i-» 1 + x 2 est de classe C 2 sur R a valeurs dans [1, +oo| et In 
est de classe C 2 sur [1, +<x>[ ; par composition, / est de classe 

. Pour x G R + , 

2x 


C~ sur 

f\x) = 


>0 


1+x 2 

Ainsi, / est croissante sur I 
/( 0) = 0et lim / = lim / = 


L + (et decroissante sur R_). De plus, 
+oo. 


3) Pour x au voisinage de +oo : 

lnd+x 2 ) = \n(x 2 ) + ln(l + 4 -) 


Done fix) 


= 2 ln(x) + o(ln(x)) car ■ 
~ 21n(x) 

+oo 

2 ln(x). 


i n (i+^-) 


ln(x) 


f(x) 

Ainsi, lim / = +c» et lim 

+oo x — »+oo X 


,. 2 ln(x) 

: lim = 0. 

X — >+oo X 


Cf admet en +cx> une blanche parabolique de direction l'axe 
des abscisses. 

4) Calculons /" : pour x G R, 

rn , , 2(1 + x 2 ) - 2x(2x) 

f(x)= — 

La tableau de signe de /" est : 


2(1 ~ x 2 ) 
i 1+x 2 ) 2 



— OO —1 1 +oo 

/"(-*) 

- 0 + 0 - 


Done / est convexe sur [— 1, 1] et concave sur ] - <x>, -1] et sur 
[1, +oo[. Les points d' inflexions ont pour coordonnees (1, ln(2)) 
et (-1, ln(2)). 

5) L" equation de la tangente au point d'inflexion (1, ln(2)) est : 
y = x - 1 + ln(2) car /'( 1) = 1. 
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Derivation 


Celle de la tangente en 0 est : y = 0 car /'( 0) = 0 et /( 0) = 0. 
L" allure de la courbe est : 



16.33 


1) Procedons par recurrence sur n > 2 : 
Initialisation : soit (x\,x 
de la convexite donne : 


Initialisation : soit (x\ , X 2 ) e I 2 et i + i = 1, alors la definition 


/( A ‘ 2 * 2 ) < \ > + /(x 2 )) 

Heredite : soit n > 2, on suppose la propriete vraie au rang n. 
Considerons (xi,x 2 , ■ ■ ■ , x„+i) 6 I n+l . 

1 " 

Posons a = - y x,- e /, alors : 


— y 

n + 1 £-? 1 
1=1 


i=l 
n+1 \ 


n 1 

~ a + ~ x n + 1 

n+1 n+1 


D’apres la definition de convexite, on a : 

' 1 " +1 > n 1 

< r/(a) + 7/On+i) <★) 


- n+1 

^-y, 

n + 1 +-J 

1=1 


n+1" 


n+1" 


Or Phypothese de recurrence donne : 

( . n \ 

m = / 

V (=1 / " i= 1 

Remplafant cette inegalite dans (★), on obtient : 


/ 


- y + < - e 

n 4-^ n ^ 

=1 / i=i 

ette inegalite dans (i 

n+1 \ 1 n j 

t y Xi u — — - y /(x,) + ——f(x n+l ) 

1 x—t n + 1 x—i n + 1 

(=i / 1=1 


La propriete est verifiee au rang n+1. 

Conclusion, la propriete est vraie pour tout n > 2. 

2) Soient (xi, . . . , x„) e R* . 

► Montrons m g < m a : 

Comme exp" = exp > 0, alors exp est convexe sur R done : 
m g = (x,x 2 ■ ■ ■ x„)» = exp (- ln(x,x 2 • • • x„)| 


= exp 


- y ln(Xj:) 
n r~f 

v k= 1 / 

< - y exp(in(x*)) = - y 

17 >7 Z_J 


x* 


k=l 

Ainsi 7 w 9 < 7n„. 

► Montrons m a < m g : 

Comme ces nombres sont positif, il est equivalent de montrer 
m 2 < m 2 . Utilisons la convexite de x ++ x 2 sur R+. 

, _ 

„2 




m;, 


V fe=l / *=1 

Ainsi m 2 < tn 2 done m a < tw, car m a , m q e R* . 


► Montrons m h < : 

On sait que 0 < m g < m a done ~ ^ ^T' a ppliq ue cette 

inegalite a (i,^,...,^)e(R;)" : 

n 1 


m h = 


n 

vi (A 

U 


X — X • 

*1 * 2 


i) s 


< (x, X 2 • • • X„) « = 7W„ 


Ainsi 7W;, < m g . 


16.34 


1) • Montrons que / est de classe C 2 sur ]0, +00 [. 
x h 1 + x est de classe C 2 sur ]0, +oo[ a valeurs dans ] 1 , +oo[. 
In est de classe C 2 sur ] 1 , +oo[ ; par composition, x 1 — » ln( 1 + x) 
est de classe C 2 sur ]0, +oo[. De plus, x + t est de classe C 2 
et ne s'annule pas sur ]0, +oo[ ; par quotient, / est de classe C 2 
sur ]0, +<x>[. 

Ceci donne la continuite de / sur ]0, +<x>[, mais aussi repond en 
partie aux questions 2.a) (de classe C 1 sur ]0, +00 [) et 3.a) (de 
classe D 2 sur ]0, +oo[). 

• Etude de la continuite en 0 : pour x > 0, les equivalents usuels 

x 

donne : fix) ~ — ~ 1. Done lint / = 1 = f( 0), f est continue 
o+ x 0 + 0 + 

en 0. Done / est continue sur R + . 

2.a) On sait que / 6 C 1 (R+). Le calcul de la derivee donne en 

, , . . ,, . (u\ u'v-uv' 

utilisant la tormule de derivation 


/'(x) = 


+ — ln(l+x) 


(uV UV—U.V 

lenvation - = pour x > 0 : 

\v I v 2 


4-A(x). 


2.b) Au voisinage de 0 + , on a : 

— 1 ~ —x done 

1 + x 0 + 1 + x 

x - x 2 + o(x 2 ). 

De plus, ln( 1 + x) = x ■ 


1 — x + o(x) et 


1 + x 0 


^ + o(x 2 ) done : 


A(x) = x - 
0 


X + Tp + o(x 2 ) 


= -^+o(x 2 ) 


Done fix) = M = -\+oll) 


1 

'2 • 


2.c) / est continue sur R+, de classe C 1 sur R* et lim / = — — . 
Ainsi, le theoreme de prolongement de la derivee donne que / 
est derivable en 0 et f{0) = - i. 

En conclusion, / est de classe C 1 sur R + . 

2.d)A est derivable sur R + ; pour x > 0, 

A > (X ) = (1+2r )~ X _ J_ = X 

W (1+x) 2 1 + X (1+x) 2 

Ainsi A'(0) = 0 et pour x > 0, A'(x) < 0. 

De plus, A(0) = 0 et limA = — 00 . 

+OO 

Le tableau de variation est : 



0 +00 

A' lx) 

0 - 


0 

A(x) 

\ 


— CO 
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• Comme /' est du signe de A alors pour x > 0, fix) < 0 ; 
done / est strictement decroissante sur R + . 

2. e) Pour x > 0, on a : 

ln( 1 + x) ln(x) ln (l + 1 ) 
fix) = — = — + — - — » 0 + 0 = 0 

XXX x->+°° 

Seul le premier terme donne une forme indeterminee qui est le- 
vee par croissance comparee (ln(x) = o(x)). Done lint / = 0. 

oo +oo 

3. a) On sait que / 6 D 2 (R*). Le calcul de la derivee de /' 
donne pour x > 0 : 

„„ , A'ix)f - 2xA(x) 1 , 

/ (x) = - = ^B(x). 

3.b) B est derivable sur R + ; pour x > 0, 

, (6x + 2)( 1 + x) 2 - 2( 1 + x)(3x 2 + 2x) 2 

BW = - IT 1 — 

2x 2 

Done B’ix) = 

(1 + x) 3 

Ainsi B'( 0) = 0 et pour x > 0, B'ix ) > 0. 

De plus, B( 0) = 0 et lim5 = +oo. 

+ CO 

Le tableau de variation est : 



• Comme f" est du signe de B alors f" > 0 : / est convexe 
sur R* . 

4) Allure de la courbe de / : 

L" equation de la tangente a 1’origine est y = - jx + 1. 



16.35 


1) cos est derivable et ne s’annule pas sur / = [0, |j done, pas- 
sant a l’inverse, / est derivable sur I. 

sin(x) 

Pour x 6 I, fix) = j— . 

cos z (x) 

On a f'iO) = 0 et pour x 6 jo, |J, fix) > 0. Ainsi / est 
continue et strictement croissante sur /, le theoreme de la bi- 
section donne que f realise une bisection de / dans J = fil) = 

[/(0),/(f)] = [1, V2], 


2 ) 



3) Pour x e J, cos (f *(x)) = ; = 

^ ' fif-\x)) X 

On sait que sin 2 = 1 - cos 2 done sin(x) = ^/l — cos 2 (x) ou 
sin(x) = - -\/l - cos 2 (x). Determinons le signe : 

Comme x 6 J, / _1 (x) G I. Or sin 3* 0 sur I done : 

sin(/-'(x)) = Vl - cos 2 if-\x)) = Jl - L. 

Done pour tout x G J, 

cos(f~\x)) = i et sin(/ _1 (x)) = 

4) / est derivable sur I , fix) = 0 <=> x = 0 et /( 0) = 1. Le 
theoreme de derivabilite d'une fonction reciproque donne que 

est derivable sur y\{ 1 }. De plus, pour x G J\jl), 

1 = cos 2 (y^~ 1 (x)) 

fif- l ix)) sin if-Hx)) 


^/TTT xxff—l 

Done (/ _1 )' : x G y\{ 1 } s-> — ^ 

x Vx 2 — 1 


16.36 


1) • E est un sous ensemble de C 2 (R). 

• E est non vide car l’application nulle verifie (★). En effet, si 
/ est la fonction nulle, alors Vx G R, fix) = fix) = 0, done 
fix) = (1 + x 2 )/(x). 

• Soient / et g 6 E, a et /? G R. Pour x G R : 
iaf + /3g)"ix) = af"ix)+ pefix) 

car la derivation est lineaire 
= a(l + x 2 )/(x) +V3(1 + x 2 )gix) 
car f,g 6 E 
= (1 + x 2 )iaf + /3g)ix) 

Done af + fig G E. 

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de C 2 (R), done un R- 
espace vectoriel. 
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Derivation 


2) Soient u, v £ E ; en particulier, u, u', v, v' sont de classe C 1 
sur R et done u'v-iw' est aussi de classe C 1 sur R : pour x 6 R, 


(u’v - uv')'(x) = u"(x)v(x) + u'(x)v'(x) - u'(x)v'(x) - u(x)v"(x ) 
= (1 + x 2 )i i(x)v(x) - (1 + x 2 )u(x)v(x) = 0 

car u, v e E. 

La caracterisation des fonctions constantes sur un intervalle 
donne que u’v - uv’ est une fonction constante. 

3.a) x i-> “y et exp sont de classe C 2 sur R. Par composition, 
/ 6 C 2 (R). Pour x 6 R : 

f(x) = xexp|yj et 

f"{x) = exp|^-j (1 + x 2 ) = (1 + x 2 )/(x). 

Done f e E. 

3.b) / est de classe C 2 sur R et ne s’annule pas. w : x i-» 

r at i , 

I 7 de derivee est done aussi de classe C" sur R 

Jo (/(f)) 2 f 2 

puisque sa derivee est elle-meme de classe au moins C 1 . 

Par produit, g e C 2 (R). Pour x e R : 

g'(x) = /'(x)ui(x) + = /'(x)ui(x) + — et 

fix) f(x) 

, s „, , , , , fix) fix) 

gi x)= fi xM x) +m - m 

= f"(x)w(x) = (1 + x 2 )f(x)w(x) Donc 9 6 E - 


= (1 + f)g{x) car / 6 E. 

4.a) Comme het f e E alors d’apres 2), il existe a e R tel que 


h'f - hf = c, ou encore 


h’f - hf a 


(car f 2 ne s’annule 


f 2 f 2 

pas sur R). 

Ces applications sont continues ; en considerant une primitive 
des deux membres de l’equation : 
h 

il existe 6 R tel que — = aw + fi. 

Multipliant par /, on obtient : 
h = afw + Pf = ag+Pf. 

Ainsi h est une combinaison lineaire de / et de g. 


4.b) La famille {/, gj est libre dans E ; en elfet, f,g e E d’apres 
3), sont non nulles et g = fw avec w une application non 
constante puisque de derivee non nulle. 

Comme E est un R-espace vectoriel et / et g 6 E alors, 
Vect(j)/, g) c E. De plus, d'apres la question 4.a), on a 
E c Vect(j)/, g), donc {/, g) engendre E. 

Enfin, {/, g) est une base de E. 


16.37 


1) L„(x) = e*jf\x) = e'fo(x) = 1 


Remarque - On peut prendre le temps de verifier ces cal- 
culs en utilisant la question 8), et constater que Ton a bien 
L\{x) = xL' 0 (x) + (1 - x)Lo(x) et 2 L 2 {x) = xL\{x) + (2 - x)Li(x), 
ou bien a partir de la question 2) directement. 

2) Derivons n fois l’application x x"e~ x a l’aide de la for- 
mule de Leibniz : e’est le produit de g„ : x>-> x" et /i:ih e~ x 
qui sont de classe C" sur R, donc pour tout reel x, on a 

i9» X ht\x) = g i^g { r k \x)h (k \x) 


Or, h (k> {x) = (— l)*c * pour tout entier naturel k, et gj 1 (x) = 

Yl\ _ 

x"~ J pour tout entier j s [[0, nj (g„ (x) = 0 si j > n), 

in- j)\ 

donc comme 0 < k < n, on a 0 < n - k < n, donc 

(n—k), , tt! l 

9n (X) = J jX k . 

En reportant, on trouve 

(x”e- x ) <n) - g |”J^(-1)V/ et donc 


L „(x) = e -(x"e- x ) M = ^ 


3) L’ecriture ci-dessus montre que L„ est une combinaison li- 
neaire des applications x i-» x k pour k entier naturel, donc e’est 
une fonction polynomiale. 


De l’ecriture, on deduit directement que deg(L„) < n. Pour af- 
firmer l'egalite, il faut verifier que le coefficient de X" est non 
nul. Or le monorne ou apparait X " est le terme k = n de la 


somme, donc le coefficient de X" est 
bien non nul. 


(-iy 


(-1)” 


qui est 


Donc deg(L„) = n, et son coefficient dominant esi . 

n\ 

4) Soit n 6 N. La formule de derivation d'un produit donne : 

Vx 6 R, 


1 

+ : 

n + 1 


f' +l ix) = T ((« + I)* - * - x" +1 e~*) 


1 


(ft + 1 ) ! (n + 1)! 

= fix) ~ f n+ l(x) 

n + 1 1 

en utilisant que = — pour n € N. 

4 (n + 1)! n\ F 
5) Soit n 6 N. Pour tout reel x, 

K + iW = (expx/^JJ'Cx) 


-X n+1 ^ 


L\(x) = e x f[(x) = e x (xe~ x Y = e x (e~ x - xe~ x ) =\-x 
L 2 (x) = e x f"(x) = e x j = -fi 2 Xe ~ x ~ x 2 e~ x )’ 

= — (2e- x - 2xe~ x - 2xe~ x +x 2 e~ x ) = -(2 - 4x + x 2 ) 
2 2 


eVt:f(x) + e x C 2 \x) 
E„+iix) + e x f n l +2 \x) 


et de meme, L(,(x) = L„(x) + e x f! l " + '\x). 
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Done, pour tout reel x, L' n+1 (x) - L' n (x) + L„(x) = L„ +i (x) + 

Or, si on derive 77+ 1 fois l'egalite de la question 4) (on ale droit, 
car e’est une egalite entre fonctions), on a pour tout reel x, 

^:fw=/„ (n+l) w-/„ ( :; 1) w 

ce qui se reecrit en 


e*f£ 2 \x) ~ e x f n n+1 \x) = -L n+ i(x). 

En reportant, on a bien que pour tout reel x , 

L' n+ l(x) - L n ( X ) + L n(x) = 0 

ce qui est l’egalite desiree. 

6 ) V/7 e N, Vjc e R, 

x x x n e~ x (x x x")e~ x 

f„{x) = r x ■ 


n + 1 


n + 1 

x" +1 e~ x 

(77 + 1 )! 


n\ (n + 1) x /?! 

= fn + tW 


7) Derivons 77+ 1 fois l'egalite de la question precedente (on a le 
droit, car e’est une egalite entre fonctions). On note g\ : x i-» x. 
Pour x 6 R, 


C\ l \x) = 


1 


(n + 1) 

Utilisons la formule de Leibniz : 

n+i 

(91 = 2 


(gi X fn) in+1 \x) 


77+1 

k 


Jk) f(n+l-k ) 

y\Jn 


Or, pour tout reel x, g\ (x) = 1, done g (k) = 0 si k > 2. Dans la 
somme, il ne reste done que les termes pour k = 0 et k = 1. On 
a alors 


(g 1 x /„) ( " +1 V) = xfi" +1 \x) + (77 + !)/«(*) 


En divisant par n + 1 et en multipliant par e x , on obtient : 

L ll+ i(x) = — -e x f^ n+1 \x) + L„(x) 

n + i 

Or, onavua la question 5) que pour tout reel x, 

L’ n {x) = L„{x ) + e x ji" +1) (x). En reportant : 

X 

k !t i l (a ) — ~ ( k fl ( X) — k n ( X ) ) + l- rl ix ) . 

77+1 

En multipliant par 77 + 1 et en rearrangeant les termes, on obtient 
bien que pour tout reel x , 

(77 + l)L n+1 (x) = xL' n (x) + (77 + 1 - x)L„(x ) 

8) Derivons l’egalite de la question precedente (on a le droit, 
car e'est une egalite entre fonctions). Pour tout reel x, on a 

(n + l)i' + iW = K(x) + xL" (x) - L n (x) + (77 + 1 - x)L’ r (x) 

Or, a la question 5), on a montre que L' +1 = L’ n - L„, done en 
reportant, on a 

(n+l)(L' n (x)-LJx)) = L' n {x)+xL'^{x)-L n (x)+{n+\-x)L' n (x) 
En regroupant les termes entre eux, on obtient 

xL"(x) + (1 - x)L'(x) + nL n (x) = 0 
qui est bien la formule desiree. 
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Introduction 

La notion d’integrale a ete developpee pour delink et calculer l’aire d’une portion 
du plan delimitee par la courbe d’une fonction. Pour construire l’integrale, on part 
done de fonctions simples pour lesquelles on sait calculer cette aire : ce sont les 
fonctions en escalier. On definit ensuite I'integrale des fonctions continues sur un 
segment grace a un processus d’ approximation par des fonctions en escalier. Les 
sommes de Riemann etudiees dans le paragraphe 17.2.2 permettent de bien com- 
prendre cette approximation. 

Les integrates des fonctions continues sur un segment ayant ete definies, il reste a 
determiner des outils permettant de les calculer. A cette fin, on met en evidence le 
lien entre integrate et primitive. Ce lien est double : d’une part, l’integrale d’une 
fonction continue peut se calculer a l’aide d’une primitive de cette fonction ; d’autre 
part, l’existence de primitives pour toute fonction continue se demontre a l’aide de 
1’ integrate. Deux autres methodes de calcul d’ integrates sont egalement etudiees 
dans ce chapitre : l’integration par parties et la formule de changement de variable. 


Objectifs 

• Definir I'integrale d’une fonction continue sur un segment. 

• Enoncer les proprietes de 1’ integrate. 

• Introduire la notion de primitive et etudier ses liens avec I'integrale. 

• Mettre en place L integration par parties et le changement de variable. 

Prerequis 

• Etude locate des fonctions. 

• Etude globale des fonctions. 

• Derivation. 


17.1 Construction de I’integrale sur un segment 


Dans cette partie, a et b designent deux reels tels que a < b. 
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17.1.1 


© 


Integrate dee fonctions en escalier 

Definition - Fonction en escalier 

Soit / : [a, b] — > R. On dit que / est une fonction en escalier lorsqu’il existe une famille 
de reels (xo, x\,...,x n ) tels que : 

(i) a = x o < Xi < . . . < x n -i < x„ = b, 

(ii) la restriction de / a chaque intervalle ]x k ,x k + 1 [ est constante, autrement dit il 
existe (do, A \, . . . , d„_i) e R" tel que : 

y ke [0, n - 1], Vx e\x k ,x k +\[, /(x) = A k . 

Une telle famille (xo, Xi, . . . , x„) est appelee subdivision de [a, b] adaptee a /. 

On note £([o, b\) l’ensemble des fonctions en escalier definies sur le segment [a, b]. 


y 


* 


Xo 


9~ 


< 

t 


? C 


X,1 X,2 

D * 


x 3 


Graphe d’une fonction en escalier 


— t — > x 

X 4 


Definition - Integrale d’une fonction en escalier 


Soit / e &([a,b]), (xo, Xi, . . . ,x n ) une subdivision de [a,b] adaptee a / et 
(do, di, . . . , d„-i) les valeurs prises par / sur les intervalles ]x>, x k +\ [. On appelle inte- 
grale de / sur [a, b\ le reel : 



A k (yX k + 1 X k ). 


Remarques 


1. t est une variable muette. Ainsi : 


fit) dt= T f(s) ds = r f(u) du : 

Ja Ja Ja 


2, Dans le cas ou / est la fonction constante sur \a, b] egale a d, on a : 


I 


f(t) dt = A(b - a). 


r h 

Interpretation geometrique - I fit) dt est la somme des aires algebriques des rec- 

Ja 

tangles delimites par le graphe de /, les aires des rectangles situes au-dessus (resp. en 
dessous) de l’axe des abscisses etant comptees positivement (resp. negativement). 
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+ 
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17.1.2 Integrate des fonctions continues sur un segment 


Proposition - Definition - Integrate d’une fonction continue sur [a, b] 

Soil f une fonction continue sur [a, b]. Notons : 

6 + (/) = £ (la, b]) | Vx e [a, b], g(x) > fix)) 

£-(/) = {?e £([«, b]) | Vx € [a, 6], g(x) < /(x)} 

nb r*b 

Alors les ensembles [ I g{t)dt \g e £+(/)} et { I g{t)dt \g e £-(/)} admettent res- 
J a Ja 

pectivement line borne inferieure et une borne superieure. De plus ces deux homes sont 
egales. 

r b 

Cette valeur commune est appelee integrale de f sur [a, b\ et notee I fit) d t. 


Interpretation geometrique - L’ integrale de / est l’aire algebrique de la portion du 
plan delimitee par le graphe de /, la partie situee au-dessus (resp. en dessous) de l’axe 
des abscisses etant comptee positivement (resp. negativement). 

fix) 


> X 


Definition - Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle 


Si / est continue sur [a,b], on appelle valeur moyenne de / sur [a,b\ le reel : 

i r b 

7 f(t)dt. 

b-a J a 



Remarque - La valeur moyenne m 


= j_r 

b~a J a 


f(t) dr est telle que / et la fonction 


constante egale a m ont la meme integrale sur [a, b\. 
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Definition - Extension au cas ou b < , 


. Si b < a et / continue sur [b, a \ , on pose I fit) dt = - I fit ) dr. 


J r*b r*a 

f(t)dt = - f 
a Jb 


• Si b = a et / definie en a , on pose I f(t) d t = 0. 


f- 


17.2 Proprietes de I’integrale sur un segment 

17.2.1 Proprietes elementaires 

Theoreme - Soient / et gr deux fonctions continues sur l’intervalle /, (A,fj) e R 2 et 
(i a,b,c ) e / 3 . 

J c*b r*b r*b 

(d/(r) + t-igit)) dt - A I /(r) dr + /j I g(r) dr. 

n Ja Ja 

J r*b nc r'b 

fit ) dr = I fit) dt + I /(r) dr. 

a Ja Jc 

r h 

• Positivite : si a < b et si lx e |«, b], fix) > 0 alors I fit) dr > 0. 

Ja 

J r*b r*b 

fit) dr < I git) dr. 

a Ja 

/7\ • Si a > b et si Vx e [b, a], f(x) ^ 0 alors f f(t) df<0. 

3 

• Si a > fa et si Vx e [fa, a], fix) < g(x) alors I f{t)dt> I git)dt. 

Ja Ja 

Theoreme - Inegalite de la moyenne 

Soit / continue sur [a, b] ouo < b alors : 

f fit ) dr < f |/(r)| dr < (Z? - o) max |/|. 

Ja Ja [“•*] 

, \ Si a > fa, on prendra soin de « remettre les bornes de I'integrale dans le bon ordre ». Comme 

f f(t)dt = - f f(t) dt, on ecrira : 
da Jb 


f(t)dt|= f f(t)dt| < |f(t)|dt < (a - fa) max|f|. 

Ja dfa Jb [b,a] 


Theorems - Stricte positivite 
Si / est continue et positive sur [a, b] ou a < b, alors : 


f 

Ja 

f 

Ja 


fit) dr = 0 <==> / est nulle sur [a, b]. 


fit)dt > 0 <==> / est non nulle sur [a, b]. 
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17.2.2 


Ce dernier theoreme, bien que tres utile, n’apparait pas explicitement au programme 
officiel. Pour cette raison, nous en donnons une demonstration a l’exercice 8 qu’il faut 
imperativement savoir refaire. 

Remarque - On rappelle que : 

• / non nulle sur [a, b] signifie qu’il existe x e [a, b] tel que fix) + 0, 

• / ne s’annule pas sur [a, b] signifie que, pour tout x e [a, b], f(x) + 0. 


Sommes de Riemann 


Definition - Somme de Riemann 


Soit / continue sur [a, b\ et n 6 N* . On appelle sommes de Riemann de / sur [a, b] les 
quantites suivantes : 


1 n 

s.=—Y,f 

k= 1 


n 


a + k 


b — a 


et T„ = 


b — a 


n - 1 

2/ 

k = 0 


a + k 


b — a 


Interpretation geometrique - S„ et T„ peuvent etre interpretees comme des sommes 
d’aires algebriques de rectangles (les rectangles au-dessus de l’axe des abscisses sont 
comptes positivement ; les rectangles en dessous sont comptes negativement). Dans le 
. . b — ci 

graphique ci-dessous, on a pose : h = et x^ — a + kh de sorte que S„ — > hf{xk). 

n k= 1 



Theoreme - Convergence des sommes de Riemann 

Si / est continue sur [a, b] alors les suites (S„)„ e N* et (T„)„ € n* definies ci-dessus 


convergent vers 


f 


Exemples 

1. La fonction / : 1 1 -» r 4 est continue sur [0, 1 ] done : 

n ,4 i n , 

yL = iy/(l) _ (V d , 

rP n f-f v n ' «-*+<» J 0 


k=\ 


2. La fonction g : 1 1 -> 


1 + t 


est continue sur [0, 2] done : 


y 1 _ 1 2 y (2k\ 1 f 1 

n + 2k 2 n n ' «-»+ <» 2 J 0 1 + t 
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Remarque - Cette definition 
est coherente avec la relation 
de Chasles. 


Extension aux fonctions continues par morceaux 

Definition - Fonction continue par morceaux 

Soit f : | a, b] — > R une fonction. On dit que / est continue par morceaux sur [a, b] 
lorsqu’il existe une famille de reels (xo, x\, ■ ■ ■ , x„) tels que : 

1 . a = x o < Xi < ... < x n -\ < x n = b, 

2. la restriction de / a chaque intervalle ]xk,Xk+\[ est continue et possede des limites 
finies en Xk et x*+i (autrement dit est prolongeable par continuite en une fonction f : 
continue sur [xk,Xk+ 1 ]). 

Une telle famille (xq, x\ , . . . , x n ) est appelee subdivision de [a, b] adaptee a /. 



Graphe d’une fonction continue par morceaux 


Exemples 

1. Toute fonction continue sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b], 

2. Toute fonction en escalier sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b\. 

3. La fonction partie entiere est continue par morceaux sur tout segment [«, b\. 


Definition - Integrale d’une fonction continue par morceaux 

Soient / une fonction continue par morceaux et (xq, x\, . . . , x n ) une subdivision de [a, b] 
adaptee a /. Pour tout k e [0, n — 1]| on note ft le prolongement par continuite sur 
[xk, x/r+i] de la restriction de / a ]xk, Xk+\[. On appelle integrale de / sur [a, b] : 

~b n - 1 


//(#<■- Zf 

Ja k = 0 Jxk 


fk(t)dt. 


Exemple 

Soit / : x h-> 
definition : 


/ cos(x) si 0 < x < 1 rn ,, . 

<o . . ^ ^ / est continue par morceaux sur [0, 2] et par 

[x z -xsil<;X<:2 J r 


r 

Jo 


2 

/(f) dt = 


r 

Jo 


i 

cos (f) d t + 


r 

J l 


2 

(r - t) d t. 


Theorems - La linearite de T integrale, la relation de Chasles, la positivite et la crois- 
sance s’etendent aux integrales de fonctions continues par morceaux. 


Remarque - La stricte positivite n’est pas valable pour les fonctions continues par mo- 

ceaux. Par exemple la fonction definie par fix) = | ' A. , , , , _ , est positive et 

F J [ 0 si x e [0, 1 [U] 1, 2] F 

non nulle sur [0, 2], et pourtant son integrale sur [0, 2] est nulle. 
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17.3.1 


Remarque - Par souci de sim- 
plification, on a confondu a 
plusieurs reprises dans le ta- 
bleau ci-contre, fonction et 
expression de la fonction. 


Primitive d’une fonction 

Definition - Primitive d’une fonction sur un intervalle 

Soient I un intervalle et / une fonction definie sur I. On appelle primitive de / sur I 
toute fonction F : I — > R derivable sur I de fonction derivee F' = f. 


fonction / 

primitive F 

a 

ax 

x" (a + -1) 

x° +l 

0+1 

J_ 

X 

in \x\ 

e* 

e* 

cosx 

sinx 

sinx 

— cosx 

1 + tan 2 (x) = -K- 

v 7 COS z X 

tan(x) 

1 

l+x 2 

Arctan (x) 

u' {ax) ( a ± 0) 

j u(ax ) 

u'u a (a ^ - 1) 

u a+l 

0+1 

ill 

u 

In |m 

i/e" 

e" 

u' cos(k) 

sin(u) 

u’ sin(M) 

- cos ( m) 


Tableau des primitives usuelles : 

F est une primitive de / sur tout intervalle oil / est continue. 


Exemple 


Soit k e Z. Une primitive de x t-> tan(x) = - 
x i — > — in | cos(x)|. 


cos'(x) 

cos(.r) 


sur 


h kn, — l- kn 

1 2 2 


est 


Theoreme - Soit / : / — > R une fonction admettant une primitive F sur Tintervalle I. 
Les propositions suivantes sont equivalentes : 

0) G : I — » R est une primitive de / sur I, 

(ii) il existe une constante aeR telle que, pour tout x e I, G(x) = F(x) + a. 
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Demonstration 

L’ implication Hi) => (i) est evidente. Demontrons la reciproque. Si G est une pri- 
mitive de f sur I alors la fonction x i-> G(x) - Fix) est derivable sur I de derivee 
x i — > f(x ) - fix) - 0. Or une fonction de derivee nulle sur un intervalle est constante. 
Done il existe une constante a e R telle que : Vx e R, Gix) - Fix) — a. ■ 

Le theoreme est faux lorsque / n'est pas un intervalle. Par exemple les fonctions suivantes : 

1 fl - - si x < 0 

F:xh> — et 6 :xhJ * 

x 1 1 . 

2 si x > 0 

V x 

1 

sont deux primitives dex h - sur R* f pourtant il n'existe pas de constante a e R telle que 
x 2 

Vx e R*, G(x) = F(x) + a. 

17.3.2 Theoreme fondamental de I’integ ration 

Theoreme - Theoreme fondamental de l’integration 

Soit / une fonction continue sur un intervalle I. Alors la fonction suivante 

je/h I" fit ) dr 
Ja 

est 1’unique primitive de / sur I s’annulant en a. 

Demonstration 

Posons : Vx e I, Fix ) = I fit ) dr. 

Ja 

• Montrons que F est une primitive de / sur I. Soit x e /, pour tout h non nul tel que 
x + h e I, on a : 

Fix + h) - Fix) 


h 


i r»x+h i r*x+h 

- fix) = - J fit) dr - fix) = - J (fit) - f(x)) dr. 


Soit s un reel strictement positif quelconque. / est continue en x, done il existe a > 0 tel 
que : 

Vt e / n [x - a, x + a], \ fit) - /(x)| < s 
Des lors, pour tout h e [-a, a] \ {0}, on a d’apres Finegalite de la moyenne : 


. si h > 0 : 


. si h < 0 : 


Fix + h)- Fix) r/ ^ 1 f r, . h 

J' nx>< ml l/w-/wl 

Fix + h) - Fix) 


h 


-fix) 


s£j /< ' ) - /w|d,< W e = e ' 


F (jc “h h) — F 

On en deduit que : > fix). Ainsi, pour tout x e I . F est derivable en x 

h h—* 0 

de derivee F'ix) = fix). On a bien demontre que F est une primitive de / sur I. 

• Montrons que F est l’unique primitive de / sur I s’annulant en a. Par definition de 

J f>a 

fit) dr, F s’annule en a. Si G est une autre primitive de / sur l’intervalle I s’annulant 

a 

en a, alors il existe une constante a e R telle que : Vx e I, Gix) - Fix) + a. Comrne 
G(a) = Fia), on a a — 0 et done G — F, ce qui prouve que F est l’unique primitive de / 
sur I s’anulant en a. ■ 


Coro aire - Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors / admet des primi- 
tives sur /. 
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On deduit egalement du theoreme fondamental le theoreme suivant, qui constitue le prin- 
cipal outil pour calculer des integrates. 


Theoreme: - Soit / une fonction continue sur l’intervalle / et F une primitive de / sur I. 
Alors pour tous a et b elements de /, on a : 


f 


f(t) df = F(b) - F(a). 
b 


La difference F(b) - F(a ) est notee | Fit) | . 

Remarque - Si / est de classe C 1 sur I, on a : 

V(a,b)el 2 , f(b) - f(a) 


= f f(t)dt. 
J a 


Demonstration 

Posons Vx e I, 0(x) = I /(f) df. D’apres le theoreme fondamental, 0 est une primitive 
Ja 

de / sur l’intervalle /. Or F est egalement une primitive de / sur I. Done il existe une 
constante a e R telle que : Vx e I, F(x) = 0(x) + a. Or 0 s’annule en a, done a = F(a), 

puis : | /(f) df = 0(b) = Fib) - a = F(b) - F(a). m 
Ja 

Exemple 

X I i 1 ^ 

- — — df = |Arctan(f)] () = Arctan(l) - Arctan(O) = 


Methode 1 Etude d'une integrale fonction de ses bornes 

rMx) 

Pour etudier une fonction de la forme ip : x I /(f) df, on aura interet a introduire une primitive 

Ju(x) 

F de /. On pourra alors ecrire : 


<p(x) = F(v(x)) - F(u(x)) 

ce qui permettra par exemple de justifier reventuelle derivabilite de p>, et le cas echeant de calculer pf . 


Exemple d'application 

r ' 2 

Montrons que la fonction ip : x i-> I sin(e') df est de classe C 1 sur ]0, +oo[ et calculons sa derivee. 

»Jln(x) 

f i-» sin(e') est continue sur R done admet une primitive F sur R. On a alors : 

Vx > 0, <p(x) = F(x 2 ) - F(ln(x)) 

Or x ln(x) est de classe C 1 sur ]0, +oo[ a valeurs dans R et F est C 1 sur R, done x i-» L(ln(x)) est 
C 1 sur ]0, +oo[. De meme pour x i-» F(x 2 ). Done ip est bien C 1 sur ]0, +oo[ et en derivant comme 
fonction composee : 

1 , 1 

Vx > 0, tp (x) = 2 xF (x 2 ) F (ln(x)) = 2xsin(e' ) sin(x). 

x x 
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17 . 3.3 


Remarque - Les solutions se- 
ront necessairement de classe 
C 1 sur I, puisque 6 est de 
classe C 1 sur /, et par compos- 
tion x i — * exp(G(x)) Test egale- 
ment. 


17 . 3.4 


Remarque - On a un resul- 
tat analogue lorsque f est de 
classe C p sur ]a, b]. 


Equation d ifferentielle f'{x) = f(x)g(x) 

Soit g une fonction continue sur l’intervalle I. On souhaite resoudre Fequation difFeren- 
tielle f(x) = g(x)f(x), c’est-a-dire trouver toutes les fonctions / : I — > R derivables 
verifiant : 

Vx g R, f(x) - g{x)f{x) 

On trouve d’autres notations pour cette equation differentielle : f = g(x)f ou if = g(x)y 
(on fait disparaitre la variable de la fonction inconnue) ou bien /' = gf ou if = gy. 


Theorertlf - Soient g une fonction continue sur Fintervalle I et G une primitive de g 
sur 1. Les solutions de Fequation differentielle f{x) = g(x)f(x) sont les fonctions de la 
forme : 

Vx e I, /(x) = K exp (G(x)), 

ou K une constante reelle. 


Demonstration 

. Supposons que / est de la forme : Vx e I, /(x) = K exp (G(x)) oil K e If. Alors / est 
derivable sur I et : 

Vx e I, f{x) = /FG'(x)exp(G(x)) = g{x)f{x) 
done f est solution de Fequation differentielle. 

. Reciproquement, supposons que / est une solution de Fequation differentielle. 
Posons : Vx e I, ip(x) = /(x) exp ( - G(x)). Alors ip est derivable sur I et : 

Vx e I, ip'(x) = (/'(x) - g(x)f(x)) exp ( - G(x)) = 0 

La fonction ip etant de derivee nulle sur Fintervalle I, elle est constante. II existe done 
K e R tel que : Vx e I, p(x) = K c’est-a-dire /(x) = K exp (G(x)). ■ 

I Exemples 

1 1. x i — i 2x est continue sur R et admet x i-» x 2 pour primitive sur R. Done les 
solutions de Fequation differentielle /'(x) = 2 x/(x) sur R sont les fonctions de la 
forme /(x) = K exp(x 2 ) ou K e R. 

2. x i-> tan(x) est continue sur ] - |, |[ et admet xh - ln(cos(x)) pour primitive sur 
cet intervalle. Done les solutions de Fequation differentielle /'(x) = /(x)tan(x) 
sur ] - | , | [ sont les fonctions de la forme : 

71 71 K 

Vx G 1 , — [, /(x) = K exp [ - ln(cos(x))l = , ou K G R. 

2 2 cos(x) 


Prolongement dee fonctions de classes C p 

Theoremt - Theoreme de prolongement des fonctions de classe C p 

Soit p G N. Si / est de classe C p sur [a, b[ et si f {p) admet une limite finie en b, alors / 
admet un prolongement de classe C p sur [a, b]. 
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Demonstration 

Pour la demonstration, on se limite au cas p — 1 . 

Par hypothese, il existe £ e R tel que fix) — » £. Posons : 

x—>b 

, . (fix) six e [a,b[ 
g(x) = \ £ si x = b 

f est continue sur [a, b[ car / est C 1 sur [a, b[, done g est continue sur [a, b[. 

Par ailleurs, lim g(x) - lim fix) — t — g(b) done g est continue en b. 

x—>b~ x—>b~ 

Finalement, g est continue sur Fintervalle [a, b], done admet une primitive G de classe 
C 1 sur [a, b]. 

Or V.r e [ci, b[, G'(x) = g(x) = fix) done G est une primitive de f sur Fintervalle [a, b\ . 
La fonction / etant egalement une primitive de f sur cet intervalle, on en deduit qu’il 
existe une constante a e R telle que : 

Vx e [a, b[, fix) = G(x) + a 

Par consequent, x G(x) + a prolonge la fonction / en une fonction de classe C 1 sur 
[a,b], 

Le cas general se montrerait par recurrence sur p, a partir de F argument precedent. ■ 

Exemple 

Soient /:ih exp ( ) definie sur ]0, +oo[ et k e N. 

/ est de classe C k sur ]0, +oo[ et on montre aisement par recurrence que : 

Vx > 0, f k \x) = PA.(^)exp( - 

ou Pk est un polynome. 

Or par croissance comparee : Vy e N, u J e " — > 0 done Pk(u)e " — > 0. Comme 

u — >+oo u — >+oo 

- — > +oo, on en deduit que f k \x) = Pk(-) exp ( — -) — > 0. 

x x-» 0 + * * x-» 0 + 

D’apres le theoreme de prolongement des fonctions de classe C k , f se prolonge done 
en une fonction de classe C k sur [0, +oo[, et en notant encore / ce prolongement, on 
af k \0) = 0. 


Methode 2 Montrer qu'une fonction prolongee est de classe C p . 


Si / est definie sous la forme : 

fix) = 

et si on verifie les conditions suivantes : 

(i) g est de classe C p sur [a, b[, 

(ii) g (p) admet une limite finie / 3 en b, 

(iii) g{x) — > £ (autrement dit, / est continue en b) 

x—>b~ 


( g(x) si x e [a, b[ 
\ £ si x = b 


alors / est de classe C p sur [a, b] et on a f p \b) = / 3 . 

En effet, les conditions (i) et (ii) montrent que g se prolonge en une fonction de classe C 1 ’ sur [a, b] et 
(iii) prouve que / est precisement ce prolongement. 
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Exemple d'application 


Montrons que / definie par f(x) = | X ^ ^ ^ est C 1 sur [0, +oo[. 

• ih .r 2 ln(;c) est de classe C 1 sur ]0, +oo[. 

• x i-> x 2 ln(x) a pour derivee sur ]0, +oo[ : x 2xln(x) + x qui admet 0 pour limite finie quand 
x — » 0 + . 

• x 2 ln(x) - — x 0 = /( 0) done / est continue en 0. 


D’apres le theoreme de prolongement des fonctions de classe C 1 , / est done de classe C 1 sur [0, +oo[ 
et/'(0) = 0. 


17.4 Calcul dee integrates 


17.4.1 


Remarque - Lorsque I'on etu- 
die une suite definie par un in- 
tegrate, I'integration par par- 
ties permet souvent d'etablir 
une relation de recurrence. 


Lorsqu’on souhaite calculer F integrate d’une fonction, on cherche en premier lieu une 
primitive de la fonction integree. Mais il arrive souvent qu’on ne connaisse pas une pri- 
mitive : dans ces cas-la, on peut effectuer une integration par parties ou un changement 
de variable. L’objet de cette derniere partie est F etude de ces deux techniques. 


Integration par parties 

Theoremt - Integration par parties 

Si u et v sont deux fonctions de classe C 1 sur [a, b] alors : 

J C*b b r*b 

u'{i)v(t) dt = [n(t)r(t)] _ I u(t)v'(t)dt. 

a a Ja 


Demonstration 

Posons / = uv. f est de classe C 1 sur [a, /;], done derivable de derivee continue : 
f = u'v + uv' . On obtient alors par linearite de P integrate : 


Or on a par ailleurs : 


ce qui permet de conclure. 

Exemple 


In est continue sur R* done x i 


r*b r*b r*b 

I f(t)dt= I u'(t)v(t)dt+ I u(t)v'(t)dt 
Ja Ja Ja 

f f\t)dt = [. f(t)f = [w(f)r , (0] / 

Ja 


X 


ln(r) dr est la primitive de In sur ]0, +oo[ s’annu- 


lant en 1 . Posons pour tout t > 0 : 

u(t) = t v(t) = ln(r) 
u'(t) =1 r'(r) = j 

u et v sont de classe C 1 sur ]0, +oo[. Une integration par parties donne : 

X x x C X 1 

ln(r) dr = [rlnlrlj^ - J t x — dr = vln(x) - (x - 1) 
x i — > x Ini V) - x + 1 est done l’unique primitive de In sur ]0, +oo[ s’annulant en 1. 
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Methode 3 Integrer t i-» P(t) cos t, t i-» P{t)sint oufn P(t)e‘ 

Pour integrer des fonctions de la forme t i-» Pit) cos t, t t-> P(t) sin t ou t i-» P(t)e' oil P est 
un polynome, on procedera a des integrations par parties successives. A chaque etape, on derive le 
polynome, et on s’arrete lorsqu’on obtient un polynome constant. 


Exemple d'application 

r\ 

Calculons I r cos(r) dr. On pose pour tout re [0, 7r] : 
Jo 


u{t) = sin(r) v(t) = r 2 
u'(t) = cos (r) v'(t) = 2 1 

ue tv sont de classe C 1 sur [0, n]. Une integration par parties donne : 

X 7T r*n r*n 

r cos (r) dr = [r 2 sin(r)] o -2 Jr sin(r) dr = -2 J t sin(r) dr 
On pose maintenant pour tout re [0, tt] : 

ip{t) = - cos (r) i/dO = r 
i f'{t) — sin(r) = 1 

ip et i/r sont de classe C 1 sur [0, 7r]. Une integration par parties donne : 

X 7T ^ /~*7T ^ 

t sin(r) dr = [ - rcos(r)] o + J cos(r) dr = 7r + [ sin(r)J Q = n 

On en deduit que : I r 2 cos(r) dr = —2n. 

Jo 


17 . 4.2 


Changemeirt de variable 


Theorems - Formule du changement de variable 

Soient I etJ deux intervalles de R, / une fonction continue sur /, f une fonction de classe 
C 1 sur J telle que ip(J) c I. Pour tous a et/3 dans / on a : 


rP rv>tp ) 

I /(<£<?) V(0 dr = I f(u)du. 


Remarques 

1. On dit qu’on pose u = i p(t) et que dn = p'(t)dt. 

2. Les changements de variable non affines seront toujours indiques. 


Demonstration 

/ est continue sur I done admet une primitive F sur I. On remarque qu’une primitive de 
r i-» f(if(t))if'(t) sur / est r F(p(t)). On a done : 


On conclut en remarquant que : 


f mt))f\t)dt = \F(ip(t))f r = F(pm - F(ifia)). 
Ja 

larquant que : 

r m r 11P0S) 

f(u) du = [F(«)] = F(fp OS)) - 

Jip(a) ^ ’ 
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Exemples 

1. Exemple oil on donne la nouvelle variable en fonction de l' ancienne. 

r 2 i 3 3 

Calculons | — dr en posant u = t . La fonction t \-r t est de classe C sur 

J i + 1) 

[1,2], On a u — 1 quand t - 1 et u = 8 quand t - 2. Par ailleurs dn = 3r 2 dr. Done 
par changement de variable : 

r 2 i r 2 i 

J, r(/T7) dt = Ji 3rV + D X 

= r ! d „=i rp-— 

3u(u + 1) 3 Ji \u u+ 1 

lr n 8 1 / 16 

= — [ ln(r<) - ln(M + 1 )] t = - In — 


du 


2. Exemple ou on donne I ’ancienne variable en fonction de la nouvelle. 

Calculons I Vl - u 2 du en posant u = sin(r). La fonction sin est de classe C 1 

Jo 

sur [0, f ] a valeurs dans [0, 1]. On a u — 0 quand t — 0 et u — 1 quand t — Par 
ailleurs dt< = cos(r)dr. Done par changement de variable : 


•it/2 

1 - shr(r) cos(r) dr = I cos 2 (r)dr 


r 

Jo 


• n/2 \ + cos(2r) 


dr 


• sin(2r) 
2 + 4 


it/ 2 


n 

4 


pi pxl 2 r 

I Vl -u~ d« = I J 

Jo Jo 

-s 

(On a utilise : Vr e [0, |], dl - sin 2 (r) = \/cos 2 (r) = | cos(r)| = cos(r).) 

Proposition - Scu'r / une fonction continue sur [-a, «] oil a > 0. 

/(r) dr = 2 I /(r) dr. 
a Jo 

r 

• Si f est impaire alors I fit) dr = 0. 

J-a 


Demonstration 

X a r* 0 

fit) dr = I /(r) dr + I /(r) dr. 

a J —a *Jo 

Posons u = —t. La fonction r i — > — / est de classe C 1 sur [-a, 0]. On a u - a quand r 
et u — 0 quand t — 0. Par ailleurs, du = -dr. Done : 

f f(t) dt = f fi-u)xi-l)du= f f(-u)du 
J-a Ja JO 

Si / est paire, on a done : 

f fit) dt = f flu) du + f 'fit) dr = 2 f 'f(t) dt 
J-a Jo Jo Jo 

et si / est impaire, on a : 

X a r*a r*a 

fit) dr = - /(K)dK+ /(r) dr = 0 ■ 

a Jo Jo 
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Synthese 


S avoirs 


. proprietes des integrates : linearite, relation de 
Chasles, positivite et croissance, 

. inegalite de la moyenne, 

r b 

• si / est continue et positive sur [«, b] : 1 /(r) dr = 0 

Ja 

<=> / est nulle sur [a, b], 

• convergence des sommes de Riemann, 

. deux primitives d’une fonction continue sur un inter- 
valle different d’une constante, 

. theoreme fondamental de l’integration, 

r h 

• expression de 1 /(r) dr a 1’ aide d’une primitive de /, 

Ja 

• solutions de F equation differentielle f'(x) — 

f(x)g(x), 

• theoreme de prolongement des fonctions de classe 

c p , 

• integration par parties, 

. changement de variable. 

Savoir-faire 


r-v(x) 

• etudier les fonctions de la forme x i-> 1 f{t) dr, 

Jm(x) 

. montrer qu’une fonction prolongee est de classe C p , 

• integrer des fonctions de la forme t i-> P(t) cos(r), 

r P(t ) sin(r) ou r t-> P(t)e' ou P est un polynome. 

. calculer une integrate a l’aide d’une primitive, d’une 
integration par parties ou d’un changement de va- 
riable. 

Mots-cles 


. Fonction en escalier, 

. fonction continue par morceaux, 

. integrate d’une fonction continue sur un segment, 

. sommes de Riemann, 

. primitive d’une fonction sur un intervalle. 
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Tests de connaissances 


17.1 Quelles sont les trois principales methodes de calcul 
d’une integrate ? 

17.2 Soit / une fonction continue sur [a, b] ou a < b. Don- 

r h 

ner une condition sufiisante pour que I /(?) df > 0. 

J a 

17.3 Pourquoi la fonction F suivante est-elle de classe C 1 


F : x € . 


JV 


d t 


17.4 Donner une primitive pour chacune des fonctions sui- 
vantes (on se placera sur un intervalle ou la fonction 
est definie et continue) : 


a) x i 


1 


xypc 

c) x i-> sin(jc) cos(x) 


b) x t-> 

d) x h-» 


1+X 3 

cos(x) 

sin(x) 


Exercices d’ application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 466. 

■ Proprietes de l’integrale 

17.6 

a) Montrer que pour tout x > 0, on a : 

r2x 


1 


df x 

< 


ln(l + 4x 2 ) J x ln(l + f 2 ) ln(l + x 2 ) 

r 2x 

b) En deduire que : I 
Jx 


df 


ln(l + t 2 ) 21n.v 

17.7 

Soient (a, b) e R 2 tel que a < b et P un polynome a coeffi- 

f* x2 

cients reels. On suppose que I ( P(t ))" dt = 0. Montrer que 
J a 

P est le polynome nul. 

17.8 Stride positivite de l’integrale ® 

Soit / une fonction continue et positive sur [a, b] ou a < b. 
On definit la fonction F sur [a, £>] par : 

Vxe \a,b], F(x) = f /(f) df 

J a 

a) Montrer que F est croissante sur [a, b\. 

b) Montrer que si F(b) = 0 alors F est nulle sur [a, b\. 

c) En deduire une demonstration du theoreme de stride posi- 
tivite de l’integrale enonce page 451. 


e) x i-> cos 2 (x) 


f) 


1 


2 + x 2 

17.5 Recherche de contre-exemples 

Demontrer a l’aide de contre-exemples que toutes les 
affirmations suivantes sont fausses : 


a) Si f /(f) dr < f 
Jo Jo 


g{t) df alors : 

Vf e [0, 1], /(f) < g(t) 

b) Si | /(f) df = 0 alors / est nulle sur \a, b], 

J a 

c) Si / et g sont continues sur [a, b ] alors : 

r r*b r*b 

f(t)g(t)At = /(f) dfx g(t) df 

J a J a 

d) (Difficile) Si Vf 6 [0, 1], f,(t) — * 0 alors : 


I 


fn(f) df 


0. 


17.9 

a) Calculer I tan(f) df. 

Jo 

b) En deduire l’existence et la valeur de : 


lim 

n —*+ oo 


1 v l k 

- ) tan - 
n x—i \n 


puis celle de : 


i 1 \ lk 
lim > tan - tan 


,z 


17.10 Oral ESCP 2009 ® 

Etudier la convergence de la suite (« n )„ e n* definie par : 

V ” eN *’ M " = i£(-l)"ex P (^) 

■ Recherche de primitives 


17.11 

Calculer les integrates suivantes a l’aide d’une primitive de la 
fonction integree : 

,,= {'% h= fV r di, 


h 


1% 

f e Inf 

I ^ 

r? si 
Jo CO 


sinff 


cos 4 6 


r : df 
J e tint’ 

r 1 u 2 

Jo u 2 + 1 d "' 


463 


TESTS & EXERCICES 


Integration sur un segment et primitives 


Resoudre les equations differentielles suivantes : 

a ) f'( x ) = fix) ln(x) ou x e]0, +<x>[, 

b) (1 + 2x 2 )/'(x) = f(x) ou x 6 R. 

17.13 ® 

Determiner les fonctions / derivables sur R et verifiant : 
VxeR, (x- l)/'(x) = fix) 

■ Integration par parties 

17.14 ® 

Calculer a l’aide d'une integration par parties les integrates 
suivantes : 

r 2 r 1 

i — If*- i o. r — I a ********* f*\ *1* 


Ii = r (t 2 + 2t-3)e'df, U - Arctan(Y)df, 

J r-n/l /~*1 -2 

sin(2t)e C0S<rt dr, I 4 = — At, 

o Jo U + t ) 

r e r 1 t 3 

/ 5 = (In r) 2 dr, / 6 = dr. 

Ji Jo Vl + f 2 

17.15 Lemme de Riemann-Lebesgue ® 

Soit / une fonction de classe C 1 sur [0, n], Montrer que : 

| fit) sin(nt) dt — > 0. 

Jo 

■ Changement de variable 
17.16 ® 

Calculer les integrates suivantes a l’aide d’un changement de 
variable : 


rrln(l + 

Jo 1+1 

f 1 ” 3 dY 
J In 2 e'-t 


+ f) 9 

— — dr. poser u = 1 + r 


poser r = e 


P 2 sin J 9 

h = I d$, poser i = cos 6 

Jo 1 + cos 6 

Ia = I ln( — - — Wx, poser ir = — — 

J i x(x +l)\x+l/ x+1 


Calculer les integrates suivantes a l’aide d’un changement de 
variable : 


Ji = I — , poser x = 2 tan w - 1 

x 2 + 2x + 5 

rz [TT7 

J 2 = J -y dr, poser r = cos(20) 


17.18 ® 

Soit / une fonction continue sur R et periodique de periode T. 


a) Prouver e '. 


b) En deduire : Vo 6 ! 


J r*b+T r*b 

fit) dr = /(r)dr. 

fl+r Ja 

/(r) dr = f fit) dr. 

Jo 


i Suite deflnie par une integrate 


Pour tout n 6 N*, on pose 




(In x)" dx. 


a) Montrer que (i„)„<=N* est une su i te convergente. 

b) Demontrer que : Vn eN*, /„ +i = e - (n + l)/„. 

e 

c) Justifier que : Vn 6 N*. 0 < /„ < . 

n + 1 

d) En deduire la limite et un equivalent simple de /„ quand 


Pour tout n 6 N, on pose : 


f‘ 1 

Un — I ” dr. 

Jo 1 + 1 + r 


1) Calculer u 0 et rq. 

2.a) Montrer que la suite («„)„ eN est croissante. 

2.b) Montrer que, pour tout n e N, u„ ln(2). 

2. c) En deduire que (rr„)„<=N est convergente. 

3. a) Pour tout n e N, ecrire ln(2) - u„ sous la forme d’une 
integrate. 

3.b) En deduire que : V n £ N, ln(2) - u n < . 

n + 1 

3.c) Donner la limite de la suite (m„)„ e i.j. 


17.21 Integrates de Wallis 
Pour tout n 6 N, on pose : 


r*l 2 

sin"( 

Jo 


a) Calculer Iq et f . 

b) Demontrer que la suite (/„)„ £ m est decroissante et en de- 
duire qu’elle converge. 

c) A l’aide d’une integration par parties, donner une relation 
de recurrence entre /„ et /„ +2 . 

d) En deduire une expression de /„ en fonction de n (on dis- 
tinguera les cas n pair et n impair). 

71 

e) Justifier que : Vn 6 N, (n + l)/„/„ + i = — . 


En deduire : I n ~ , / — . 

V 2 n 
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Integration sur un segment et primitives 


TESTS & EXERCICES 




■ Fonction definie par une integrate 

1) Montrer que l'ensemble de definition de / est ]0, +oo[. 


2.a) Justifier que Vm 6 R, e" > 1 + u. 

17.22 

2.b) En deduire que fix) — * — oo. 

r 2x dt 

*->0+ 

On pose fix) = . 

Jx V4 + t 4 

3.a) Montrer que : Vx > 1, 0 < fix) < e _jr InQr). 

a) Quel est le domaine de definition de / ? 

3.b) En deduire la limite de / en +oo. 

b) A l’aide d’un changement de variable, montrer que / est 

4) Montrer que / est derivable sur ]0, +oo[ et calculer fix). 

impaire. 


cl Montrer que : Vr > 0. 0 s; fix) < - . 

\ A v4 

17.24 Oral ESCP 2010 © 

En deduire la limite de / en +oo. 

Soit / une fonction continue sur [0, 1], On definit la fonction 

d) Justifier la derivabilite de /, calculer f et dresser le ta- 

F sur ]0, +oo[ en posant : 

bleau de variation de /. 

w „ r, f 1 xfit) , 


i x > 0, Fix) = 1 dt 

- - 

Jo X + f 

17.23 © 

„ x 2 I 2 

Montrer que F est continue sur ]0, +<x>[ et que : 

r e 

On pose /( x) = I dt. 

lim Fix) = I /(f) dt 

Jx t 

JM+ °° Jo 


Exercices d’approfondissement 


17.25 Methode des trapezes ® 

Soient / une fonction de classe C 2 sur [a,b] et n 6 N*. On 
note : r b 

/= /(f) df 

J a 

Pour tout k e [0, nj, on pose : 

b - a 

ci £ — ci + k 

n 

et on definit le reel T n (f) par : 


b — ci 

W) = — Z 


f(a k ) + f(a k + i) 


n feo 2 

a) Montrer que (7’„(/))„ £N , converge vers /. Justifier 1’ ap- 
pellation methode des trapezes lorsque Ton approche / par 

r„(/). 

b) Soit [a,p\ c [ a, /; | . A l’aide de deux integrations par par- 
ties successives, etablir la formule suivante (dite formule de 
MacLaurin) : 

j(p)+m 

fit) At = ffi-a) 

*Ja i ^ 

+ -J (f-ar)(f-j8)/"(f)df. 

c) Justifier l'existence d’un reel M majorant |/"| sur [a,b], 
puis en appliquant la formule de MacLaurin sur chaque inter- 
vals [a k , a k+ 1 ], montrer que : 

Vn 6 N*, \l-T n if)\<^^. 

17.26 EDHEC 2008 

On se propose dans cet exercice de montrer que la suite 
(M„)„ e n* definie par : 


Vn 6 N*, u n = V (-1) A — — 

k k 

est convergente et de calculer sa somme. 

1) On designe par / une fonction de classe C 1 sur [a, b] et par 
A un reel strictement positif. Montrer a l’aide d’une integra- 
tion par parties que : 


lim I f(t) cosf/lr) dt = 0. 

A ^ + °° Ja 

2.a) On rappelle que : 

V(a, b) € R 2 , cos (a + b ) = cos a cos b - sin a sin b 

Exprimer pour tout reel f, cos |-) cosrtf) en fonction de 

(2k + 1 \ (2k- 1 \ 

cos f et cos 1 . 

I 2 ) \ 2 J 

2.b) En deduire que pour tous t 6 [0, 1] et n 6 N* : 


(^)Z(- 1 )* c ° s(kt ) 


k= 1 

= I((-i)«cos(^f)-cosi 


2.c) Montrer alors que pour tout n s N* 
cos(2fit) 


tin ~ ( 1) 


f 1 

Jo 


2 cos ■ 


1 

dr-2- 


Jo ^ 2 

3) Utiliser la premiere question pour conclure que (w„)„ e N* 
1 

converge vers — — . 
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■» 

r* 2x 

“ “ “ 

l.c) Montrer que : lim 1 g(t)dt = 0. 

17.27 d’apres EDHEC 1997 

' ' r\ 1 v 7 

Jx 

On considere la fonction / definie par : 

l.d) En deduire que / est continue en 0. 

.. 1 snt r . . 

2) Montrer a l’aide d’un changement de variable que / est 

f(x) = 1 — — df si x t 0 et /( 0) = ln(2). 
Jx 1 

paire. 

On admet qu’au voisinage de 0 : 

3.a) Montrer que / est derivable sur ] - oo, 0[ et sur ]0, +oo[. 

X 3 

sin(.r) = x - — + o(x 3 ) 
6 

3.b) Montrer que pour tout x reel non nul, on a : f'(x) = 
sin x(cos x - 1) 

1) On considere la fonction cj definie par : 

X 2 

sin f - f 

3.c) En deduire que / est derivable en 0 et donner /'( 0). 

g(t) = — — — si f t 0 et g( 0) = 0. 

3.d) Etudier le signe de f'(x) sur ]0, +c»[. 

, sinf- f 

l.a) Determiner hm — . 

hO fi 

4) Montrer que : V.r s]0, +oo[, |/(x)| < — et en deduire 

2x 

l.b) En deduire que g est continue sur R. 

lim f(x). 

x— >+oo 


Indications 


17.8 Pour cet exercice, on utilisera le theoreme fondamen- 
tal de P integration. 


17.10 Poser 


i " 

s. = ±£' 

n x—i 


exp — et calculer u„ + S 2 „. 


17.13 Si / est solution alors elle verifie P equation differen- 

tielle f'(x) = f(x ) sur ] - oo, 1[ et sur ]1, +oo[. 

x - I 

17.14 

2) Arctan (f) = 1 x Arctan ( t ) 

3) sin(2f)e cos(,) = 2 cos(f) x sin(f)e cos(,) 

4) ^ ? 


(1 + f 2 ) 2 


= fx 


(1 + t 2 ) 2 
t 


6) = f 2 x 

Vi + f 2 Vi + r 2 

17.15 Effectuer une integration par parties en derivant /, 
puis utiliser l’inegalite de la moyenne et le theoreme d’enca- 
drement. 

17.16 A : on utilisera — — — = - X — — X — - — . 

f 2 - 1 2 f — 1 2 f + 1 

17.18 

a) Effectuer le changement de variable u = t—T. 

J f»a+T r>T r*a+T 

f(t)dt= f(t)dr + /(f) dt. 

a J a JT 


17.23 

1) On cherche les valeurs de x pour lesquelles la fonction 

e-' 2 

f est continue sur le segment d’extremites x et xr. 

2. b) Attention a l’ordre des bornes de l’integrale : x 2 n’est 
pas toujours superieur a x. 

3. a) Majorer 1 1 -» er r sur [x, x 2 ]. 

17.24 Pour la continuite, on commencera par prouver la 

f 1 /(0 

continuite en xo de G : x e]0, +oo[i-> | dr. A cette 

Jo x + t 

fin. on peut majorer |G(xq + h) - G(xo)| par une quantite de 
limite nulle quand h — » 0. 


F(x) 

+oo. 


f{t)M 


par 


Pour la limite de F en +oo, on majorera | 

une quantite de limite nulle quand .r ■ 

17.25 

a) Reconnaitre des sommes de Riemann dans l’expression de 

Tn(f). 

b) Partir de l’integrale du membre de droite. 


r fcH 

(f - afc)(ar + i - f) df, on peut poser 

U = t — Ok- 
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Integration sur un segment et primitives 


CORRIGES 


Les trois principales methodes de calcul d'une in- 
tegrate sont : l’utilisation d’une primitive de la fonction inte- 
grate, l’integration par parties et le changement de variable. 


On suppose / continue sur [a, b\ ou a < b. Si / est 

r b 

positive et non nulle sur [a, b], alors I /(f) d t > 0. 


/ : f h> e r est continue sur R, done d’apres le theoreme fonda- 

mental de l’integration. I e r df est l’unique primitive 

Jo 

de / sur R s’annulant en 0. En particular F est derivable sur R 
de derivee / continue, done F est de classe C 1 sur R. 


1 _ 3 

a) Une primitive de x i-» — — = x 2 sur ]0, +oo[ est 

xxfx 

2 „ i 

ih — = —2x 2 . 

yx 

x 2 

b) / : ih est definie sur R \ { — 1 }. 

1 + x 3 
u' 

f est du type « — » a une constante pres, done : 
u 

• une primitive de / sur ] - 1, +oo[ est : 

x 6] - 1, +oo[i-> - In 1 1 + y 3 | = In V 1 + x 3 

• une primitive de / sur ] - oo, -1[ est 

J 3 

x €] - oo, -1 [h> — In |1 + x 3 \ = In V- 1 - x 3 

c) Une primitive sur R de x h> sin(.r) cos(x) est x h> 4 sin 2 (.r). 
Une autre est x i-» -4 cos 2 (v). 

d) Soit / un intervalle de la forme : I = ]4tt, ( k + l);r[ ou k 6 Z. 

cos(.v) 

Alors, x hh In | sin(.t)| est une primitive de x i 


sin(.v) 


sur /. 


e) Une primitive de x h 
ih ix + j sin(2x). 

f) Pour tout x G R, on a : 

1 


cos 2 (A) = i(l + cos(2x)) sur R est 


_ 1 

2 + x 2 2 


1+ W 


^ 1 A x \ . . . , 1 

Done x i — * — =Arctan — — est une primitive de x hh 

V2 \V2/ 2 + x 2 


a) Soient / : t 6 [0, 1] h> 1 — t et g : t 6 [0, 1] h> 2f. 

I = f f g(t)dt= 1 

^ Jo Jo 

Mais /( 0) > g( 0) (et merne : Vf 6 [0, j[, /(f) > g(t)). 

b) I cos (f) df = 0 pourtant la fonction cosinus n’est pas nulle 
Jo 

sur [0, tt] . 

c) Par exemple : 

i= f'e ** /,< i,x r,d,= ‘ 

3 Jo Jo Jo 4 


d) Pour n e N*, considerons la fonction /, definie sur [0, 1] et 
dont le graphe est le suivant : 



Montrons que : Vf 6 [0,1], /„(f) — » 0 : 

n— »+oo 

• si f = 0, alors Vn 6 N*, /„( 0) = 0, 

• si f e]0, 1], alors comme - — » 0, on a a partir d’un certain 

n n —*+ oo 

rang = < f. A partir de ce rang, on a alors : /,(f) = 0, done 

m o. 


Pourtant I /,(f)df -f* 0- En effet, | /„(f)df est l’aire du tri- 

Jo Jo 

angle delimite par le graphe de /„, d’ou : 

f 1 1 2 

Vn 6 N , I /,(f) df=-X-Xn = l. 

Jo 2 n 


a) Soit x > 0. Pour tout f 6 [jc, 2jc], on a par croissance de la 
fonction u h> u 2 sur [0, +oo[ : 

l<l+.r 2 <l+f 2 <l + (2.t) 2 
puis par stride croissance de In sur ]0, +oo[ : 

0 < ln(l + x 2 ) < ln(l +t 2 )< ln(l + Ax 2 ) 

Finalement : 

Vf 6 [x,2x\, — < — < — 

ln(l+4.Y 2 ) ln( 1 + f 2 ) ln( 1 + x 2 ) 

De plus la fonction f h> — est continue sur [x, 2x] (et 

ln( 1 + f 2 ) 

x < 2x) done par croissance de l’integrale, il vient : 

^2x ^ r*2x A+ n 2x 


f 


ln(l +4 y 2 ) 
ce qui donne : 

x 


f dr „ r 

1 ln(l + f 2 ) ^ 1 


d t 


ln( 1 + x 1 ) 


f 


d t 


ln(l + Ax 2 ) J x ln(l + t 2 ) ln(l + x 2 ) 

Les deux integrates qui encadrent se calculent facilement, puis- 
qu’on integre une constante (par rapport a la variable d’integra- 
tion). 

b) • Montrons d’abord que ln(l + x 2 ) ~ 2 ln(.v). On a pour tout 

+oo 

x > 1 : 

ln(l + x 2 ) InCt 2 ) + ln(l + ln(l + -j) 

- = 1 + 


2 ln(x) 


ln(.v 2 ) 


ln(x 2 ) 
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Orln(l + -r) — > Oetlnfx 2 ) — » +oo done : 

x x— H-oo x — >+oo 

ln(l + x 2 ) 

2 ln(x) x^+oo 

et ainsi ln( 1 + x 2 ) ~ 2 ln/v). On obtient de fajon analogue 

+oo 

ln( 1 + 4x 2 ) ~ 2 ln(jc). 

+oo 

• Pour tout x > 1, divisons chaque membre de l'inegalite obte- 
nue en a) par qui est strictement positif : 


2 ln(.t) 

2 ln( x) 2 ln(.c) 


df 


2 ln(.r) 

ln(l + 4x 2 ) ~~ x J, ln(l + t 2 ) " ln(l + x 2 ) 
Le theoreme d’encadrement donne alors : 


f 


2 ln(L) 


r 


dt 


ln( 1 + t 2 ) *->+<» 


1 


autrement dit 


“I 


dt 


ln(l + 1 2 ) x->+oo 2lnx 


La fonction t i-» ( P(t )) est continue et positive sur [a, b] et 


a < b. Ainsi, de 


f (mf d t = 

a 


= 0, on deduit que : 


Vf € [a, 6], (P(t)) = 0 i.e. Vf 6 [a, b], P(t) = 0 
Done tout element de [a, b] est racine de P. Comrne a < b, on 
obtient une infinite de racines pour P, et P est done le polynome 
nul. 


a) / est continue sur [a, b\. D’apres le theoreme fondamental 
de P integration, F est l'unique primitive de / sur [a, b] s’annu- 
lant en a. On a done F derivable sur [a, b ] et F' = /, or / est 
positive sur [a, h], done F est croissante sur [a, b]. 

b) F etant croissante sur [a, b], on a : 

y,t e [a,b], F(a) < F(x) < F(b) 

Or F s’annule en a et on suppose de plus que F(b) = 0. On a 
done : "'Jx 6 [a, b\, F(x) = 0 e’est-a-dire F est nulle sur [a, b], 

c) On est sous les memes hypotheses que le theoreme de stricte 
positivite : / est continue et positive sur [a, b] ou a < b. 

-* On veut montrer que : 

r*b 

f(t) dt = 0 <t=> /est nulle sur [a, b] 


r 


• si / est nulle sur [a, b] alors son integrate sur [a, b] est nulle. 

r b 

• etudions la reciproque : si I /(f) df = 0, cela signifie que 

J a 

F(b) = 0. D’apres b), F est alors nulle sur [a, h], done sa deri- 
vee / est nulle sur [a, b\. 

On veut maintenant montrer que : 


( 1 ) 


-[ 


/(f) df > 0 <f=> / non nulle sur [a, b] 


Si deux assertions sont equivalentes, alors leurs negations sont 
equivalentes. Ce que l’on vient de demontrer nous donne done : 


( 2 ) 


■1 


f(t) df ± 0 <=> / non nulle sur [a, b] 


Or / etant positive sur [a,b], la positivite de ['integrate (a ne 

r b 

pas confondre avec la stricte positivite) donne : I /(f) df > 0. 

J a 

Par consequent : 

J f*b pb 

f(t) df t- 0 « I /(f) df > 0 

a J a 

De (2) et (3), on deduit (1). 


a) tan est continue sur [0, 1] et : 


r 1 tan(f)df= r^df 

Jo Jo cos(f) 


= [ — In | cos(f)|]* = -ln(cos(l)) 

1 ft / lc\ 

bl-^tan - 1 est une somme de Riemann associee a la fonc- 


tion continue tan sur [0,1], Par consequent : 

<k 


k= 1 

Par ailleurs : 


tan | — ) — » I tan(f)df = -ln(cos(l)) 

n l J Q 


1 /tel 

De plus - — > 0 done tan I — ) ~ — puis : 

n «— »+oo ' n ' n 


k 

tan | - 
n 


tan | - | > tan | > tan 

*=! j 7 ' n h xn 

ce qui nous permet de conclure : 

<k 




tan I — | — > -ln(cos(l)) 

nl \nj •->+« 


Le but est de se ramener a des sommes de Rie- 
mann. 

On pose pour tout n 6 N* : 


i k 

exp - 


On a alors : 


n u 

1 / If 

+ ^ = S Z((-D* + l)exp- 

^=1 ' 

= f £ 2exp (^ 

“ \2n 

k= 1 ' 

k pair 

1 V ( 2j 

= nL eXP 


= S n 

En effet les entiers pairs entre 1 et 2 n sont les entiers de la forme 
k = 2j ou j 6 [1, nj. 
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Or S „ est une somme de Riemann de la fonction continue exp 
sur [0,1]. Done : 


Or Vy > 0, exp (xln(x) - y) = x x e x = j . 

Les solutions sont done les fonctions de la forme : 


f 1 

( x\ x 

1 e' At = e - 1. 

x e]0, +oo[i-» K\ — ] 

Jo 

\e/ 


Par consequent, S 2 „ — » e — 1. Mais u„ = S„ - S^, done 

n— >+co 


u„ — » 0. 

n— >+co 


1) m — est continue sur [1,2]. 


rM 


s 3 d.y = 

1 1 


Done 7i = 2 , d'oii 


^- 2 

2 

1 

h 

_ 3 
_ 8' 


2 )Ih te ' est continue sur [0,2] et de la forme i/e“ a une 
constante pres. 


r* 2 

1 .2 

2 

1 4 

1 te dt = 

— e 

, done 

h = t( 1 - e- 4 )- 

Jo 

2 

0 

2 


In t 

3 ) n-> — est continue sur [1, e] et de la forme u'u. 


r In t 

\ 1 ,1 

e 

i 

— At = 

-(InO 2 

, done 

7 3 = R- 

J l t 

2 

l 

2 


4 ) t >-> est continue sur [e,e‘] (In ne s’annule pas sur cet 

tint 

u' 

tntervalle) et de la forme — . 

u 


= In In r 


T" d/ 

Je tint 
Done / 4 = In |2| - In 1 1 1 . D'oii 

sin$ 


Ia = In 2. 


5) 0 i 


est continue sur [0, f ] (cos ne s'annule pas sur 


cos 4 6 L ”’ 3 

cet intervalle) et de la forme u'lC 4 a une constante pres. 


X 


1 sin# 
cos 4 6 


AG ■■ 


Done h = 


1/1 


6) u i 


u 


3 \ 2 

,2 


cos 6 

1 


0 

, d’ou 


*4 


u 2 + 1 


est continue sur [0, 1], 


Done If, = [u - Arctan («)] . Or Arctan(l) = — . 


Done 


71 

1 " 4' 


a) In est continue sur P intervalle ]0, +oo[ et admet x\->xln(x)-x 
pour primitive sur ce meme intervalle. 

Par consequent, les solutions de l’equation differentielle 
f'(x) = fix) ln(jf) sont les fonctions de la forme .y €]0, +oo[i-» 
K exp (y ln(x) - x) ou K est une constante reelle. 


ou K est une constante reelle. 

b) Pour tout x 6 R, on a 1 + 2.Y 2 t 0. II s’agit done de resoudre 
sur Pintervalle R l'equation differentielle : 

fix) = , ,\ , /( y) 


1 +2y 2J 


Or y 


1 


1 


1 + 2y 2 


est continue sur R et admet 


1 + (V2y) 2 

pour primitive x i-> Arctan ( V2 y) sur R. 

V2 

Les solutions de l’equation differentielle sont done les fonc- 
tions de la forme : 


Y 6 . 


K exp ( — L Arctan ( V2 y) 

V V2 


ou K est une constante reelle. 


EZ9 


Analyse : supposons que / est une fonction derivable sur I 
et verifiant : 

Vy e R, (y-1)/'(y) = /(y) 

Alors pour tout x dans Pintervalle ] 1, +oo[, on a : 

(★) f(x) = y) 

1 


Y - 1 " 


Or y 


1 


est continue sur Pintervalle ]l,+oo[ et admet 


y ln(Y - 1) pour primitive sur ce meme intervalle. Done il 
existe une constante K\ 6 R telle que : 

(1) Vy > 1, fix) = Ki exp ( ln(Y - 1)) = Kfx - 1) 

Or / verifie egalement l’equation differentielle (★) sur ]-oo, 1[ 

et.v k> admet y i-» In |y — 1| = ln(l-Y) pour primitive sur 

y - 1 

cet intervalle. Done il existe une constante telle que : 

(2) Vy < 1, fix) = K 2 exp ( ln(l - y)) = K 2 (\ - x) 

Etudions maintenant la fonction / au point 1. / est derivable 
sur R, elle est done en particulier continue sur R. Or d’apres 
(1), fix) — » 0, et d’apres (2), fix) — » 0, done /(l) = 0. 

X— » 1 + X — > 1 — 

Ainsi les relations (1) et (2) sont valables respectivement pour 
y > 1 et y < 1. 

Ensuite, / est derivable en 1 et (1) donne la derivee de / a droite 
en 1 : VJ(l) = . De meme, (2) donne la derivee de / a gauche 

en 1 : £(1) = -K 2 . 

On en deduit que K 2 = -K[ et done que : 

Vy€R, fix) — Kfx — 1) 

• Synthese : reciproquement, supposons que / soit de la 
forme : / : y e R h K(x - 1) ou K est une constante reelle. 
Alors / est derivable sur R et Vy 6 R, fix) = K. Done / veri- 
fie bien l’equation differentielle : 

Vy 6 R, (Y-1)/'(Y)=/(Y) 
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En conclusion, les solutions derivables sur R de 1’ equation dif- 
ferentielle sont les fonctions de la forme : 


f : x eRh K(x - 1) 


ou K est une constante reelle. 


1) Posons pour tout t 6 [1,2] : 

u{t) = e' v(t ) = t 2 + 2t - 3 
u'{t) = e' v'(t ) = 2 (t + 1 ) 

u et v sont de classe C 1 sur [1, 2], done une integration par par- 
ties donne : 


I 


{f + 2t - 3)e' dr 


2 r ^ 

[(r 2 + 2 r - 3)e']~ - J 2 (r + l)e f dr 


'■I 


5e 2 - 2 (r + l)e'df 


Posons pour tout t 6 [1,2] : 

</?(r) = e' ^(f) = t + 1 
= e' i f{t) = 1 

ip et sont de classe C 1 sur [1,2], done une integration par par- 
ties donne : 

J' (t + l)e' dr = [ft + l)e*J i — J' e' d r 

= 3e 2 - 2e - [e^ = 2e 2 - e 


7i = e 2 + 2 e. 


Done I[ = 5e 2 - 2(2e 2 - e) d'ou : 

2) Posons pour tout r e [0, 1] : 

u(t) = r v(t) = Arctan(r) 
1 

U (t) = 1 V (t) = 


1 + r 2 


zz et u sont de classe C 1 sur [0, 1], done une integration par par- 
ties donne : 

I Arctan(z)dr = [rArctan(r)l - I rdf 

Jo 1 Jo Jo 1 + 1 2 


II vient : 


7r 1 

/ 2 = 4 - 2 ln ( 2 ). 


r>n/Z. 

3) Notons que 1 / 3=2 I cos(r) sin(r)e C0S<,) dr et posons pour 

Jo 

tout r 6 [ 0 , rr/ 2 ] : 


u(t) 


pCOS(0 


v(t) = cos(r) 


zz'(r) = sin(r)e C0S(,) z/(r) = - sin(r) 

11 et v sont de classe C 1 sur [0, rr/2], done une integration par 


parties donne : 


r*f - 2 

Cl 

Jo 


cos(r) sin(r)e C0S(,) dr 


12 /"vr /2 

• cos(r)e cos(,) ]* - J sin(r)e cos(rt dr 


= e + e 


cos(r) 


nil 

-0 


= e+ l — e=l done 


h = 2 . 


4) Posons pour tout t s [0, 1] : 

U(t) =J 2 x ih 

t 

u’(t ) = 


v(t) = r 
v'(t) = 1 


(1 + r 2 ) 2 

u et v sont de classe C 1 sur [0, 1], done une integration par par- 
ties donne : 

r l t 2 r 1 r A 1 J d( 

Jo ( 1 + r 2 ) 2 dt - L 2T7filo + 2 Jo 

[Arctan (r)] Q 


1 +r 2 


_1 lr 
4 + 2 L 

1 1 7t 

= h - X - 

4 2 4 


Par consequent 


h = 


n 1 


5) Posons pour tout re [1, e] : 

«(r) = r ln(r) - r v{t) = ln(r) 
1 


u'(t) = ln(r) 


v’(t) = 


11 et v sont de classe C 1 sur [1, e], done une integration par par- 
ties donne : 


f 

J 1 


= 0 - [(rln(r) - r) - r[ 


II vient : 


/ 5 = e - 2 . 


Remarque : on peut egalement poser u(t) = r et o(r) = (ln(r)) 2 . 
6 ) Posons pour tout re [0, 1] : 

u(t) = Vl + r 2 n(r) = r 2 
r 


u'(t) = 


vr 


+ r 2 


z/(r) = 2r 


u et v sont de classe C 1 sur [0, 1], done une integration par par- 
ties donne : 

f r dr = [r 2 V 1 + r 2 1 1 - f 2r Vl + r 2 dr 
Jo Vl + r 2 Jo 

- v2-[| ( i^)»>]; 

= V2-|2« + | 


On obtient : 


/« = 


2- V2 
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Soit n e N*. On pose pour tout t s [0, n ] : 

u(t) = — cos (nt) v(t) = f(t) 
n 

u'(t) = sin(wf) v'(t) = /'(f) 

u et v sont de classe C 1 sur [0, 7r], done une integration par par- 
ties donne : 

I /(f) sin(nf) df 

Jo 

= [ - V(0 cos(nf)] o + ^ fit ) cos(nf) df 

= — -((— l)"/W-/(0)) + - f f(t) cos(wf) df 
n n Jo 


D'une part, 


|(-l)"/(fr)| l/(fr)| 


0 done : 


(1) : -((-D"/W-/(0)) — ► 0. 

Yl n— »+ oo 


D’autre part, d’apres l'inegalite de la moyenne (on a bien 
0 < n) : 


i r 

- I /'(f) cos(nf) dfl < - I |/'(f) cos(nf)| df 
n Jo I n Jo 


- fir 

n Jo 


- f I /'( 

n Jo 

1 r , 
~ I /'( 

« Jo 


(f)l df — > 0, done par encadrement : 


(2) : — P /'(f) cos(nf) df — > 0. 
n Jo 

De (1) et (2), on deduit alors que : 

f /(f) sin(nf) df — -> 0. 

Jo ' M+0 ° 


1 / 3 \ 

II vient : A = - in - . 

2 2 


3) La fonction 9 cos 9 est de classe C 1 sur [0,^/2]. On a 
s = 1 quand 9 = 0, et s = 0 quand 9 = ;r/2. Par ailleurs, 
d.v = - sin 9d 9. Done par changement de variable : 

r n/2 sin 3 9 r /2 1 - cos 2 0 . , 

I d0 = I - sin 6 df? 

Jo 1 + cos 9 Jo 1 + cos 9 


r"\_ 
J i T 

■JV 


(1 - s) ds 


h-i * 2 ! 1 


Par consequent I 3 = 



4) La fonction x >—> est de classe C 1 sur [2, 1]. On a u = - 
quand x = et u = \ quand x = 1. Par ailleurs, d« = ^ Ax. 

Done par changement de variable : 

J i x{x + 1 ) V x + 1 / 

= f — — — In ( — — — ] — - dv 

J i x Vy + 1 / (x + l) 2 

= Pl^du 
Ji M 

= [i(ln(«)) 2 ]} 


1) La fonction f h+ 1 + f 2 est de classe C 1 sur [0, 3], On a u = 1 
quand / = 0, et « = 10 quand f = 3. Par ailleurs, du = 2rdf. 
Done par changement de variable : 

A 3 f ln(l + f 2 ) 1 f 10 ln(«) 

Jo 1+f 2 2 u 

1 r 1 9 1 10 

= 

Done 1 1 = ^ ln 2 ( 10). 

2) La fonction or h+ e r est de classe C 1 sur [In 2, In 3]. On a f = 2 
quand y = In 2, et f = 3 quand x = In 3. Par ailleurs, df = e A dx. 
Done par changement de variable : 

f ln3 ck f ln3 1 
Jin 2 e r - e- r J ln2 e 2 * - 1 6 
r 3 df 

J 2 

i r 3 df i r 3 df 

" 2 J 2 — ~ 2 J 2 7TT 

= |[ln(f- 1 )]J - |[ln(f+ 1 )]^ 


Or In f - j = - ln(tar) done I 6 = — ( In 2 2 - In 2 3). 


1) i p v-* 2 tan i p - 1 est de classe C 1 sur [0 ,tt/ 4]. On a x = -1 
quand <p = 0, et y = 1 quand i p - jr/4. Par ailleurs, dY = 
2(1 + tan 2 <^>)dy?. Done par changement de variable : 


y 2 + 2 y + 5 


1 + tan 2 tp 


J o 4(1 


(2 l&nip - l) 2 + 2(2 tan ip - 1) + 5 

1 + tan 2 ip 7i 

r — cup done J i = — 

4(1+ tan 2 ip) 8 


2) 9 cos(20) est de classe C 1 sur [n/ 6 , fr/4]. On a f = 0 quand 

9 = jt/ 4, et f = i quand 0 = tt/ 6. Par ailleurs, df = -2 sin(20)d0. 
Done par changement de variable : 
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■ cos(20) 

■ cos(20) 


sin(20) d 0 


'* cos 2 (0) 

4 | — - — sin(S) cos(0) d 0 


sin 2 (0) 


= 4 


= 4 


cos(0) 


sin(0) cos(0) AO 


i: 

J| I sin(d) 

j: 

I cos 2 (0) AO 

ri 

= 2 I (1 + cos(20)) d0 
= 2[d + i sin(2d)]^ 


II vient : 


,_tr V3 
J 2 — ~ + 1 — — - — . 


a) Quitte a echanger les bornes des integrates, on peut supposer 
que a < b. On pose u = t — T. La fonction t t-> t - T est de 
classe C 1 sur [a + T,b + T\. On a u = a quand t = a + T, e t 
u = b quand t = b + T. Par ailleurs, dir = dr. Par changement 
de variable, on obtient : 

J r*b+T r»b 

f{t)At = f(u + T)Au 

a+T Ja 

Mais / est T -periodique done : 

J r»b r*b r»b 

flu + T) Au = I fiu) Au = I f(t) At 

a da da 

On a bien etabli que : 

J C*b+T r*b 

fit) At = fit) At 

a+T Ja 

b) D’apres la relation de Chasles : 

r +T r*T r»a+T 

fit) At = fit) At + fit) At 

*Ja dT 

Or d'apres la question a) : 

J r*a+T r*a+T r*a 

fit) At = fit) At = fit) At 

T Jo+T dO 

En utilisant a nouveau la relation de Chasles : 

J r*a+T r*T 

fit) At = fit) At 
a Jo 


a) Par croissance de In, on a : 

Vx € [l,e], 0 < lnx < 1 

On en deduit que : 

Vn e N\ Vx € [1, e], 0 < (lnx) ,,+I < (lnx)" 

Par croissance de l'integrale (car 1 < e), il vient : 

Vn e N*,0 < J (In x) ,!+1 c lx < ^ (In xf dx 

On en deduit que (/„)„ £ n* est minoree par 0 et decroissante. 


Done (/„)«£ n* converge. 

b) Posons pour tout x e [1, e] : 

u)x) = x vix) = (lnx) ,I+1 

u'ix) = 1 v'ix) = in + l)-(lnx)" 
x 

u et v sont de classe C 1 sur [1, e], done une integration par par- 
ties donne : 

J^(lnx)" +I dx = jx(lnx)" +1 ] i — (n +1) J^(lnx)” dx 

On obtient : /„+ 1 = e - (n + 1 )/„. 

c) On a vu en a) que : Vn e N*, /„ > 0. 

Par ailleurs, on en deduit avec b) que : 

e /, 


In = 


n + 1 ^ 


n + 1 n + 1 n + 1 
On a bien Vn e N*, 0 < I n < 


d) 


n + 1 
on a 


/; + 1 

0 done d’apres c) et le theoreme d’encadrement, 


In — > 0 

n— >+oo 


On a vu en c) que : Vn 6 N”, /„ = 


Ore - /„ 


e 4+1 

n + 1 


1) 


X 2T7 = l ln<2 + 


r 1 At r 1 

X — Is 1 ”* 1 * 



2.a) Soit n e N. On sait que : 

Vt e [0, 1], 0 < r" +1 < f 

On en deduit que : 

Vt 6 [0, 1], 0 < 1 + t + r" +1 < 1 + t + f 

puis que : 

Vt 6 [0, 1], < 


1 


l+t + t" 1 + t + t n+l 
Par croissance de l'integrale (car 0 < 1), il vient : u„ < u n+ \. 
Done la suite {u n ) ne N est croissante. 

2.b) Pour tout t e [0, 1], on a : 

0 < 1 + t < 1 + t + f 

dont on deduit : 

1 1 


l+t + t" l+t 
puis par croissance de l’integrale : 


In ^ 




2. c) La suite ( u „)„ £ n est croissante et majoree par ln(2), done 
elle converge. 

3. a) Pour tout n 6 N, on a : 

dr 

to 1 T 1 Jo 1 T t + t" 

'\l+t + t")-il + t) 


ln(2) - u, 


r l At r 1 dr 

■ Jo ~t - J 0 ITT 

X 


0 (1 + 0(1 + t + r) 


■ dr 
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r 1 f 

V/7 s N, ln(2) - u„ = I dr. 

Jo (l+t)(l+t + r) 


3.b) Pour tout re [0, 1], on a : 

1 + t > 1 et 1 + r + t" > 1 

et par suite : 

t" 

< f 

(1 + 0(1 + t + t") 

Par croissance de l'integrale, il vient : 

ln(2) - u n < f'r" dr = [— !— = -L-. 

Jo L n + 1 J o n + 1 

3.c) De 2.b) et 3.b), on deduit : 

1 

Vn 6 N, 0 < ln(2) - u n < 


77+1 


puis par encadrement : 


ln(2). 


a) 


r /2 /r 

n 

I 1 dr = — done 

/(, = - 

Jo 2 

2 


r' 2 r 

J sin(r) dr = | - cos(r)J o done 


/, = 1 


b) Pour tout r 6 [0, 02], on a : 

0 < sin(r) < 1. 

On en deduit que : 

Vn e N, Vr e [0, rr/2], 0 < sin" +1 (f) < sin"(r) 

Par croissance de l’integrale (car 0 < |), il vient : 

J rn/2 r>n/2 

sin" +1 (r)dr< I sin"(r)dr 
o Jo 

On en deduit que (/„), I£ n est decroissante et minoree par 0. Par 
consequent, elle converge. 

c) Pour tout r e [0, rr/2], posons : 

u(t) = -cos(r), v(t) = sin" +1 (r), 

u'(t) = sin(r), i/(r) = ( 77 + 1) cos(r) sin"(7). 

11 et v sont de classe C 1 sur [0, 7 t/ 2], done une integration par 
parties donne : 


r’ r/2 
81 
Jo 


sin n+2 (r) d t 


-.7T/2 

Jo 


= [ - cos(r) sin" +1 (r)j o 

p/2 

+(77+1) I cos 2 (t) sin"(r) dr 

Jo 

p/2 

= (77 + 1) I (1 - sin 2 (r)) sin" (r) dr 
Jo 

J r* r/2 p/2 

sin"(r) dr - (77 + 1) I sin” +2 (r)dr 
0 Jo 

On obtient : /„+ 2 = (n + I )/„ - (77 + l)I n + 2 , d’ou : 


I - —I 

*n + 2 - *■ n • 

n + 2 


d) Distinguons les cas 77 pair et n impair. 

• si n = 2p : alors on a 

h P ~ —h P -2 

2p - l 2p - 3 1 

= — ; x x • • • x —Iq 

2p 2p-2 2 

(2p)(2p - 1)(2 p - 2)(2 p - 3) x • • • x 2 x 1 
~ (2p) 2 (2p - 2) 2 x • • • x 2 2 


/o 


Done 


h - {2 P )l 
- p 4 p( P !) 2 2' 


i si 77 = 2p + 1 : alors on a 


I 2p+l 


2 P 

2p+ 1 


2p-l 


2p 2n-2 2, 

— x — x • • • x -/ 1 

2/r+l 2/r-l 3 

(2p) 2 (2p - 2) 2 x • • • x 2 2 

(2/7 + l)(2p)(2p - l)(2p -2)x--x3x2xl 


D’ou 


'2p+l 


4 p (/>!) 2 

(2/7+1)!' 


e) Posons V77 6 N, u„ = (77 + l)/„/„ + i. Pour tout n e 
77 

d'apres c), /„+ 1 = /„_i et done : 

77+1 


u„ = (77 + l)/„ 


77+1 


In - 1 — 2lI n -\I n — U n -l 


Done («„)„ e N est constante. Or 77 0 = / 0/1 = — , d’ou : 

V77 6 N, (77 + 1 )/„/„ +1 = £ 

On a vu en b) que (/„)„<=n est decroissante, done 

V77 6 N*, 7„+i < /„ < /„_! 

et comme de plus (/„)„<=n est positive (toujours d’apres b)), 
on a : 


V/2 G N , TlI n I n +\ ^ Til . ^ Yll n —\l n 


Autrement dit : 


ri r\ 

V«eN , 

ft + 1 


7T 


7T 

Ol " * 1? * T M n - 1 * ” 

+ 1 n— »+oo n — *+00 2. n—>+co 2 


Par encadrement, on obtient : 77/ 2 
On en deduit : I 2 , puis -J/ 2 ~ . — . 

" 277 \ " V 277 


n — >+00 2 

7T 

2 n 


Or Vn gN , I n > 0, done /„ ~ A / — . 


a) r h 4 + r 4 est continue sur K. a valeurs dans [4, +oo[ et 
1 

77 h+ — — est continue sur ]0, +oo[ done sur [4, +oo[. Par com- 
-07 

1 

position, r i-+ est continue sur R et par consequent sur 

V4 + r 4 

le segment d’extremites ,y et 2x, quel que soit le reel x. Done / 
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est definie sur 



b) Soit x 6 R. On a : /(-x) = 



dr 

V4 + r 4 


On pose u = —t. La fonction t >—> —t est de classe C 1 sur le 
segment d'extremites —x et —2x. On a u = x quand t = —x, et 
u = 2x quand t = -2x. Par ailleurs, dzr = -dr. Done par chan- 
gement de variable : 



dr 

V4 + r 4 


Done / est impaire. 



d u 

V4 + (— w) 4 

dzz 

V4 + rr 4 


-/oo 


c) Soit x S* 0. Pour tout r e [x,2x ], o n a : 

0 < V4 + x 4 < V4 + r 4 

dont on deduit : 


u — . 

V4 + r 4 V4 + x 4 

Par croissance de l'integrale (on a bien x < 2x car x 3= 0), il 
vient : 

r 2x dr r 2x dr 
0 < - < , 

Jx V4 + r 4 Jx V4 + x 4 

et ainsi : 

(★) : Vx > 0, 0 < f(x) < , A . 

V4 + X 4 


JC X 1 _ 

— — = ~ — = — . Done 
V4+X 4 + ” -* 2 


Or 4+x 4 ~ x 4 done 

+oo "V4+X 4 + °° -* 2 V4 + x 4 - r_>+0 ° 

Avec (★), on en deduit par encadrement que 


0. 


/(x) — » 0. 

jt— >+oo 


d) On a deja vu que r i-» est continue sur R. Done elle 

V4 + r 4 

admet une primitive F sur R. On peut alors ecrire : 

Vx 6 R, f(x) = F(2x) - F(x). 

Conime F est derivable sur R, / est elle-meme derivable sur R 
et : 


f(x) = 2F'(2x) - F'(x) 

2 1 
V4 + 16X 4 V4 + x 4 
V4 + x 4 - V 1 +4x 4 
V(1 + 4x^(4 + x 4 ) ’ 

Par consequent, /'(x) est du signe de : 

V4 + x 4 + Vl + 4X 4 
= 3(1 - x 4 ) 

V4 + x 4 + Vl + 4X 4 


Done /'(x) est du signe de : 

1 - x 4 = (1 - x 2 )(l + x 2 ) = (1 - x)(l + x)(l + x 2 ) 
d’oii le tableau de variations : 


X 

— oo —1 1 +oo 

/'OO 

( 

) + ( 

) 

/(*) 

0 

/ 

0 


17.23 


e 

1) La fonction r i-> est continue sur R*. Done P integrate 

/(x) est definie si et seulement si le segment / d'extremites x 
et x 2 est inclus dans R*. Or, pour tout x < 0, on a x 2 > 0, done 
0 6 / et l'integrale f{x) n’est pas definie. En revanche, pour 
tout x > 0, on a / c]0, +oo[ done l'integrale /(x) est definie. 
En conclusion, l'ensemble de definition de f est ]0, +<x>[. 

2.a) La fonction exponentielle est de classe C 2 sur R et sa de- 
rivee seconde est exp" = exp, qui est positive sur R. Done 
exp est convexe sur R. Par consequent, sa courbe est au- 
dessus de ses tangentes. Or la fonction tangente en l’origine 
est u i-» exp(0) + irexp'(O) = 1 + u. Done Vir 6 R, e" > 1 + u. 
2.b) Pour tout x 6]0, 1], on a x 2 < x. D'apres la question pre- 
cedente et la croissance de l'integrale, on obtient : 



f ' l - i 2 

Donc /(x) < - I dr. Ensuite : 

Jx 2 t 



= Infix 2 ) - ln(x) + j(x 2 - x 4 ) 
= ln(x) + ^(x 2 - x 4 ) 


— > — oo 
jc— »0 + 

On en deduit par comparaison que /(x) — » — oo. 

jc— »0 + 

Remarque : on retiendra qu’il faut toujours verifier que les 
bornes de l’integrale sont « dans le bon ordre », avant d’appli- 
quer la croissance de l'integrale. 

3.a) Soit x > 1 . On a x < x 2 et done : 

Vf s [x, x 2 ], -x 4 < -r 2 < -.x 2 
Done par croissance de 1’ exponentielle : 

Vr s [x,x 2 ], 0 < e~* 4 < e~ r < e 
puis par croissance de l'integrale (et x < x 2 ) : 

J r* Jp —p s*xP —jp 

e 1 re r 

— dr < I dr. 

x t J x t 

/' X -x 2 ( 2 

Mais: I dr = e - ^ [ ln(r)] = e^ ln(x). 

Jx t 

Done : Vx > 1, 0 < /(x) < e ln(x). 

3.b) Par croissance comparee : u = o(e"). Or x 2 — » +oo 

+oo x — >+oo 

done x 2 = o\e x ). 

+ 00 V ' 
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En outre, par croissance comparee, ln(.t) = olx 2 ). 

Ainsi, ln(.r) = o (e* 2 ), done e _jr ln(.r) — » 0. 

+ 00 ' ' jc— > + oo 

La question 3.a) permet d"en deduire par encadrement : 

m 


m — ► o. 

jc— >+ oo 


4) La fonction r 1 -> etant continue sur ]0, +oo[, elle admet 

une primitive F sur ce meme intervalle. On peut alors ecrire : 
"ix > 0, fix) - Fix 2 ) - Fix) 

Or x i-» x 2 est derivable sur ]0, +oo[ a valeurs dans ]0, +oo[ 
et F est derivable sur ]0, +oo[. Done, par composition, / est 
derivable sur ]0, +oo[ et : 

Vx > 0, f\x) = 2 xF'(x 2 ) - F'(x) 


2xe 


-X 2 


2e~ x -e" 


Remarquons avant tout que F est bien definie sur 
]0, +oo[. En effet, si x > 0, alors t i-» x + t ne s'annule pas 
xf(t) 

sur [0,1], done r t-» — est definie et continue sur [0, 1] en 


x + t 


tant que quotient de fonctions continues dont le denominates 
ne s'annule pas. Par suite, P integrate F(x) est definie. 


Continuite de F. Pour tout x > 0 : 

F(x) = xG(x) ou G(x ) = 


= f'M 

Jo X+t 


dr 


II suffit done de prouver la continuite de G sur ]0, +oo[. Soit 
Xg e]0, +oo[, pour tout reel h tel que Xq + h e] 0, +oo[ : 


\G(xo + h) — G(xo)| — f 
Jo 


-hf(t) 


o (Xo + 0( x o + h + t) 

1/(01 


■ dr 


if 


( Xo + t)(x o + h + t) 

1/(01 


■ d t 


f 


■ d t 


•*0 + h Jo (xo + 0 

La derniere inegalite se justifie par : 

V/ G [0, 1], 0 < Xq + H ^ + h + / 

1/(01 


°r — — — 7 

Xo + n h^o 

d’ou : 


0 et 


f 


(xo + r) 

1/(01 


dr est constant par rapport a h. 


:L 


, ■ dr — > 0 

x 0 + h Jo (xo + 0 a-> o 

puis par encadrement : G(x o + h ) — * G(x o). 

h — >0 

Done G est continue en tout Xg g]0, +oo[, e’est-a-dire G est 
continue sur ]0, +oo[ et par consequent F est continue sur 
]0, +oo[. 

• Limite de F en +oo. Pour tout x > 0 : 


f'f 


F{x)- /(r) dr 

0 



r'-tf(t) dr 


Jo X+t 


f^Mdr 

Jo x+t 

- f 0/(01 dr 

X Jo 


La derniere inegalite se justifie par : 

Vr e [0, 1], 0 < x < X + r 

1 


Or - — » 0 et I r|/(r)| dr est constant par rapport a x, d’ou 

X x-<+oc Jg 


ip 

X Jo 


r|/(r)|dr — » 0 

jt— >+oo 


Puis par encadrement : Fix) 


a) Pour tout n e N", on a : 




Tn(f) = 


b - a 


/(?) dr. 


— a b — a v -1 

— y f(ao + — y Kao 

n +-i n f— J 


b — Cl V— I d — Cl 

Or > fiaj) et > fiat) sont les sommes de Rie- 

n F—i n L—i 

k = o k= 1 

rnann de la fonction / sur [a,b\. Comme / est continue sur 
[a, 6], ces deux sommes tendent vers I quand n — » +oo. Done : 


b - a 


T„if) — » I. 

n—>+co 


- — - x 0.cik+\) est p a j re trapeze delimite par 

n 2 

les points de coordonnees (a*,0), (a^+i.0), (a^+i, f(ak+i)) et 
ia k ,fiaj). La methode s’appelle methode des trapezes car on 
approche l’aire delimitee par la courbe de / par la somme 
d'aires de trapezes. 



y = fix ) 


ftk iik + 1 X 


b) On part de P integrate qui figure dans le membre de droite. 
Pour tout r E [a,j8], posons : 

u(t) = fit) v(t) =it-a)it-/3) 
u’if) = f"(t) v'(t) = 2 1 — a — p 

u et v sont de classe C 1 sur [o\/J], done une integration par par- 
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ties donne : 

V 3 


f 


[(f - a)(t - - I (2t - a - (i)fit) dt 

J a 
V 3 

{2t-a-/3)f(t)dt 


Pour tout t € posons : 

<P(t) = fit) i//(t ) =2 t-a-p 
<p\t) = f\i) f(t) = 2 

tp et if sont de classe C 1 sur [ a,j3\ , done une integration par 
parties donne : 

f (2t-a-j3)f(t)dt 

*Ja 

= [( 2 r-a-/ 3 )/(f )£-2 f f(t)dt 

a 

= 08 -a)(/ 08 ) + /(«))- 2 f /(f) dr 

J a 

En conclusion : 

i r 13 

+ - J (f-ar)(f-/J)/"(f)df. 

c) La fonction /" est continue sur le segment [a, £>] (car / est 
de classe C 2 ) done elle est bornee sur ce segment : autrement 
dit, il existe M 6 R, tel que : 

Vx e [a, b], \f"{x)\ < M. 

Pour tout k 6 JO, n — 1 |, appliquons la formule de MacLaurin 
sur [a k ,a k+ 1] : 

rw=— x /(fl ^ )+/(gt) 

n 2 


1 p 

'2j ai 


(f-a t )(t-a t+ i)/"(r)dL 


On additionne ces egalites, et grace a la relation de Chasles et 
a la definition de T„(f), on obtient : 


I = T n (f) +\'Y J n, - a k )(t - a M )f"(t) dr. 

- kZ 0 Ja k 

L’inegalite triangulaire puis l’inegalite de la moyenne donnent 
alors : 

|/-r„(/)l < \ r*lt-a k )(t-a M )f"(t)dt 

z k = 0 
n - 1 


< ly r 


\(t - a k )(t - a M )f"(t)\dt 


Lm'y r 

2 M Ja k 


Iff - «*)(/ - a*+i)| dr 


Or le changement de variable affine u = t - a k donne : 


J ^ a k 
a k 


\(t-a k )(t-a k+ i)\dt 


J ™k+1 

(t - a k )(a k+ 1 - t) dt 

a k 

r'dk+i ~a k 

u(a k + 1 — a k — u) d u 
Jo 

l a k+l ~ a k 

3" Jo 

1, ,3 (b-af 

— TK a k+l ~ &k) ~ 


J oa, 

0 

= [r(or+i - - -« 3 ] o 


6 


6 « 3 


Ainsi : 


- n— 1 

U-T„(J)\ < 


(b - a) 3 


2 "'U 6n3 


et on en conclut que : 


1/ - T,m < 


M(b - af 
\2n 2 


1 ) Soil A > 0 . On pose pour tout r € [a, b] : 

1 

u(t) = — sin(/lr) v(t ) = fit) 

A 

u'{t) = cos (At) v'(t) = f(f) 

11 et v sont de classe C 1 sur [o, b], done une integration par par- 
ties donne : 

r f(t) cos (At) dr 

a 

1 / 1 

= [-/(r) sinf-lr) | - - J /'(r)sin(/lr)dr 


f(b) sm(Ab)—f(a) sin(/la) 1 


-J/ 


(t) sin(/tr) dr 


D'une part : 


{fib) sin(/lfc) - f(a) sin(/la)) 


1 


< ~{ I fib) sin(/lfo)| + | f(a) sin(/ta)| ) 

A 

< \{\m\+\m\) 

done par encadrement : 

(1) : -,(fib) sinf/t/)) - f(a) sinLki)) — > 

A /i^+CO 

D’autre part, d'apres l’inegalite de la moyenne (car a < b), il 

vient : 


0 




( t ) sin(/lO dr 




ip 

ip 


(r) sin(/lr)| dr 


(Old/ 


Or 


1 r b , 

— I ]/ (r)| dr — > 0, done par encadrement : 
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( 2 ) 


dp 


(r) sin(/if) dr — > 0. 


W *-1 
2 


De (1) et (2), on deduit alors que : 


2 cos 4 


I 


f(t) cos(At) dr — » 0. 

A — >+oo 


2.a) L’enonce rappelle que : 

V(a, b) 6 R 2 , cos(« + b ) = cos a cos - sin a sin b 
Done pour tout (a, b) 6 R 2 , on a : 

cos(« - b) = cos(a) cos (—b) - sin(a) sin (—b) 

= cos a cos b + sin a sin b 
Par addition, on obtient : 

1 1 

cos a cos b = — cos(a + b) + — cos(a - b) 

On en deduit que : 

cos (-) c °s(to) = — cos ( — +to) + — cos (--to) 

1 (t+2kt\ 1 lt-2kt' 

2 \ 2 ) 2 \ 2 

It- 2kt\ 1 2 to — A 

Or cos = cos done : 


« pi pi 

YX-l)* cos(to)dr = (-1)" 

Jo Jo 

)ur tout he [1,/z] : 

(- 1 ) t J'cos(to)d t = (-l)*[i sin(to)] Q = (-1)’ 

pour tout n £ N* : 

pi cosf^ailA 
«„ = (-1)" v 2 ; 

Jo 


Par consequent, pour tout n e 


sin k 


dr . 

2 cos 2 


3) Posons : Vr € [0, 1], f(t) = / est de classe C 1 sur 

2 cos 4 


[0, 1] en tant qu’inverse d'une fonction de classe C 1 sur [0, 1] 
ne s'annulant pas sur [0, 1]. 

D'apres 1), on en deduit : 


I 


f(t) cos(/lr) dr — » 0 

A — »+oo 


Or 


2n+l 


tt\ 

„ 1 

2k + 1 \ 1 

2 k — n 

cos - 

COS(Kr)= -COS 

— - — r +-cos 

— 7 — f 

\2) 

2 

[2)2 

l 2 ) 


+oo done : 


J " /(?) cos | 


2n + 1 
r dr — » 0 

2 / «— »+oo 


2.b) Soit r s [0, 1] et n s ! 


Mais pour tout suite (a „)„ £ n de lirnite nulle, on a (- 1 ) n a n — > 0. 

n—>+oo 

En effet |(-l)"a„| = |r/„| — * 0. Done : 

n — >+oo 


n 

plcosf^lttl/l 

(^j^C-pcosCto) 

( - ir l 2 cos 4 


dr — + 0 

n —*+ oo 


k= 1 

= i£(-l)*cos 

Z Jk=l 
Jfe=l 

= -Yf-l/cos 
j=k - 1 2 A-r 
k= 1 

1 ""I 

-oI>Pc< 


2/t+l \ / 2k— 1 

cosi r +cos r 


2 

2k + 1 


Avec 2.c), on en deduit : u„ 


1 

->+co 2 


2fc — 1 

cos I r 


2k + I 
2 

27+1 


= i(-l)"cos(^±lf|- I(_i)° cos (I f 

2 2 ) 2 2 


1 d l 2n + 1 i f 

- (-1) cos — r - cos - 


2.c) Pour tout re [0, 1], on a 0 < | < | done cos | ^ 0. De 
2.b), on peut alors deduire pour t 6 [0, 1] : 

1 

2 


£(-i)*cos(to) = (-ir- 


2 cos | 


Toutes les fonctions en presence sont continues sur [0, 1]. En 
integrant 1’egalite precedente sur [0, 1] et en utilisant la linea- 
rite de l’integrale, on obtient done : 


l.a) D’apres le resultat admis par l’enonce, on a sin t - t 

o 6 

sin r - r r 

et done ^ — ~ — . D ou : 

r 2 0 6 


sin r - r 


0. 


l.b) g est continue sur R* comme quotient de fonctions conti- 
nues dont le denominateur ne s’annule pas sur R*. Par ailleurs, 
sin r — r 

lim — = 0 = q(0) done g est continue en 0, ainsi : g est 

t->o r 2 
continue sur R. 

l.c) g est continue sur R done admet une primitive G sur R. 
G est continue sur R puisque derivable sur R, de derivee g. En 
particular G est continue en 0. Ainsi : 

^2x 


r 


git) dr = G(2x) - G(x) — » G(0) - G(0) = 0 

jc— »0 


l.d) Pour tout x 6 

r»2x 


r- x smt r 2x r 2x dt 

1 , — d, -j, 0>ilx l 7 


Y 

-r 


g(t) dr + ln(2x) - ln(x) 


git) dr + ln( 2) 
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Avec l.c), on en deduit : 

<-»2x 0 


f sin t 
Jx t 


d t — » ln(2) = /(0) 


dr. Posons u = —t. La 


Done / est continue en 0. 

C 2x sin t 

2) Soit x 6 R*. On a f(—x) = I — — 

J-x t 

fonction t h-> -f est de classe C 1 sur le segment d’extremites x 
et 2x. On a u = x quand t = —x, et u = 2x quand r = —2x. Par 
ailleurs, dn = —At. Done par changement de variable, il vient 
(car sin est paire) : 


/(-*) 


f'sinf 

J, (- 

r 2x sin m 

Jx « 2 


sin( — z/) 

ll ) 2 


Au 


du = /( jc ) 


sin t 


Done / est paire. 

3.a) La fonction /i : r i-> — t— est continue sur ]0, +<x>[ comme 
t 1 

quotient de fonctions continues dont le denominates ne s'an- 
nule pas. Done h admet une primitive H sur ]0, +oo[. Pour 
tout x > 0, on a alors : f(x) = H( 2x) - H(x). Or H est de- 
rivable de derivee h sur ]0, +oo[, et par composition x i-» H(2x) 
est egalement derivable sur ]0, +oo[. Done / est derivable sur 
]0, +c»[. Par ailleurs / etant paire, elle est egalement derivable 
sur ] - oo, 0[. Done : / est derivable sur ] - oo, 0[ et sur ]0, +oo[. 
3.b) Pour tout x e R*, on a (en derivant comme fonction com- 
posee) : 

,,, , , 2 sin(2x) sinx 

/ (x) = 2 H (2x) - H (x) = — ^ -g- 

sin 2x - 2 sin x sin xfcos x - 1) 


2x 2 


ou on a utilise : sin(2v) = 2 sin x cos x. 

3.c) Notons i p la restriction de / a [0, +oo[. 


★ ip est de classe C 1 sur ]0, +cx>[ car la fonction f calculee 
ci-dessus est continue sur ]0, +oo[. 


★ fix) = 


sin.v(cos x - 1) 


x 2 o x L 

admettent 0 pour limite en 0 + , 


= - —x ainsi f et done i p' 


★ / est continue en 0, done ip egalement. 

D’apres le theoreme de prolongement des fonctions de classe 

C 1 , on en deduit que ip est C 1 sur [0, +oo[ et i/>'(0) = lint ip'(x) = 

»0 + 

0. Par consequent, / est derivable a droite en 0 et f(0) = 0. 

Le meme raisonnement applique a la restriction de / a ] - oo, 0] 
donne : / est derivable a gauche en 0 et /J( 0) = 0. 

De f'i (0) = f(0) = 0, on deduit que / est derivable en 0 et que 

/'( 0) = o. 

3.d) Sur ]0, +cx>[, si n v s’annule en tout x de la forme x = far 
ou k 6 N*. Par ailleurs, pour tout x t kn, on a : cos jr — 1 < 0 
et done f'(x) est du signe de -sinx. Finalement : fix) = 0 
si x = kn, f'(x) > 0 si x e](2 k - \)n,2kn[ et fix) < 0 si 
x e]2far, {2k + 1)tt[. 

4) Si x > 0 on a x < 2x et done : 



La derniere inegalite est justifiee par : | sin | < 1. 

Or lim — =0 done par encadrement : 

x—*+oo 2x 

lim f{x) = 0. 
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Introduction 

Soient I un intervalle de R, / : I — > R et (a, b) e 1 2 . Les formules de Taylor 
expriment f(b) en fonction des valeurs en a de / et de ses derivees successives. 
Ces formules sont du type : 

f(b) = f(a) + (b- a)f'(a) + ^ ^ f" (a ) + ■ ■ ■ + —f (n \a) + R n (a, b), 

2! n\ 

ou R n (a, b) est un reste dont 1’ expression depend de la formule. 

Les developpements limites permettent de comparer localement une fonction avec 
un polynome. Ils s’ expriment sous la forme : 

f{x) = ao + a\(x - xq ) + ■ ■ • + a n (x - xo)" + o((x - xo)")- 

xo 

Ils constituent un outil extremement efficace pour T etude locale des fonctions : 
obtention d’equivalents, de limites, ... 


Objectifs 

• Enoncer les formules de Taylor. 

• Donner la liste des developpements limites usuels. 

• Mener des operations sur les developpements limites. 

Prerequis 

• Etude locale des fonctions. 

• Derivation. 

• Integration. 


1£.1 Formules de Taylor 


Dans tout ce chapitre, I designe un intervalle de X et n un entier naturel. 
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COURS & METHODES 


Formules de Taylor et developpements limites 


18.1.1 


Remarque - La formule de 
Taylor avec reste integral est 
une formule globale car el le 
est valable quels que soient les 
points a et b dans /. 


Formule de Taylor avec reste integral 


Theoreme - Formule de Taylor avec reste integral 

Soit / une fonction de classe C” +1 sur I. Pour tous a et b elements de /, on a : 


f{b) = fid) + (b- a)fia ) + (t> ^ f"ia) + • • • + 


2 ! 




z 

k=0 


ib - af 


Id 


f k \a) + 


f^“ 


f 


ft) dr. 


ib - tf 


f n+1 \t) dr 


Cette egalite est appelee formule de Taylor avec reste integral a l’ordre n. 


Demonstration 

La formule se montre par recurrence sur n. On donne ici une demonstration abregee. 
L’ initialisation est verifiee car on sait que, si / est de classe C 1 sur /, alors : 

rb 

Via,b)el 2 ,fib)-fia)= fit) At 

Ja 


Heredite : supposons la formule vraie a l’ordre n et montrons-la a l’ordre n + 1. II sufRt 
de prouver que : 

"i>t t\n <u „\n+l f'bQ ) _j\n + 1 


r 

Ja 


n\ J (r?+l)! J 


Ja 


in+ 1)! 


■f n+2) it) dr 


Cette derniere inegalite se montre a l’aide d’une integration par parties avec : 

(h - t) n+] 

uit) = f n+1) it) vit) = 

in + 1 )! 

u’it) = f n+2 \t) v\t) = — 

n\ 


Exemples 

1. La fonction exp est de classe C" +1 sur R et 'ik G [0, n + 1 fl, exp^ = exp. D’apres 
la formule de Taylor avec reste integral a l’ordre n appliquee en 0 et x, on a : 


Vx G R, e* = 


SH 


(x - t) _ t 


e' dr 


2. Soient P un polynome reel de degre au plus n et a e R fixe. P est de classe C" +1 
sur R et = 0. D’apres la formule de Taylor avec reste integral a l’ordre n 

appliquee en a et x, on a : 


Vx G R, P(x) = 2^ — - — (•* — a ) k + 0 
k = 0 


k\ 


” p( k >ia) 

Autrement dit : P — > (A - af. On obtient ainsi les coordonnees de P 

k = 0 ’ 

dans la base (1, A - a, (A - a ) 2 , . . . , (A -a)") de l’espace vectoriel des polynomes 
reels de degre au plus n. 
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10 . 1.2 


© 


Egalite et inegalite de Taylor-Lagrange 


Theoremt - Egalite de Taylor-Lagrange 

Soit / une fonction de classe C" +1 sur I. Pour tous a et /; elements distincts de /, il existe 
c strictement entre a et b tel que : 


fib) = f(a ) + {b- a) f'{a) + ^ f* f"{a) + 


2 ! 


+ (^>/ (n+ t) (c ) 


(« + l)! 




(b-a) n+l An+1) 


k = 0 


A:! 


(n + 1)! 


f n+l, (c). 


Cette egalite est appelee egalite de Taylor-Lagrange a l’ordre n. 


Remarques 

1. Lorsque n = 0, on retrouve (avec des hypotheses plus fortes) l’egalite des accrois- 
sements finis. La formule de Taylor-Lagrange a un ordre quelconque est done une 
generalisation de T egalite des accroissements finis. 

2. La formule de Taylor-Lagrange est une formule globale. 


Exemple 

i 3 

X~ X 

Montrons que : Vx > 0, x 1 7 

H 2 3(1 +x) 3 


< ln(l + x) < x - 


x 

~2 


x 

y 


Soit la fonction / : x e] - 1, +oo[t-> ln(l + x). f est de classe C°° sur ] - 1, +oo[ et 
on montre aisement par recurrence que, pour tout k e 1 T *, on a : 

( 1 + x) K 

En particulier, / est de classe C 3 sur ] - 1, +oo[, done d’apres l’egalite de Taylor- 
Lagrange a 1’ordre 2 appliquee en 0 et x, on a : pour tout x > 0, il existe c e]0, x[ tel 
que : 

2 3 

fix) - f(0) + xf(Q) + L/"( 0) + f"(c) 


Autrement dit : 


2 3 

i”(i + *) = *-T + S(T7tf 


Mais l<l+c<l+x done 


3 

yj n X ~ X 

ix > 0, X - — + ■— 7 

2 3(1 +x) 3 


"> 3 

. . x- X J 

< ln( 1 + x) < x 1 

2 3 


Theoremt - Inegalite de Taylor-Lagrange 

Soient / une fonction de classe C n+l sur I. On suppose qu’il existe un reel M majorant 
|y(H+!)| sur i Alors pour tous a et b dans I : 


n 


m - X 

k = 0 


(b - af 
k\ 


f\a) 




M 


| b - a \ n+ 1 
(n+ 1)! 


Cette inegalite est appelee inegalite de Taylor-Lagrange a l’ordre n. 
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10.1.3 

On notera que la formule de 
Taylor- Young a I'ordre n sup- 
pose que f est de classe C n 
sur /, alors que les formules 
de Taylor avec reste inte- 
gral et de Taylor-Lagrange a 
I'ordre r supposent que f est 
de classe C" +1 sur /. 


Demonstration 

Si a — b 1’inegalite est evidente. 

Si a + b, alors d’apres Tegalite de Taylor-Lagrange a I’ordre n appliquee aux points a et 
b, il existe c strictement entre a et b tel que : 


m = 2 




k = 0 


k\ 


(n+ 1)! 


Or |/ ( " +1, | est majoree par M sur I etc £ I, done : 


/(«-£ 

Exemple 


( b - af 


k = 0 


kl 


f\a) 


(b-ay +1 An+ 1, 


(n + 1)! 


r +i \c) 


< M 


| b - a 


n + 1 


(n+ 1)! 


Soit a > 0. Montrons que : i x e] - oo, a]. 


1 - x — —x~ 


e , 

< -w 3 . 

6 


La fonction exp est de classe C 3 sur ] - oo, a] et Vx e] - oo, a], \ exp (3) (x)| = e v < e fl . 
D’apres l’inegalite de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 appliquee aux points 0 et x, on a 
done : 

Vx e] - oo, a], 

Autrement dit : 

Vx e] — oo, a], 


7 exp"(0) 

exp(x) - exp(0) - x exp (0) - x 


2 ! 


< ^l 3 


1 


exp(x) - 1 - x - -x‘ 




Formule de Taylor- Young 


Theoreme - Formule de Taylor- Young 

Soient / une fonction de classe C n sur I et a e I. Alors au voisinage de a, on a 

(x-af 


m = 2 ■ 


f (k \a) + o((x - a) n ). 


k = o 


k\ 


Cette egalite est appelee formule de Taylor- Young a I’ordre n. 


Remarque - La formule de Taylor- Young est un resultat local, qui permet de comparer 

{x-af 


f{x) avec ^ 

jfc=0 


kl 


f k) (a) lorsque x est proche de a. 


Demonstration 

On cherche une fonction s : I 


Vx 6 /, fix) - 2 


admettant 0 pour limite en a et telle que : 

( x-af 


Pour cette raison, on pose : 

1 


k = 0 


kl 


f k \a ) + (x - «)"e(x) 


e(x) = 


(x - a) n 


/w-Z 


(x - af 


k = 0 


k\ 


f\a) 


si x e / \ {«} et s(a) - 0 


/ etant de classe C" sur /, d’apres l’egalite de Taylor-Lagrange a I’ordre n — 1, pour tout 
x e I \ {«}, il existe c x strictement entre a et x tel que : 

Ti (x - af ,u\ (x - a) n 

fix) = Yj L ^r ± / («) + — 


k = 0 


kl 
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On en deduit que pour tout x e / \ {a} : 

Or c x etant compris entre a et x, on a par encadrement : c x — > a. Par ailleurs, / (n) 

x— >a 

est continue sur I car / est de classe C". Done / <n) (c x ) — * f (n Ha). On obtient ainsi 

x—>a 

six) — ♦ 0. ■ 

x—>a 


Exemple 

La fonction exp est de classe C" sur ] 


On a done au voisinage de 0 : 


^ 77 exp®(0) + o(x n ) 


k = 0 


k\ 


y k 

Zrr»« 


k = 0 


13.2 Developpements limites 

J \8.2A Definition et premieres proprietes 

Definition - Developpement limite a l’ordre n en 0 

On suppose que 0 e I et que / est une fonction definie sur I ou sur I \ {0}. On dit que 
/ admet un developpement limite a l’ordre n en 0 (en abrege DL„ (0)) lorsqu’il existe 
(ao, a i, . . . , a„) e R" +1 tel qu’au voisinage de 0 : 

n 

fix) — ao + a\x + • • • + a n x" + o(x") — z + o(x") 

k = o 

Le polynome P - ao + ci\X + ■ • • + a„X" est appele partie reguliere de ce DL„ (0). 

Exemple 

Soit f : x€ Rh I + lx - 3x 2 + x 2 sin x. Comme sin(.v) — » 0, on a x 2 sin(.v) = o(x 2 ) 

x—>0 

et done / admet un DL2 (0) donne par : fix) = I +2x- 3x 2 + o(x 2 ). La partie reguliere 
de DL 2 (0) est : P = 1 + 2X - 3X 2 . 


Proposition - Si f possede un DL„ (0) alors ce developpement limite est unique. Au- 
trement dit, si au voisinage de 0, on a : 

fix) = «o+fl| ^ + a«v" + o(x") et fix) - bo + b\x + • • • + b n x" + o(x") 

alors Vk e [0, «]|, a * = b^. 

Demonstration 

On raisonne par l’absurde en supposant que : 

fix) = ao + a\ h + a„x" + o)x") et fix) - bo + b\x + • • • + b n x" + o(x") 

et qu’il existe k 6 [0, n]| tel que ak + b k- 

Notons p le plus petit entier dans ||0,/?|| tel que a p 4- b p . On a done ak — hk pour tout 
k e |[0, p — 1 ]. Par soustraction des deux developpements limites, il vient : 

0 = ia p - b p )x p + ia p+ \ - b p+1 )x p+1 + ■ ■ ■ + ia n - b n )x n + o(x") 

Pour x 4 0, en divisant par x p , il vient : 

0 = ia p - b p ) + ia p+ 1 - b p+ f)x + ■ • • + ia n - b n )x n ~ p + oix n ~ p ) 

En faisant tendre x vers 0, on obtient 0 = a p - b p et done a p — b p : absurde. ■ 
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La proposition suivante montre qu’il est toujours possible de reduire l’ordre d’un deve- 
loppement limite. 

Proposition - Si f possede un DL„ (0) alors pour tout p e [0, nj, f possede un 
DL p (0). On obtient la partie reguliere du DL p (0) en supprimant les termes de degre 
strictement superieur a p dans la partie reguliere du DL„ (0). 

Demonstration 

Supposons que / admette le DL„ (0) suivant : 

fix) — ao + a \x + ■ • • + a p x p + a p+ ix p+1 + • • ■ + a n x!' + o(x") 

Pour tout k e \\p + 1 ,nj, on a : x k - o(x p ). Par consequent : 

fix) — ao + a ix + ■ ■ • + a p x p + oix p ) 

Done / admet un DL ; , (0) dont la partie reguliere a ete obtenue en supprimant les termes 
de degre strictement superieur a p dans la partie reguliere du DL„ (0). ■ 

Exemple 

Supposons que / admette le DL 3 (0) suivant : fix) — 1 + lx - lx 2 + 4x 3 + o(x 3 ). Alors 
/ admet : 

. le DL 0 (0) : fix) - 1 + oil), 

. le DLi (0) : fix) = 1 + 2x + o(x), 

. le DL 2 (0) : fix) = 1 + 2x - lx 1 + o(x 2 ). 


18>.2.2 Developpements limites usuels 


La formule de Taylor- Young permet d’obtenir des developpements limites. Si 0 e I et si 
/ est une fonction de classe C" sur /, alors on a au voisinage de 0 : 

2 Yl 

fix) - m + xfiO) + -f'i 0 ) + • • • + ^-/ ( ' !, ( 0 ) + o(xT) 

2 n\ 

Autrement dit, / admet un DL„ (0) de partie reguliere P — / — /®(0). 

kZ 0 k - 

On obtient ainsi les developpements limites usuels suivants : 

Theoremr - Developpements limites usuels 

Pour tout n e N, on a au voisinage de 0 : 


v 2 v 3 

X 1 A A 

= 1+X+ 2! + 3! + 

234 
.r x J x * 

ln(l + x) = x - — + — - 

2 3 4 


+ -r + oix n ) 
n\ 

■ ■ + i-iy- 1 — + dx”) 
n 


r 3 r 5 r ^ n+ 1 

sin x = x — t- (-••• + (-1)"— + oix 2n+2 ) 

3! 5! (2/j+l)! 

y 2 y 4 y 2n 

cosx=l-- + - + --- + + oU 2 ' ,+1 ) 

. aia-l)o aia — 1 ) ... (a — n + 1 ) 

(1 + x) = 1 + ax + — — x +•■■-! x + oix ) 

2 ! n\ 
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1 £. 2.3 


Exemple 

3 5 

X X 

sin admet le DLg ( 0 ) suivant : sin(x) = x 1 \- o(x ). 

6 120 

On en deduit que sin admet un DL 5 (0) donne par : sin(x) = x - 


T + m +ol - x *' 


Corollaire - Au voisinage de 0, on a : 

— ^ — = 1 - X + x 2 - x 3 + • • • + (-l)".x" + o(x n ) 
1 + X 

— - — = 1 + X + x 2 + x 3 4 + x" + o(x") 

1 - X 


Demonstration 


Le DL„ (0) de 


1 

1 + x 


est obtenu a partir de celui de ( 1 + x)“ lorsque a — — 1 . 


Puis en remplafant x par -x, on obtient le DL„ (0) de 


1 

. 

1 - x 


Operations sur les developpements limites 

Comme on l’a vu dans le paragraphe precedent, la formule de Taylor- Young permet 
d’etablir des developpements limites. Dans la pratique, on obtient le plus souvent les 
developpements limites a partir d’operations (sommes, produits ou composees) sur les 
developpements limites usuels. 


Method . 1 Somme de developpements limites 

Si / et g admettent des DL„ (0) de parties regulieres respectives P et Q, alors f + g admet un DL„ (0) 
de partie reguliere P + Q. 


Exemple d'application 

Cherchons un DL 3 (0) de sin(x) + exp(x 2 ). 

. sin admet le DL 3 (0) suivant : sin(x) = x - -x 3 + o(x 3 ). 

6 


. exp admet le DL 2 ( 0 ) suivant : exp(u) = 1 + u + —ic + o(u 2 ). 


Comme x 2 — > 0, on en deduit, par composition a droite, que : exp(x 2 ) = 

x — >0 

voisinage de 0 . 

On obtient alors le DL 3 (0) suivant pour exp(x 2 ) : exp(x 2 ) = 1 + x 2 + o(x 3 ). 

2 

On en deduit par somme que sin(x) + admet le DL 3 (0) suivant : 


1 + x 2 + -x 4 + o(x 4 ) au 
2 


sin(x) + exp(x 2 ) = 1 + x + x 2 


o(x 3 ) 
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Methode 2 Produit de developpements limites 

Si / et g admettent des DL„ (0) de parties regulieres respectives P et Q , alors / x g admet un DL„ (0) 
de partie reguliere P X Q. 

On retirera les termes de degre strictement superieur a n dans l’expression de P x Q. 


Exemple d'application 


Cherchons un DL3 (0) de 


ln( 1 + x) 


1 - x 

ln(l + x) admet le DL3 (0) suivant : ln(l + x) - x 

1 


1 


1 


admet le DL3 (0) suivant : 


1 - x ~ l - x 

On en deduit qu’au voisinage de 0, on a : 

ln(l + x) 

~T 


2 3 

= l + x + x 2 + x 3 + o(x 3 ) 


x 3 + o(x 3 ). 


= ( 3 


1 


1 


x 3 )(l + x + x 2 + x 3 ] + o(x 3 ) 


2 3 

On developpe alors le produit en ne gardant que les termes de degre inferieur ou egal a 3 (les autres 
termes sont negligeables devant x 3 au voisinage de 0 et sont done « absorbes » par le o(x 3 )) : 


ln( 1 + x) 
1 - x 


Ce qui nous donne le DL3 (0) suivant pour 


x 

ln( 1 + x) 
ln( I +x) 


1 0 1 

-X" + -XT’ + X" 

2 3 


-x 3 + x 3 + o(x 3 ) 
2 


1 - X 


= X + 7-x 2 + ~x 3 + o(x 3 ). 
2 6 


Methode 3 Composition de developpements limites 

Si f et g admettent des DL„ (0) de parties regulieres respectives P et Q, et si f(x) — » 0, alors g ° f 

X ->0 

admet un DL„ (0) dont la partie reguliere est donnee par (Q o P)(X) = Q(P(X)). 

On retirera les termes de degre strictement superieur a n dans 1’ expression de Q(P(X)). 


Exemple d'application 

Cherchons un DL 3 (0) de exp ( sin(x)). 

• sin admet le DL 3 (0) suivant : sin(x) = x - -x 3 + o(x 3 ) et sin(x) — > 0. 

6 x-»o 

• exp admet le DL 3 (0) suivant : exp(«) = 1 + u + - u 2 H — i/ 3 + o(u 3 ). 

2 3 

On en deduit qu’au voisinage de 0, on a : 


t 1 3 


1 

1 / 

1 3\‘ 

(X X 

+ -lx - 

l 

7 

+ 

■) 

1 

-x 3 ) 

v 6 

' 2 V 

6 ' 

3 V 

6 ’ 


(dans la partie reguliere du DL 3 (0) de exp(«), on a remplace u par x x 3 ). 

6 

On developpe alors les differents produits en ne conservant que les termes de degre inferieur ou egal 
a 3 : 


exp ( sin(x)) =1 + (x - -x 3 ) + -x 2 + -x 3 + o(x 3 ) 


Ce qui nous donne le DL3 (0) suivant pour exp ( sin(x)) : 


exp ( sin(x)) = 1 + x + ^x 2 + ^x 3 + o(x 3 ). 
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1S.2.4 Generalisation : developpement limite en Xo 

Definition - Developpement limite a l’ordre n en xq 

Soient xq e I et / une fonction definie sur I ou sur I \ jxo). On dit que / ad- 
met un developpement limite a l’ordre n en xo (en abrege DL„ (xo)) lorsqu’il existe 
(i ao , a i, . . . , a „ ) e R " +1 tel qu’au voisinage de xo : 

fix) — ao + a i(x - xo) + • • • + a n (x - Xo)" + o((x - xo)") 

= 2 a k (x - x 0 )* + o((x - x 0 )") 
k =0 

On peut etablir un DL„ (xo) a l’aide de la formule de Taylor- Young, mais le plus simple 
est de se ramener a un DL„ ( 0 ). 


Methode 4 Obtenir un DL n (x 0 ) a partir d'un DL„ (0) 

Chercher un DL„ (xo) de x /(x) revient a chercher un DL„ ( 0 ) de h i-> /(x o + h). Autrement dit, 
on pose h = x - xo et on cherche un DL„ ( 0 ) en la variable h : 

fix o + h) — do + Gih + • • • + a n h n + oih n ) 

z 

fix) — Go + fll(x - Xo) + • • • + a„ix - Xo)" + o((x - Xo)") 


Exemples d'application 

1 . Cherchons un DL3 ( 2 ) de exp. 

V/z 6 R, exp (2 + h) — exp( 2 ) exp(/z). Or exp admet le DL3 ( 0 ) suivant : 

exp(/z) = 1 + h H — h 2 H — if + o(lf ) 

2 6 
2 2 

22 e _ 7 e , o 'i 

On en deduit qu’au voisinage de 0 : exp (2 + /i) = e + e h H h + —h + o(h ). 

2 6 

Ainsi exp admet le DL3 ( 2 ) suivant : 

2 2 

exp(x) = e 2 + e 2 (x - 2) + ^r(x - 2) 2 + ^r(x - 2) 3 + o((x - 2) 3 ) 
2 6 
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Remarque - Soient xq € I et / une fonction definie sur /. 

. Dans le chapitre 14, on a vu : 

/ admet f(x) = ao + o(l ) pour DLo (xo) <=> / est continue en xo et /(xo) = a o 

. Dans le chapitre 16, on a vu : 

/ admet /(x) = ao + «i(x - xo) + o(x - xo) pour DLi (xo) 

5 

/ est derivable en xo, /(xo) = ao et f'(xo) = a i 

. Ces equivalences ne se generalised pas pour les developpements limites d’ordre supe- 
rieur. 


Synthese 


5 avoir 5 

• formule de Taylor avec reste integral, 
egalite et inegalite de Taylor-Lagrange, 

• formule de Taylor- Young, 

. developpements limites usuels. 

Savoir-faire 


. obtenir un developpement limite a l’aide de la for- 
mule de Taylor- Young, 

. mener des operations sur les developpements limi- 
tes : somme, produit, composition, 

. obtenir un DL„ (xo) a partir d’un DL„ (0). 

Mots-cles 


. Formules de Taylor, 

. developpement limite. 
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Tests de cormaissances 

18.1 Donner les DL 4 (0) et DL 3 (0) de sinus et cosinus. 

fix) = czo + a\x + a 2 jc 2 + • • ■ + a„xf‘ + o(jc") 

18.2 Donner les DL 3 (0) de Vl + x et de "^1 + x. 

Exprimer /(0),/'(0), . . . ,/ (,l) (0) en fonction de 

On calculera explicitement tous les coefficients. 

Gq, Cli, . . . , tt n . 

18.3 Donner un equivalent au voisinage de 0 de : 

1 2 

a) sin(jc) — x, b) 1 - cos(jc) - —x , 

18.5 Soient / et g deux fonctions admettant les DL 3 (0) 

suivants : 

c) ln( 1 + jc) - x -t — x 2 , d) e A - Vl + 2x. 

fix) = 1 + x - x 2 + 2x 3 + o(jc 3 ) 

2 

gi jc) = jc + jc 2 - jc 3 + o( jc 3 ) 

18.4 Soit / une fonction de classe C" sur R, ou n G N, et 

admettant le DL„ (0) suivant : 

Donner les DL 3 (0) de / + g, fg et / o g. 


Exercices d ’ application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 491. 

■ Formules de Taylor 


18.6 ® 

Montrer que pour tout reel x > 0 : 

0 < $ 1 + x - 1 - j + < 

18.7 © 

Pour tous n 6 N et x 6 R, on pose : 


x 2 . 5x 3 

8f 


x~’ 

(2k) ! 

a) Demontrer que pour tous n G N et x G R 

\x\ 2n+l 


‘W-Ei -»‘ss 

k=0 

our tous n G 
| cos(jc) - u„{x ) | 


(2n+ 1)! 


b) En deduire que pour tout x G ' 


m„(jc) — » cos(jc). 

n— >+oo 


18.8 © 

On definit la fonction / sur R par : 


: f sir 
Jo 


Vjc € R, fix) = I sin(xt) dt. 

a) Montrer que pour tous reels u et a : 

1 , 

|sin(« + or) - sin(u) - acos(u)| < —or. 

b) En deduire que / est derivable sur R de derivee : 

Vjc 6 R, fix) = I fcos(jcf)df. 


18.9 

Determiner a l’aide de la formule de Taylor- Young, le DL 3 (0) 
de Arctan. 


■ Recherche de developpements limites 

18.10 

Determiner les developpements limites suivants : 

a) DL 4 (0) de cosfjc 2 ), 

b) DL 4 (0) de cos 2 (jc), 


c) DL 4 (0) de sin(jc) Vl + x 2 , 
jc - 3 


d) DL 2 (0) de 


18.11 


2cc + 1 


Determiner les developpements limites suivants : 

a) DL 2 (0) de exp( Vl + jc), 

b) DL 3 (0) de tan(jc), 
jc + 1 


c) DL 3 (0) de 


x 2 + x + 2 ’ 


d) DL 4 (0) de In 


18.12 

Determiner les developpements limites suivants : 
a) DL 3 (1) de ln(x), b) DL 2 (2) de xpc, 

x 


c) DL 3 j de cos(x), d) DL 3 (2) de 


jc- 1 


18.13 

Soit / une fonction paire admettant un DL„ (0). Montrer que 
la partie reguliere de ce developpement limite est un poly- 
nome pair. 
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■ Applications des developpements limites 


18.14 Recherche de limites 
Etudier les limites suivantes : 


a) lim 

x — >0 


ln( 1 + x) - x 
sin 2 (x) 


b) lim 

x — >0 


Vi + x - 1 - x/2 
1 - cos x 


. x( ln( 1 + x) + 1 - e) 
c) lim 

-v-»o sin x - x 


18.15 Recherche de limites ® 
Etudier les limites suivantes : 

( 1 1 1 

a) lim x 1 

x— H-oo 


e x — e x + 1 , 



18.16 ® 

Montrer que : 

? 

3x 2 - 2x - 2(1 - x) 2 ln( 1 - x) ~ -x 3 


18.17 

A l’aide de developpements limites, determiner un equivalent 

de la suite (u„ )„ £N . de terme general : 

, 1 

V/7 6 N , u„ = in (n + 1) - ln(«) 

n+ 1 


18.18 © 

Montrer que la fonction / definie sur ]o, — ] par : 


Vx 6 ]0, ||, f(x) = i - 
admet un prolongement de classe C 1 sur 


1 

sinx 



18.19 © 

Montrer que la fonction / definie sur [0, +oo[ par : 

/(x) = ^ + si x > 0 et /( 0) = 1 

x 

est de classe C 1 sur [0, +<x>[ et determiner /'( 0). 

18.20 

On considere la fonction / definie sur R par : 

Vx 6 R, /(x) = Vx 2 + x + 1 + V4x 2 + 2x + 2 

a) Verifier que / est bien definie sur R. 

b) Determiner les DL 2 (0 + ) et DLi (CT) de uf 

c) En deduire que la courbe de / admet une asymptote aux 
voisinages de +00 et —00 et determiner la position de la courbe 
par rapport a T asymptote. 





rofondissement 


18.21 Oral ESCP 2005 ® 

Soient a et b deux reels tels que a < b et / une fonction de 
classe C 2 sur / = [a, b]. On suppose que /' est strictement 
negative sur I, que / est convexe sur / et que f(a ) > 0 et 
fib) < 0. 

1) a) Montrer qu’il existe un unique c e]a, b[ tel que /(c) = 0. 

b) Soit 11 6 I. Montrer que Tabscisse de l’intersection de la 
tangente a la courbe de f au point d’abscisse u et de l’axe des 

abscisses est egale a 

/'(«) 

2) Soit cj la fonction definie sur I par : 

Vxe /, g(x) = x - . 

fix) 

On definit la suite (x„)„ £ h par : Xo 6 [a, c[ et pour tout n e N, 
x„+i = g(x„). 


2 ) a) Montrer que la suite (x„)„ £ n converge vers c. 

b) A Taide de Tinegalite de Taylor-Lagrange, montrer qu’il 
existe deux reels strictement positifs m et M tels que : 

Vx 6 /, Igfx) - cl < (x - c) 2 — 

1 1 2m 

c) En deduire qu'il existe un reel k strictement positif tel que : 


Vn 6 N, |x„ - c| < k 




18.22 Oral ESCP 2008 
Pour tout reel x, on definit : 


tp(x) = 


lp-.vtl+f 2 ) 


0 1 + t' 


■ d r. 


1) Soit A > 0, montrer qu’il existe un reel M tel que : 
V«£ [-A,A], |e“ - 1 - u\ < Mu 2 . 
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2) a) Soit x un reel fixe, montrer que : 


/ <p{x + h) - ip(x) 


lim 

h—>0 


h 


b) En deduire que < p est derivable sur R et que 

-JCtl+f 2 ) 

Y W ~ I ^ 

Jo 

3) a) Calculer y?(0). 
b) Montrer que <p(x) — * 0. 


s sur 

/■ 

Jo 


-Jtd+f 2 ) At _ 


dr = 0 . 


f- 


4 ) Pour tout reel x, on definit 

f(x) = ifiix 2 ) + I | e~ r dr 
Jo 

a) Montrer que / est derivable sur R. 

b) Etablir a l'aide d’un changement de variable 

Vxe . 


, n - 1 

b — a 

RJg) = > a(a k ) 

n 

k=0 

Dans tout l'exercice, / designe une fonction de classe C 2 sur 
[a, b] et on pose : 

/= f f{t) dr 

J a 

1) Que peut-on dire de R n {g) lorsque n — > +oo ? 

2) a) Montrer qu’il existe un reel M tel que : 

V.ve [a,b\, \f"ix)\ < M. 
b) Pour tout he JO, n - 1J, on note : 


r j 


,t+1 b — a (b — a) 2 , 

fit) dr fi^) - 1-J-fiat). 

n 2 n- 


l, f e-' 2 d t = x f e ^" 2 dr. 
Jo Jo 


c) En deduire que / est constante sur R. Quelle est la valeur 
de cette constante ? 

r x 2 

VI - 6 JO,/; - 1], |A a -| < ■ 
3) Montrer que : 

5 ) En deduire la valeur de lim 1 e~' dt. 

■ r - >+0 ° Jo 


nt - nR„(f) - —f—R n (f ) 


En appliquant une formule de Taylor a la fonction 

x I f(t) dr, montrer que : 

Ja k 

M(b - a) 3 
6 n 3 

. M(b - a) 3 


18.23 

Soient a et b deux reels tels que a < b et n € N*. On definit 
pour tout k e JO, nj : 

b - a 

— ci + k 

n 

Pour toute fonction g continue sur [a, £r], on pose : 


6/7 

4 ) a) Deduire de la question precedente que (n(R n (f) - I)) neW 
converge vers une limite a que Ton determinera. 
b) Montrer que lorsque n — » +oo : 

Rn if) = / + — + . 

n \n 


Indications 


18.6 Appliquer Tegalite de Taylor-Lagrange a la fonction 
x V 1 + x. 

18.7 

a) Appliquer l’inegalite de Taylor-Lagrange a la fonction co- 
sinus. 

b) Utiliser les croissances comparees des suites usuelles. 

18.8 

a) Appliquer Tinegalite de Taylor-Lagrange a la fonction si- 
nus. 

b) Appliquer la question precedente avec u = xt et a = ht 
pour montrer que : 

frcosQcOdr 
h h ~* o J 0 

18.15 

a) Poser u = - et effectuer des developpements limites a 

x 

l'ordre 2 lorsque la variable u est au voisinage de 0 . 


b) Poser h = x - — , reduire T expression au meme deno- 
minateur et effectuer des developpements limites a l'ordre 4 
lorsque la variable h est au voisinage de 0. 

18.16 Utiliser le DL 3 (0) de ln( 1 - x). 

18.18 Utiliser le theoreme de prolongement des fonctions 
de classe C p vu au chapitre 17. 

18.19 Utiliser le theoreme de prolongement des fonctions 
de classe C p vu au chapitre 17. On suivra la methode « Mon- 
trer qu’une fonction prolongee est de classe C p ». 

18.21 

2 ) a) Montrer que : Vx e [a, c], g(x) 6 [fl, c] et etudier le 
signe de g(x) - x pour x 6 [a, c]. En deduire que (x„)„ £ n est 
croissante et majoree. 

b) Appliquer Tinegalite de Taylor-Lagrange a la fonction / et 
justifier Texistence de d'un reel m > 0 tel que : 

V.v 6 [a,b], m \f'{x)\. 
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DL4 (0) de cosinus : cos(x) = 1- -x 2 + — x 4 +o(x 4 ). 

DL3 (0) de cosinus : cos(x) = 1 - -x 2 + o(x 3 ). 

DL4 (0) de sinus : sin(x) = x — -x 3 + o(x 4 ). 

6 

DL 3 (0) de sinus : sin(x) = x x 3 + o(x 3 ). 

6 


DL 3 (0) de Vl +x = (1 + x)i : 


1 i/i 


V l + X = 1 + yj-X + 2 2 


5(5-1) 


2 ! 

5(5 - 1)(5 - 2 ) 3 , 3 , 

+ — — X + o(x ) 


3! 


1 1 


1 


1 H X X~ H X s + o(x 2 ) 

2 8 16 


DL, (0) de x/l+x = (1 + jc) J : 


1 i/i 


Vi + jc = 1 + Yj-x + 3 3 


5(5-1) 


2 ! 

3(5 - l)(f - 2) 3 / 3 

+ - — - x 3 + o(x 3 ) 


1 H X x 2 H x 3 + oix 3 ) 

3 9 81 


a) Le DL 3 (0) de sinus est : 

1 , , 

sin(x) = x x + o(. x) 

6 

Done sin(x) - x = - -x 3 + o(x 3 ), puis : 

6 


sin(x) - x ~ — —x 
0 6 


b) Le DL4 (0) de cosinus est : 


cos(x) = 1 - —x 2 + —x 4 + o(x 4 ) 


dont on deduit : 


c) Le DL 3 (0) de ln(l + x) est : 


ln(l + x) = x - —x 2 + -x 3 + o(x 3 ) 


dont on deduit : 


1 - 1 , 

ln(l + x) - x h — x ~ — x~ 
2 0 3 


d) Le DL 2 (0) de Vl + u est : 


Vl + u = 1 H — u u 2 + o(u 2 ) 

2 8 


Or 2x — » 0 done au voisinage de 0 : 

jt— >0 

Vl + 2x = 1 H — (2x) (2x) 2 + o^x 2 ) 

2 8 

= 1 + x - -x 2 + oix 2 ) 

2 

Par ailleurs, le DL 2 (0) de exp est : 

e v = 1 + x H — x 2 + o(x 2 ) 

2 


Done e r - V 1 + 2x = x 2 + o(x 2 ) puis : 


V 1 +2x ~ x 2 
0 


f etant de classe C" sur R, on a d’apres la formule 
de Taylor- Young a l'ordre n appliquee en 0 : 

” /®( 0 ) 


/(x) = 


k\ 


-JC* + o(x") 


Cette derniere expression fournit un DL„ (0) de /. Par unicite 

f k \ 0) 

du DL„ (0), on en deduit que, pour tout k 6 JO, n\\, '■ — — — = a k . 


k\ 


soit 


0) = k\a k 


1 , 1 4 



-(x 2 + 2x 3 ) + 2x 3 + 

1 -cos(x)- -X ~ - — X 



1 + x - x 3 + oix 3 ) 


• On obtient un DL 3 (0) de / + g en additionnant les parties 
regulieres des DL 3 (0) de / et g : 


(/ + g){x) = 1 + 2x + x 3 + o(x 3 ) 


• On obtient un DL 3 (0) de fg en multipliant les parties regu- 
lieres de / et g, et en supprimant les termes de degre strictement 
superieur a 3 : 

( fg)(x ) = (1 + x - x 2 + 2x 3 )(x + x 2 - x 3 ) + o(x 3 ) 


x + 2X 2 - x 3 + oCx 3 ) 


• Comme g(x) — » 0, on peut composer les DL 3 (0) de / et g, 

x—>0 

et on obtient le DL 3 (0) de / o g en composant les parties re- 
gulieres des DL 3 (0) de / et g, et en supprimant les termes de 
degre strictement superieur a 3 : 

(/ 0 g)(x) = 1 + (x + x 2 — x 3 ) - (x + x 2 — x 3 ) 2 
+2(x + x 2 - x 3 ) 3 + oix 3 ) 

= 1 + (x + x 2 - X 3 ) 


Posons pour tout x > 0, /(x) = fTTx = (1 + x)L 
xh 1 + x est de classe C 3 sur [0, +oo[ a valeurs dans [1, +<x>[ 
et u xfu est de classe C 3 sur ]0, +oo[ done sur [1, +oo[. Ainsi 
/ est de classe C 3 sur [0, +oo[. D’apres l’egalite de Taylor- 
Lagrange a l'ordre 2 appliquee en 0 et en x, pour tout x > 0, il 
existe c 6]0, x[ tel que : 

2 3 

/(x) = m + xf{ 0) + -/"( 0) + -/'"(C). 

z o 
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Or pour tout f e [0, +oo[ : 


D’ou : 


autrement dit : 


fit) = 1(1 + r)' 2/3 
fit) = -1(1 + O' 573 
f'if) = 11(1 + 0' 8/3 




x etant 


^-i-^4 = |l(i-r 8/3 

Or c est positif, done 1 + c > 1 puis 0 < (1 + c)~ 8/3 < l.re 

5x 3 5x 3 

positif, il vient 0 < — (1 + c)~ 8/3 < — et : 

81 81 

- 3 r. .XX 2 5x 3 

0 < "Vl+x-1 + — < 

3 9 81 

On a montre cet encadrement pour tout x > 0, et il est egale- 
ment verifie pour x = 0. 


a) La fonction cosinus est de classe C" sur R et ses derivees 
successives sont donnees par : 

Mk 6 N, Vx 6 R, cos (2t) (x) = (-1)* cos(x) 

Mk 6 N, Vx 6 R, cos (2 * +1) (x) = (-1)*- 1 sin(x) 

Soit n 6 N. La fonction cosinus est de classe C 2n+1 sur R et on 
a : Vx G R, | cos (2n+1) (x)| < 1. D’apres l'inegalite de Taylor- 
Lagrange a l'ordre 2 n appliquee en 0 et en x, on a pour tout 


cos(x) - — cos <p '(0) 


p = o 


|x| 2 


(2n + 1)! 


Dans la somme precedente, les termes d’indice p impair sont 
nuls car sin(0) = 0. Il ne reste done que les termes d' indice 
p = 2k oil 0 < k < n. Cornme cos(0) = 1, il vient : 


cos «-Z^i ( - 1), 


|x| 2 


(2 n +1)! 


ce qui est exactement l’encadrement demande. 

b) Par croissance comparee, on a pour tout reel a : a" = 0 ( 77 !). 
Done a 2n+1 = o((2n + 1)!). En appliquant cela a a = |x|, il 
|x| 2n+1 

vient : — > 0. Avec la question precedente, on en 

(2/7 + 1)! n—*+ 00 

deduit par encadrement que : u n (x) — * cos(x). 


a) La fonction sinus est de classe C 2 sur R et : 

Vt 6 R, | sin"(f)| = | - sin(t)| < 1. 

D’apres l’inegalite de Taylor-Lagrange a l’ordre 1 appliquee en 
u et u + a, on a done V(u, a) 6 K 2 

|sin(u + a) - sin(u) - a sin'(i/)| < |a'| 2 


autrement dit V(u, a) 6 ' 


|sin(u + a) - sin(u) - tycos(u)| < —ar 


b) Notons : Vx 6 R, g(x) = I fcos(xt)d/. 

Jo 

Pour tout reel It, la linearite de l’integrale et l’inegalite de la 
moyenne donnent : 

I fix + h)~ f(x) - hgix) | 

= ( sin(xf + /it) - sin (xt) - htcos(xtj) df 

< J' | sin(xf + ht) - sin(xt) - /7f cos(xf)| df 

En appliquant la question a) avec u = xf et a = ht, la croissance 
de l’integrale donne : 


I fix + h) - fix) - hgix) | < f \(ht) 2 df = L. 

Jo 2 6 

En divisant par \h\, on en deduit que pour tout h 0 : 

\fix + h)-fix) 


h 


- gM 


On en deduit par encadrement que : 
fix + h) - fix) 


gix) 


h li—*0 

ce qui prouve que / est derivable en x de derivee 


r-l 

g{x) = f cos(xf) df. 
Jo 


Arctan est derivable sur R de derivee x 1 


1 


Cette deri- 

1 + x 2 

vee est une fonction rationnelle definie sur R done de classe C 2 
sur R. Par consequent, Arctan est de classe C 3 sur R. D’apres 
la formule de Taylor- Young a l’ordre 3, on a au voisinage de 0 : 

Arctan (x) 

= Arctan (0) + xArctan'(O) 

^2 y.3 

+ — Arctan "(0) + — Arctan '"(0) + off) 

2 6 


Or pour tout x 6 R, on a : 
Arctan '(x) 


1 


1 + x 2 

A n, 2x 

Arctan (x) = - 


Arctan '"(x) 


(1 + x 2 ) 2 

2(1 + x 2 ) 2 - 2x x 4x(l + x 2 ) 


(1 + x 2 ) 4 


6x 2 - 2 
“ (1+x 2 ) 3 

On obtient le DL 3 (0) suivant : 


A ^ 

Arctan (x) = x — — + o(jr ) 


a) Au voisinage de 0 : cos (u) =1 — — + o(u 2 ). Or x 2 — » 0 

2 x— >0 
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done : 


cos(x 2 ) =1 — — + o(x 4 ) 


x 2 x 4 

b) On a : cos(x) =1 1 — - + o(x 4 ), done : 

eos 2 (x) = (l-T + i)(l-y + ^) + °(x 4 ) 


1 - X 2 H X 4 + 0(X 4 ) 

3 


Or sin(x) = x v o(x 3 ). II reste a obtenir le DL 3 (0) de 

6 

1 


1 - (1 - cos(x)) 

On sait qu'au voisinage de 0 : 
1 


1 — u 


— I + u + u~ + i/ 3 + o(u ~ ). 
X 2 


Or 1 - cos(x) — > 0 et 1 - cos(x) = — + o(.v ) done : 

jc— >0 2 


c) Au voisinage de 0 : Vl + u = 1 H + o(u 2 ). Or x 2 — » 0 


done : 


2 8 


Vl + x 2 = 1 


X 2 


+ o(x 4 ) 


= 1 + — + o{x?) 


X 4 

Par ailleurs, sm(x) = x — — + o(x ) done : 
6 


Par consequent : 

tan(x) = sin(x) x 


1 


1 - (1 - cos(x)) 


sin(x) Vl + x 2 


= I *“£)( 1 + t) + o(x3) 


)( 1 + 7 - 7 )^ 


X + ^ + o(x J ) 



3 


x + -x 3 + o(x 2 ) 


d) Au voisinage de 0 : 
done : 

1 


1 + 2x 

Par consequent : 
x - 3 


= 1 - u + u 2 + o(u 2 ). Or 2x — » 0 

1 + U -V— »0 


= 1 - 2x + 4X 2 + olx 2 ) 


2x+ 1 


(x — 3)(1 — 2x + 4X 2 ) + o(x 2 ) 


-3 + lx - 14X 2 + oix 2 ) 


a) exp( V 1 + x) = e. exp( V 1 + x - 1). 

Au voisinage de 0 : 

u 2 2 

exp (u) = ! + «+ — + o(u ) 


Or Vl + x - 1 — > 0 et : 

x — *0 


Vl + X - 1 = -X - -x 2 + o( x 2 ) 


Par consequent : 

exp( V 1 + x) 


i 1 1 Vl e / 1 1 21 

e + e -x x“ + - -x x + o{xr) 

\ 2 8 2 l2 8 1 


e + -x + o(x 2 ) 


b) tan(x) = 


sin(x) sin(x) 


cos(x) 1 - (1 - cos(x)) 


c) 


X + 1 


1 

- X ■ 


X + 1 


x 2 + x + 2 2 i + l( x + x 2) 

Or au voisinage de 0 : 

= 1 - u + u 2 - u 3 + o(i/ 3 ) 

1 + u 

Or — (x + x 2 ) — > 0 et — (x + x 2 ) = — x + -x 2 + o(x 3 ), on peut 

2 jc-^o 2 2 2 

done composer ces developpements limites : 

1 


1 + |(x + x 2 ) 

= 1 - 

— (^X+ ix 2 ) 3 + o(x 3 ) 


/I 

1 2' 

v /I 

1 T V 

-x + 

-X 2 

+ -x + 

-X 2 ) 

'2 

2 - 

1 '2 

2 > 


= 1 


12 2 

1 It It It It 1 q T 

-x- -x~ - -x“ + —XT + -x - -x + o(x ) 

2 2 2 4 2 8 

1 1 


T T 3 T T 
= 1 “ 4 r + +o( A ) 


Finalement : 


x + 1 


= l(x + l)(l - \x - jx 2 + |x 3 ) + o(x 3 ) 


1 1 


1 


+ —x — -x + — X" + o(x ) 


2 4 


16 


d) sinx = x x 3 H x 5 + o(x 6 ). Done : 

6 120 2 


= 1 x 2 + 


1 

120 1 


! + cKx 5 ) 
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Or au voisinage de 0 : 

ln(l + u) — u u 2 H — u 3 u 4 + o(u *) 

' 2 3 4 ' 

1 2 1 4 , 

Comme — — x + — — x + o(x ) — > 0, on peut composer ces 
6 120 jt-»o 

developpements limites : 

. sin x 

In | 

x 

, 1 2 1 A 1 I 1 2 1 4 

=I ~6 X + J20 X hi h ]r+ m X 


1 / 1 


1 


1 1 


+ 7 “7 r + 737* - 7 \~7 X ~ + 737 x + °( x > 


1 


120 ' 


= --x 2 H !— x 4 — —x 4 + o(x 4 ) 

6 120 72 ' 


120 ' 


— x 2 x 4 + o{x 4 ) 

6 180 ; 


a) Posons h = x - 1 de sorte que ln(x) = ln( 1 + h). Quand h est 
au voisinage de 0, on a : 

ln(l + h) = h- —h 2 + —h 3 + o(h 3 ) 

D’ou le DL3 (1) de ln(.t) : 


ln(jr) = (v-1) - L(.\r— 1) 2 + i(.v-l) 3 + o((x-l) 3 ) 


b) Posons h = x — 2 de sorte que V? = V 2 + h. Determinons 
alors le DL 2 (0) de V2 + h : 


V2 + h = V2 x J 1 + i/t 

= V2 + h 2 + o(h 2 ) 

On en deduit le DL 2 (2) de -\/x : 


Vx = V2 + 2 ) - ^(x- 2) 2 + o((x-2) 2 ) 


c) Posons h = x- | de sorte que cos(x) = cos(| + h). Determi- 
nons le DL 3 (0) de cos(| + h ) : 


cos|j + /zj 

= cos jcos(/7) - sin j sin(/z) 

= l(l-l/z 2 + o(/z 3 ,)-^(/z-l/z 3 + o(/z 3 ) 

= i - — /t - -h 2 + -^-h 3 + o(h 3 ) 
224 12 3 


On en 


deduit le DL3 1 — j de cos(x) : 


cos(x) = I--^(x-^)-i(x~) 2 


\3 / 

tr v 

3 // tv 

+ — -\x - 

7 

+ 0 x - — 

12 ^ 

3 2 

3 ’ 


Remarque : comme on connalt les derivees successives de cos, 
on peut egalement obtenir ce developpement limite a l'aide de 
la formule de Taylor- Young. 

x h + 2 

d) Posons h = x — 2 de sorte que = . Quand h est 

x - 1 h + 1 

au voisinage de 0 : 

^17 = (h + 2) (l - h + h 2 - h 3 + o(h 3 ) ) 
h + 1 v 7 


On en deduit le DL3 (2) de 


= 2 - h + h 2 - h 3 + o(h 3 ) 
x 


x- 1 


x— 1 


= 2- (x- 2) + (x- 2) 2 - (x- 2) 3 + o((x- 2) 3 ) 


Le DL„ (0) de / est de la forme : 

/(x) = ao + a\X + a 2 x 2 + CI3X 3 ■■ ■ + a n x" + o(x n ) 
Comme / est paire et que -x — » 0, on en deduit : 

x — >0 

/(x) = f(-x) = a 0 - a\X + CI2X 2 

-a-iX i + • • • + (-l)"a„x"+ o(x") 

Par unicite du DL„ (0), on en deduit que : 

Vfc 6 10, n], a k = (-1 ) k a k 

Pour k impair, on obtient a k = -a k , d’ou a k = 0. Ainsi, dans 
la partie reguliere du developpement limite, il ne reste que les 
termes pairs : cette partie reguliere est done un polynome pair. 


a) Inf 1 + x) = x- -x 2 + ofx 2 ) done ln( 1 + x) - x = - -x 2 + ofx 2 ) 
1 , 

puis ln(l + x) - x —xr. 

Or sin(x) ~ x done sin 2 (x) ~ x 2 . Ainsi : 

0 0 


ln(l + x) - x 1 

sin 2 (x) ■ r - >0 2 


1 1 


b) V 1 + x = 1 + -x x 2 + ofx 2 ) par consequent 

, I “ I , 1 - 

v 1 + x - 1 x x7 Or 1 - cos(x) ~ — xr done : 

2 0 8 0 2 


Vl + x-l-x /2 1 

1 - cos x *— >0 4 


c) D’une part, on a ln(l + x) = x - -x 2 + o(x 2 ) et d’autre part 
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e' = 1 + x h — x 2 + olx 2 ). 

2 

Done ln(l + x) + 1 - e r = —x 2 + oix 2 ). 

On en deduit : x( ln( I + x) + 1 - e J ) x 3 . 

Par ailleurs, sin x = x - — x 3 + o^x 3 ). 

6 

1 , 

Done sin x — x x et enfin : 

o 6 


x( ln( 1 + x) + 1 - e x ) 


a) On pose u = On a u — > 0 et : 

X X— »+oo 


t I 1 \ 


qX — qX + 1 


“T (exp(w) - exp ( "j~~ )) 


1 


On sait que : exp(zr) = 1 + u + —u 2 + o(u 2 ). 
Par ailleurs : 


Comme 

1 J 

de 


1 + u 
u 


1 + ll u—> 0 


u( 1 — u + o(u)) = u — u 2 + o(u 2 ) 

0, on peut composer les DL2 (0) de exp u et 


1 + u 


( u \ ^ 1 00 9 

= 1 + (u - u ) + —{u - u ) + o(u ) 

1 + u) 2 


1 1 2 

1 + u — —ll 
2 


( u \ 2 2 

Par consequent : exp(w) - exp = u" + o(u~). 

\ 1 + ul 

4^ (expCw) - exp (7-^—)) — 


Done 



< i 1 'I 


X 2 

ex - ex+ 1 

< ) 

x — »+oo 


n 71 

b) On pose h = x— — . En tenant compte de cos(n+ — ) = — sin/; 

n 

et de sin(/; + — ) = cos h : 


2 1 
+ ■ 


2 1 
■ + 


cos 2 x ln(sin.t) sin 2 /; ln(cos h) 

2 ln(cos h) + sin 2 h 
(sin 2 /i)(ln(cos h)) 

• DL 4 (0) de ln(cos h) = ln(l + (cos h - 1)). 

On a ln(l + u) = u — u 2 + —u 3 u 4 + o(u*). Or cos h-l — > 0 

o 2 3 4 h-> o 


et cos h - 1 = — Ir H li 4 + o(h 4 ). Done : 

o 2 24 2 


ln(l + (cos h - 1)) 


1 


1 


24 


1 / 1 , 


= \-Th 2 + —h 4 \--\--h 2 + —li 


2 \ 2 


24 


3 \ 2 24 / 4 \ 2 24 / 2 

= — h 2 H h‘ * h 4 + o(h 4 ) 

2 24 8 

= — h 2 h 4 + o(h 4 ) 

2 12 v 2 


Remarquons alors que ln(cos/i) -Ir. 

• DL 4 (0) de sin 2 h. 

On a : sin h = h h 3 + o(h 4 ) done : 

6 


sin 2 h = |/7 - -/t 3 | - —h 3 ] + o(h 4 ) 

= h 2 h 4 + o(h 4 ) 

3 


Remarquons alors que sin 2 h ~ h 2 . 

On deduit de ce qui precede que, d'une part : 


2 ln(cos h) + sin 2 h = -h 2 - g/; 4 + h 2 - ^h 4 + o(h 4 ) 

1 


-h 4 + o(h 4 ) 


~ -I/7 4 
o 2 


et que, d’ autre part : 


(sin“ /7)(ln(cos h)) —h 4 


Done 


2 ln(cos h) + sin“ h 
(sin 2 h)( ln(cos h )) ,M ° 


1 et : 


1 


cos 2 x ln(sin x) 


On a : ln( 1 + x) = x - —x 2 + —x 3 + oi.x 3 ). 
Done ln(l - x) = —x - —x 2 - -.r 3 + o(x 3 ), puis : 


( I - x) ln(l -x) 

= (1 - 2.r + x 2 ) l-x - —x 2 - -.V 3 + oix 3 ) 


3 2 1 

= —X H X~ X' + 

2 3 


2 --- 3 ^o(x 3 ) 
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Par consequent : 


Par consequent : 


3x 2 - 2x - 2(1 - xf ln(l - x) 

= 3xf - 2x - 2 |-x + ^-x 2 - ^x 3 + o(xf) 


= + °( x ) 


II vient : 3X 2 — 2x — 2(1 - xf ln( 1 - x) ~ -x 3 . 


Pour tout n e N* : 
ln(« + 1) - In (n) ■ 


1 


n + 1 


\n+ 1 / n + 1 


= - In 1 - 


1 


n + 1 / n + 1 


Or ln(l + «) = «— —ir + o(« ). 

Done ln(l - u) = -m - -w 2 + o(u 2 ). 

Et enfin : - ln(l - z<) - u = —u 2 + o(u 2 ). 

1 , 

On en deduit que - ln(l - u) - u ~ —u . 
1 

Or — » 0 done : 

Yl + 1 n —*+ oo 


-In 1 


1 


1 


1 


n + 1 / /! + 1 2(n + l) 2 

Mais n + 1 ~ n et finalement f 


1 


2n 2 


sin est de classe C 1 sur ]0, — ] et ne s’annule pas sur cet inter- 

1 n 1 

valle, done — est de classe C 1 sur ]0, — ]. De plus jc i — > — est 
sin 2 x 

7T 

de classe C 1 sur ]0, — ]. Par somme, / est done de classe C 1 sur 

7T 

• Pour tout x gIO, —1 : 

2 

r f/ v A '-'J 

/ W = 7 + — 


x 2 sin 2 x 
2 . 


Determinons le DL 4 (0) de x 2 cos * - sin 2 * : 


■ = X 2 |l - l;X 2 + o(x 2 )j = X 2 - o(x 4 ) 


Par ailleurs, sin x = x x 3 + o(x 4 ) done : 

6 


I \ | 

x - -x 3 x - -x 3 1 + o(x 4 ) 

6 / 6 


x 2 - ^-x 4 + o(x 4 ) 


x 4 + o(x 4 ) 


~ ~~7 X 

o 6 

Mais sin x ~ x done x 2 sin 2 x ~ x 4 . 
o o 

, 1 
On obtient ainsi : f (x) — > — . 

x->o+ 6 

71 

f est de classe C 1 sur ]0, — ] et /' admet une limite finie en 0, 
done, d’apres le theoreme de prolongement des fonctions de 

71 

classe C 1 , / se prolonge en une fonction de classe C 1 sur [0, — ]. 


1 / est de classe C 1 sur ]0, +<x>[. 

Pour tout x e]0, +oo[ : 

x 

ft, s, 1 + x ~ ln( 1 + x - (1 + x) ln(l + x) 
/ (•*) = 3 = 


x 2 (l + x) 


Or ln(l + x) = x - -x 2 + oix 2 ) done : 


x - (1 + x) ln(l + x) = x - (1 + x) [ x - -x 2 + oix 2 ) 


x H — xr + o(x 2 ) 
2 


--x 2 +o(x~) 


~ — xr 
o 2 


Mais x 2 (l + x) ~ x 2 done f'(x) — » — . 

o jc-»o + 2 


1, ce qui signifie que 


W1 , , ln( 1 + x) 

• ln(l + jc) ~ x done — > 

0 JC A:->0 

f(x) — > /( 0) : / est continue en 0. 

jc— »0 + 

En conclusion, / est de classe C 1 sur ]0, +oo[, /' admet une 
limite finie a droite en 0 et / est continue en 0. D'apres le theo- 
reme de prolongement des fonctions de classe C 1 , / est done 

de classe C 1 sur [0, +oo[ et /'( 0) = lim f'(x) = — . 


16.20 


a) La discriminant de l’equation x 2 + x + 1 est Ai = -3 < 0 
done x 2 + x + 1 est de signe constant : celui de 1, e’est-a-dire 
positif. Par ailleurs, le discriminant de 1" equation 4x 2 + 2x + 2 
est A 2 = -28 < 0 done 4X 2 + 2x + 2 est de signe constant : celui 
de 2, e’est-a-dire positif. On en deduit que / est bien definie 
sur R. 

b) Pour tout u > 0, on a u = Vu 2 et : 


uf |-J - u - \ — 1 \-l+ ii J- + -+2 

■ / V u- u V u- u 

= V 1 + u + u 2 + V4 + 2 u + 2u 2 
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Or VTT7 = 1 h — t 1 2 + ofi 2 ). Comme u + u 2 — » 0 et 

o 2 8 k— > o 

que « + u 2 = u + u 2 + o{u 2 ), on obtient par composition de 
developpements limites : 

V 1 + u + u 2 = 1 h — ( u + 1 1 2 ) in + u 2 ) 2 + o(u 2 ) 

2 8 

13, , 

= 1 H U H U + o(u~) 


On obtient de meme : 
V4 + 2 u + 2 u 2 


„ ,, 1 1 , 

= 2 a/ 1 + — u + —u 2 

„ /I 1 2 \ 1 /! 1 21 2 \ 

— 2 + 1— u + —u I — — I— w + — w | + o(zr ) 

17, , 

= 2 H — w H tr + o(zr) 

2 16 

Le DL, (0 + ) de «/(-j est done : 


1 \ 13 

uf I - = 3 + w -i m 2 + o(i/ 2 ) 

'ul o+ 16 


Pour tout i/ < 0, on a w = - Vi? et il vient : 

n/|-j = - V 1 + u + u 2 - V4 + 2u + 2u 2 
En suivant le raisonnement precedent, on obtient le DL 2 (O') : 


uf I - I = 

1 uj 0 - 


13 2 , 2v 

U + OKU ) 

16 


c) • Voisinage de +oo. Comme - — > 0 + , on a au voisinage 

X Jt->+oo 

de +oo : 


13 


I /(x )_3 + I + _ +0( - 


dont on deduit : 

/(•*) = 3jc + 1 + -^r- +o(- 
16x 

En particulier f(x) - (3* + 1 ) — » 0 done la courbe de / admet 

x — »+oo 

la droite d" equation y = 3x + 1 pour asymptote en +oo. 

13 13 

Or f(x) - (3.r + 1) ~ et V.r > 0, > 0, on a done au 

+<» 16x 16x 

voisinage de +oo : f(x) - (3x + 1) > 0. La courbe de / est done 
au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo. 

• Voisinage de -oo. On utilise ici le DL, (0“) de uf ( - ) car 
- — * O'. II vient, au voisinage de — oo : 


f(x) = -3x- 1 ■ 


13 II 

+ o - 

16x lx 


Par consequent, la courbe de / admet la droite d’equation 
y = —3x - 1 pour asymptote au voisinage de -oo. Comme 

13 13 

f{x) - (- 3x - 1) ~ et que Vx < 0, - > 0, on a 

-«> 16x I62: 

au voisinage de -00 : fix) - i~3x - 1) > 0. La courbe de / est 

done au-dessus de son asymptote au voisinage de - 00 . 



1) a) / est continue et strictement decroissante sur [a, b], Ainsi, 
d'apres le theoreme de la bijection, / realise une bijection de 
[a,b] sur [fib), fid)]. Or 0 6 1/(6), /(a) I, done il existe un 
unique c 6 [a, b] tel que /(c) = 0. Necessairement c e]a, b[ car 
fid) et fib) sont non nuls. 


b) L" equation de la tangente au point d’abscisse u est 
y = fiu) + (x - u)fiu). On cherche 1' intersection de cette 
droite avec l’axe des abscisses, autrement dit il s’agit de re- 
soudre l’equation 0 = fiu) + (x— u)fiu) d'inconnue x. Comme 

fiu ) 

f iu) ^ 0, la solution est x = u . 

fiu) 



2) a) g est derivable sur I et : 

f' 2 ix)-f{x)f"ix) fix)f"ix) 


Vx 6 /, g (x) = 1 - 


f 2 (x) 


f 2 (x) 


Or /(c) = 0 et / est strictement decroissante sur /, done : 
Vx 6 [n, c], fix) > 0. Par ailleurs, / est convexe done f" > 0. 
On en deduit que : Vx e [a, c], g' (x) > 0. Done g est croissante 
sur [a, c]. 

m ^ n ^ . fie) _ 


Or gia) = a - 


> 0 et gic) = c - 


fie) 


fia) 

Done : Vx 6 [a, c], a < gix) < c. 

On en deduit par une recurrence immediate, que : 


Ensuite : Vx e [a, c], gix) 


Vn 6 N, a < x„ < c 
fix) 


fix) 


> 0 . 


Done pour tout n 6 N : x„+i - x n = gix„) - x n > 0. 

La suite (x„)„ £ n est done croissante et majoree par c, done elle 
converge. 

Notons C la limite de (x„)„ e n- On a x„+i — » C. Par continuite 

n—*+ 00 

de / et /', on a : fix,,) — » fit) et /'(x„) — > fit). Or : 

n—*+ 00 n— »+ 00 


Vn 6 N, x„ + i = x„ - 


fix,,) 

fix,,) 


Par unicite de la limite, il vient : 


e = e- 


m 

fit) 
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Done f(f) = 0. Necessairement l = c. On a bien montre que 
x n > c. 

n— H-oo 

b) La fonction f" est continue sur le segment / = [a, fo] done 
elle y est bornee. Soit M 6 R tel que : Vv 6 I, |/"(v)| < M. 
/" est positive, done M > 0 et, quitte a remplacer M par M + 1, 
on peut supposer M > 0. 

/ etant de classe C 2 sur I, on peut lui appliquer l'inegalite de 
Taylor-Lagrange a l’ordre 1 aux points x et c : 

Mir _ 

V.v 6 /, |/(c) - f{x) - (c - x)f{x ) | < 2 

En divisant par \f (x)\ qui est non nul par hypothese : 

■ /(c) - fix) Mix - c) 2 

fix) 2|/'(v)| 

Or /' est continue sur le segment /, done |/'| est egalement 
continue sur ce segment. En particulier, |/'| admet un minimum 
sur I. Comme |/'| est strictement positive, ce minimum (qui est 
une valeur atteinte par |/'|) est strictement positif : notons-le m. 

Pour tout x e /, on a 0 < m < \f'ix)\ done < — . En 

l/'MI m 

appliquant cette inegalite dans (★), en utilisant la definition de 
gix) et le fait que /(c) = 0, il vient : 

, M 

V.v g /, I gix) - c| < (v - c)- — 

2m 

M 

c) Posons y = — . Le resultat precedent s’ecrit : 

2m 

Vv 6 /, | gix) - c| < y(v - c) 2 . 

En particulier, pour tout neN: 

|v„ +1 - c| < y(v„ - c) 2 
Done |vi - c| < y(vo - c) 2 , puis : 

\x 2 - c| < y(vi - c) 2 < y 3 (vo - c) 4 


\x 3 - c| < y(v 2 - c) 2 < y 7 (v 0 - c) 8 
Et on obtient facilement par recurrence : 

Vn e N, |v„ - c| < y 2 ” _1 (v 0 - c) 2 " 
En prenant k = 1/y, il vient : 

Vn 6 N, |v„ - c| < fc( X ° ^ C j 


1) Soit A > 0, la fonction exponentielle est de classe C 2 sur 
[~A,A] et : 

Vn 6 [-A,A], | exp"(n)| = exp(n) < e A 
D’apres l’inegalite de Taylor-Lagrange a l’ordre 1 : 

Vn 6 [-A,A], |exp(«) - exp(0) - nexp'(0)| < ^ 

e A 

On obtient l’inegalite demandee en prenant M - 

2) a) Posons pour tout reel h non nul : 

6( h )= tp(x + h) -* x) + fe-^dt 

h Jo 


On a alors : 


1 

^tg-xtt+I 2 ) 

6(h) = - 
h , 

1 

Par consequent : 


1 

nl -x(l+I 2 ) . 

l<5(*)l < 777 

, , e 

1*1. 

Jo 1 + t 2 1 


\m\ < TTT “T 1 e-' !<1+,2) - 1 + hil + t 2 ) I d t 

1*1 Jo 1 + t 2 I I 

Prenons h e [-1, 1], alors pour tout t e [0, 1], on a 0 < 1+t 2 < 1 
et done h( \ + 1 2 ) 6 [-2, 2], La question 1) avec A = 2 appliquee 
avec u = -hil + t 2 ), assure l’existence d’un M 6 R tel que : 

Vt 6 [0, 1], |e^ (1+f2) - 1 + hil + t 2 )| < Mh 2 il + t 2 ) 

On en deduit que pour /z e [ — 1, 1] non nul : 


IWOI < 


l rV* 1+(2) 

W\ Jo 1 +t 2 1 


-Mh 2 il +t 2 ) 2 dt 


Autrement dit : 

l«5(/*)l « 


Mi 1 + t 2 )- 


dt\ = 0. 


” 4 Jo ' 1+t 2 

Cette derniere integrale est constante par rapport a h done la 
quantite majorant |d(*)| tend vers 0 quand h —> 0. Par encadre- 
ment, il vient : 8(h) — > 0, e’est-a-dire : 

/i — >o 

i V (x + h)-v( X ) + d A = o 

*-» o\ h Jo ) 

2.b) D’apres 2) a), pour tout v 6 R : 

‘ p(x + *) - vix) _ _ r' e - x (i + A) dl 

h h^o J 0 

Ce qui signifie que ip est derivable sur R et que : 

V v 6 R, ip'(x) = - f e - x(1+,2) dt. 

Jo 

3) a) Calculons ^?(0) : 


g-yt+r 2 ) d , 


m = 


= I TT7 = [ Arctan(Y) ]o 


= Arctan (1) - Arctan (0) = — 


b) Soit v > 0. On a : Vt G [0, 1], -v(l + 1 2 ) < —x car 1 + t 2 > 1. 
On en deduit : 

„-x(l +A p-x 

Vf € [0, 1], 0 < < 

1 +t 2 1 +t 2 


puis par croissance de l’integrale : 

o < ifi(x) < r 


Or f d7 = 
Jo 1 + 1 


r 1 e~ x 

Jo TT? ( 


0. On en deduit par encadre- 


ment que < p(x) — > 0. 

x— »+oo 

4) a) x x 2 est derivable sur R a valeurs dans R et < p est deri- 
vable sur R. Done v (fix 2 ) est derivable sur R. 

Par ailleurs, g : t e~ r est continue sur R 

done, d’apres le theoreme fondamental de l’integration, 

C x -A 

x i—> I e ' d t est une primitive de g sur R : elle est 
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done derivable sur R, ainsi que x i-» e ' drj . Done / est 
bien derivable sur R. 

b) Posons t = xu. u n-» xm est de classe C 1 sur [0, 1], On a t = 0 
quand « = 0, et t = x quand u = 1. Par ailleurs, dr = xdw. Le 
changement de variable donne : 

f e ' 2 cl/ = x f e - [2 " 2 d« 

Jo Jo 

r r 2 

c) On note : G : x i-> I e r dr. On a vu en 4) a) que G est une 

Jo 

primitive sur Rdexn e~ . Derivons / : pour tout x e R, on a 


f\x) = 2x</(x 2 ) + 2G'(x)G(x) 

= —2x fe- xl<]+,1) dr + 2e-* 2 fV' 2 dr 
Jo Jo 

= -2x f e-'V* 2 ' 2 dr + 2XC-- 12 f e-- A 

Jo Jo 

: f e - x2 ' 2 d( + Ixe'* 2 f e r* 2 ' 

Jo Jo 


T’Car+i) - F(a*) - ftF'(a*) - —F'\a k ) 


M\h\ 3 
3! 
b - a 


Or F(a*) = 0, F'fe) = /(a*), F"(at) = /'(a*), A 
done : 

/7 2 

F(a t+1 ) - Flat) - hF ( a k ) - — F (a*) = At 
M(ft - af 


> 0, 


et|A<l< 6« 3 ' 

3) Additionnons les A* : 


n - 1 r a k + 1 7, „ 

I> = Zf /W*-*^/**) 

t= o r=o r=o 


b — a ft — a 


2 n 


f 

a 


fit) At - RJf) - b —z—R„(f') 
2 n 


= -2xe 
= 0 


dr 


Par consequent : 


/ est done de derivee nulle sur Tintervalle R, par consequent 
elle est constante sur R. 

Or /( 0) = ip( 0) + 0 = done Vx 6 R, /(x) = 2 

5) Pour tout x > 0, on a par positivite de la fonction exponen- 

tielle et de l’integrale : I e~ r dr > 0. Done par definition de 
Jo 

/(x) et d’apres 4) c) : 


nl - nRJf) - l ^—^-R n (f) 


= n 




k = 0 
n - 1 

< n 'Yj I a a-I 


k = 0 
n - 1 

»Z 


M(ft - af 
6 n 3 


J^e r dr = V/W - VO 2 ) = ^ - ‘X* 2 ) 

Or x 2 — > +oo et lim</> = 0 done ^(x 2 ) — » 0. Done 

JC— »+(X> 


Or nj\ 


M(b - af M(b - af 


X 


e r dr 


Jt— H-oo +oo 

n 

X — >*pOO V 4 


-0T 

”T 


t=o 6 « 3 
demandee. 

4) a ) M{b - a)2 ^ 

6/7 n— H-oo 

encadrement : 


6n 


ce qui donne la majoration 


0, done la question precedente donne par 


15.23 


1) g est continue sur [a, b] et RJg) est une somrne de Riemann 
de g sur cet intervalle. 


nl - nRJf) - “ R „(J ') 

2 / 


b - a 


Done RJg) 


J 


b — a 

Or — — RJf) . 

Z n— >+oo Z 


?(r) dr. 


b - a 


2) a) / est de classe C 2 sur [a, ft] done /" est continue sur le 
segment [a, ft]. Par consequent f" est bornee sur [a, ft], ce qui 
signifie qu’il existe M 6 R tel que Vx 6 [a, ft], |/"(x)| < M. 

2) b) Soit k € [0, n - 1J. / est continue sur [a, ft] done, d’apres 

le theoreme fondamental de l’integration, F : x h I f(t)dt 

Ja k 

est 1’unique primitive de / sur [a, ft] s’annulant en a k . 

Comme / est de classe C 2 sur [a, ft], F est de classe C 3 sur 
[a, ft]. De plus Vx 6 [a, ft], |F'"(x)| = |/"(x)| < M. D’apres 
l’inegalite de Taylor-Lagrange a l’ordre 2 appliquee en a k et 
a k+ 1 , et en notant ft = a k + i - a k , on a done : 


f f'Wdt 

*Ja 


r h , 

I / (r) dr, mais : 

*Ja 

(b - fl)(/(ft) - /(a)) 


En notant 


(ft _ a)(/(ft) - /(a)) 


on a alors 


«/ - nR n (f) — > -a, e’est-a-dire : 

n— »+oo 

n(F„(/) - /) — » a. 

n— >+co 

4) b) D’apres ce qui precede, n(R n (f) - I) = a + o( 1), done 
RJf) -I = - +o (- ) puis : 

n \ n l 

„ , a /I 

F„(/) - / + — + o - 

n \ n 
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Introduction 

La notion de serie decoule directement de celle de suite. Nous introduisons des 
theoremes permettant de determiner la nature et eventuellement la somme d’une 
serie. Quatre situations sont decrites : les series telescopiques, les series geome- 
triques, les series exponentielles et les series de Riemann. 

Les series sont un outil important pour les variables aleatoires discretes infinies. 
Ainsi, les lois geometriques et de Poisson correspondent respectivement a des se- 
ries geometriques et exponentielles. 


Prerequis 

• les suites : generalites, etude asymptotique, 

Les demonstrations de deux theoremes necessitent de connaitre : 

• la derivee A-ieme d’une application et la formule de Leibniz (pour les series 
derivees des series geometriques), 

• la formule de l’inegalite de Taylor-Lagrange (pour les series exponentielles). 


Objectifs 

• determiner la nature d’une serie par comparaison avec une serie connue, 

• identifier les series usuelles, determiner leur nature et leur somme pour des ap- 
plications en probabilities : calcul des moments d’une variable aleatoire discrete 
infinie. 


19.1 Generalites 


19.1.1 Definition 


Definition - Serie, somme partielle 

Soit («„)ne n une suite reelle, on appelle serie de terme general n„, n > 0, la suite 

(S p)peN OU 


S p — uq + u\ + ■ ■ ■ + Up — ^ ^ u n . 


n = 0 
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S p est appelee somme partielle d’ordre p de la serie. 

La serie de terme general u„, n > 0, est notee ^ u n 

Remarque - L’indice initial n’est pas forcement n — 0 mais peut etre un entier quel- 

conque : par exemple, on peut considerer la serie de terme general — , n > 2, 

n(n — 1) 


parfois notee abusivement V* — . 

n(n — 1) 


n(n — 1) 

n> 2 v 7 

Exemples 

I I. Soit pour tout n e N, u„ = n. La serie de terme general u„ est la suite de terme 

n . 


general S p — ^ k 


pip + 1) 


y 

2. La suite definie par S ,, - ^ n p n’est pas une serie car le terme general n p depend 


aussi de p. 


Proposition - Soit ( m„)„ £ n une suite reelle et (S p ) pe n In suite des sommes partielles de 
la serie ^ u n . 

Alors pour tout n e N*, on a : u n — S „ — S n -\. 


19.1.2 Convergence, somme et reete 

Definition - Serie convergente, somme d’une serie 

Si la suite (S p ) pe n des sommes partielles d’une serie 2 u„ possede une limite finie, on dit 
que la serie 2 u n est convergente. 

+oo 

La limite de cette suite est notee ^ u„ et est appelee somme de la serie : 

n = 0 

+oo P 

'y'j Un = lirri^ ^ u„ 

n = o p^> + o ° n=Q 

Si une serie ne converge pas, on dit qu’elle diverge. 


Remarques 

1. La nature (convergente ou divergente) d’une serie n'est pas changee si on modifie un 
nombre fini de termes de la serie. 

+oo 

2. 11 faut manipuler la notation ^ u„ avec prudence : elle ne designe pas une somme au 

n = 0 

sens usuel du terme, mais une limite, celle des sommes partielles. 

I Exemple 

La serie de terme general u n = n diverge car la suite de ses sommes partielles diverge 
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Definition - Serie telescopique 

On appelle serie telescopique toute serie de terme general u„ - v n+ i - v„ ou (u„)„ £ n est 
nne suite reelle ; en d’ autre termes, toute serie dont le terme general est la difference de 
deux termes consecutifs d’un suite donnee. 


Proposition -La somme partielle d’ordre p de la serie telescopique 2(Li+i _ n„) verifie : 

p 

Sp = ^(^+1 - V k ) = v p+ i - Vo 
k= 0 

La serie telescopique 2(i>„+i - v„) converge si et seulement si la suite (v„) ne ^ converge. 


Methode 1 Series telescopiques £(i/ n+ i - v n ) 


p 

Si (v n ) n€ u converge vers l alors ^(u„ + i - v„) = v p+i - u 0 

k = o 


p — >-fl-oo 


^0 


• L’ etude de la serie telescopique se ramene done a l’etude d’une suite. 


. Inversement, il est parfois utile pour l’etude d’une suite, de considerer la serie dont le terme general 
est la difference de deux termes consecutifs de cette suite. 

Exemple d'application 

Soit u n = ^ pour n e N*, en multipliant par la quantite conjuguee on obtient u„ = 

sjn + yn + 1 

Vn + 1 - Vn. Or sjn — > +oo done la serie £( V« + 1 - s/n) = 2 u n diverge. 

n — >+oo 

Vous trouverez a Fexercice 23 (la constante d’Euler) une situation ou Ton utilise une serie pour 
etudier une suite. 


Remarque - R p est I'erreur 
commise en approchant S 
par S p . 


Definition - Reste d’une serie convergente 

Si la serie 2 m« converge, on appelle reste d’ordre p de cette serie la quantite : 


R p= z 

n—p+l 


Un — S 5 / 


ou S est la somme de la serie et S p la somme partielle. 


Exemple 


1 


Considerons la serie de terme general u„ = , n > 

n(n +1) 

converge et donnons l’expression de son reste d’ordre p. 

11 -A 1 

Pour n > 1 , u„ = done S „ — > uu - 1 

n n + 1 p + 1 

k= 1 


R P = — 7 - 
p + 1 


1. Montrons qu’elle 


La serie converge et 
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Proposition - Sait £ u n une serie convergente, alors la suite de ses restes tend vers 0. 


19.1.3 Propr ietee 



La reciproque est fausse. Un 
contre-exemple est donne par 
la serie harmonique de terme 
1 

general u n = pour n > 1, 
qui diverge vers +<*>. (cf. exer- 
cice 23) 


Proposition - Condition necessaire de convergence 

Si la serie 2 converge, alors la suite (n„) converge vers 0. 


Demonstration 

Pour tout n e N*, u„ = S„ — S n i.Orla serie £ u„ converge, alors il existe S e R tel que 
limS,, = limS,,-! = S ; ainsi, limw„ - S — S - 0. ■ 


Method 2 Condition suffisante de divergence 

En pratique, on utilise la contraposee de cette implication : 
une serie dont le terme general ne tend pas vers 0 est divergente. 

Exemple d'application 

Comme (-1)" -+> 0 alors £(—!)" est une serie divergente. 


Theoreme 

. Si Yj u n et 2 v„ sont deux series convergentes alors £(w„ + v n ) est une serie convergente 
de somme : 

+oo +oo +oo 

^ Vn) — ^ ^ ^ ^ V n . 

n = 0 n = 0 n = 0 

• Si Yj u n est une serie convergente alors pour tout A e R, 2 est une serie convergente 
de somme : 

+oo +oo 

^ ^ Au n — A ^ ^ u n . 

n—0 n—0 


19.2 Series a termes pos itifs 

19.2.1 Definition et CN5 de convergence 

Definition - Serie a termes positifs 

Une serie £ u„ est dite a termes positifs si pour tout n e N on a : u„ > 0. 
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Remarque - Les resultats de convergence des series a termes positifs restent valables 
meme si un nombre fini de termes ne sont pas positifs, i.e. a partir d’un certain rang, 
u„ > 0. 
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Theoreme - CNS de convergence des series a termes positifs 

Soit 2 u n une serie a termes positifs, alors : 

Y u n converge si et settlement si la suite de ses sommes partielles est majoree. 
Demonstration 

Pour tout n > 1, S n - S n -\ — u n > 0, done la suite (,S'„) nC H est croissante. 

II y a deux cas : 

. soit la suite est majoree, alors le theoreme de limite monotone donne que la suite admet 
une limite reelle. 

. soit la suite n’est pas majoree, alors Urns',, = +oo. 

Ainsi, la serie converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est 
majoree. ■ 

19.2.2 Theoreme de comparaison 

Theoreme - Theoreme de comparaison des series a termes positifs 

Soient Y u n et 2 11 n deux series a termes positifs telles que : 

1. a partir d’un certain rang u„ < v n , alors 

(a) si Y v n converge alors 2 u„ converge, 

(b) si Y u n diverge alors Y v n diverge. 

2. u n = o(v„) alors on conclut comme precedemment. 

3. u„ ~ v„ alors les deux series sont de meme nature. 

Demonstration 

1. Sans perdre en generalite, on considere que pour tout n > Oona u„ < v„ et done 

p p 

^ ^ u n ^ ^ u n 

n = 0 n = 0 

(a) si la serie a termes positifs 2 v n converge alors ses sommes partielles sont majo- 
rees. 11 existe done M € R tel que pour tout p ^ 0, 

p p 

^ ^ ^ ^ ^ Vn ^ M 

n = 0 n = 0 

Ainsi les sommes partielles de Y u n son t majorees, comme Y 11 n est a termes 
positifs, Y u„ converge. 

(b) C’est la contraposee du resultat precedent. 

2. II existe (a„)„ e N de limite nulle et n\ e N tels que : Vn > m, u„ = a„v„. 

La definition de a„ — > 0 (pour s — 1) donne : il existe na e N tel que pour tout 

n—>+oo 

n > « 2 , -1 < a n < 1. 

Pour tout n > max(n | , «i), u n < v„ ce qui nous ramene a la situation precedente. 

3. II existe (a n ) n€ n de limite 1 et ri\ e N tel que pour tout n > m, u„ = a„v„. 
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La comparaison de series afin 
d'en determiner la nature ne 
s'applique qu'aux series dont 
le terme general est de signe 
fixe (positif). A I'exercice 26 
vous trouverez un exemple de 
serie verifiant : la serie £ u n 
converge et u n ~ v n mais la se- 
rie £ v n diverge. 


19 . 2.3 


La definition de a„ — > 1 (pour s = 

n—>+ oo 

n > n 2 , | a„ - 1 | < -. 

Pour tout n > max(«i , n 2 ), —v„ < u n 
permet de conclure, ■ 


— ) donne : il existe n 2 e N tel que pour tout 


< - v„ . Une demarche similaire a celle du 1. 
2 


Exemples 

1. La serie £ 4 converge. En effet, pour tout n > 2 

1 1 1 1 4W 1 1 

n 2 (n—l)n n — 1 n 1 k 



fl n — >+00 


Ainsi 2 () , 1 1 }/ , converge et par comparaison de series a termes positifs, £ 4 
converge aussi. 

2, La serie 2 — , n > 1, converge. 

En effet, la croissance comparee donne = o (4) ; comme £ 4 converge et que 
les deux series sont a termes positifs alors £ 4 converge. 

3, La serie £ ln(l + 4 ), n > 1, converge. 

Comme 4 — > 0, les equivalents usuels donnent ln(l + 4 ) ~ 4 . Or 2 4 

n n —>+ 00 n n n 

converge et les deux series sont a termes positifs done elles sont de meme na- 
ture : convergente. 

4 La serie 2 ln(l + i), n > 1 diverge. 

Comme - — > 0, les equivalents usuels donnent ln(l — ) — -. Or 2 - diverge et 

n n — >+oo n n n 

les deux series sont a termes positifs done elles sont de meme nature : divergente. 


Series a termes quelconejues. Convergence absolue 

Definition - Serie absolument convergente 

La serie £ u n est dite absolument convergente lorsque la serie 2 \u„\ converge. 


Exemples 


(- 1 )" 


1. La serie de terme general — — est absolument convergente car, pour tout n e ' 

n z 


(-D" 


1 tv 1 
— et 2 . — converge. 


2. Pour tout a e 
converge et 


a n 1 

la serie 2 — - est absolument convergente. En effet, 2 — 7 


\a\ 

n\ 


x ■ 


2 2 
an 


(n — 2 )! n(n — 1 ) n 2 

■0 car |a|"~ 2 =o((n- 2 )!) 


x4 = 0(4r) 
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Theoreme - Toute serie absolument convergente est convergente. 


Demonstration 

. En preliminaire, on remarque que toute suite peut etre consideree comme la difference 
de deux suites a termes positifs : 

+ - .. ~ U n 

u„ - u n - u n avec u n = et u n = 

en particulier, \u„\ — u„ + u~ et done 0 < < |m„| et 0 < u~ < \u n \. 


• Si Y \ u n\ converge alors le theoreme de comparaison donne que X u n et 2 u n 
convergent. 

La serie Y u n est la difference de deux series qui convergent, done elle converge. ■ 



La reciproque est fausse. La serie harmonique alternee 2 est un contre-exemple : elle 
converge mais ne converge pas absolument. 

On sait deja que la serie harmonique 2 7 ; diverge, done la serie ne converge pas absolument. II 
reste a monter qu’elle converge. Pour n > 1 : 


S 2n 


I 


(-1) fc 


= I 


2k f-i 2k + 1 

1<2A:<2n 1<2fc+1<2n 


I 


1 =s/:<n 1</c<n 

1 


n 

I 


2k(2k- 1 ) 


posons v k - 


1 


2k(2k - 1 ) 


1 

4 F 


Or la serie 2 jt converge, par comparaison de series a termes positifs, 2 v k converge et notons f sa 
somme : S 2n — > t. Or S 2n +i = S 2n + jdpj- -> C done S„ -» (. La serie 2 (1> n " ' est done bien convergente. 


19.3 Series geometriques et exponentielles 


19.3.1 


© 


Serie geometrique et ses derivees 

Definition - Serie geometrique 

Soient teR et no e N, on appelle serie geometrique de raison x et de rang initial no, la 
serie de terme general x", pour n > hq. 

I Exemple 

Les series 2 ^ et £(-!)" sont de type geometrique de raison respective i et — 1. 


Theoreme - Une serie geometrique de raison x converge si et seulement si \x\ < 1. On 
a alors : 




n = 0 


1 

1 - X 


+00 

et pour tout no e N, ^ x n 

n—riQ 



1 - x' 
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Demonstration 

Si |r| > 1, alors le terme general ne tend pas vers 0 done la serie diverge. 
Soit x e] - 1, 1[ et p > «o done limr^ = 0 et 


P I _ -rP-no+l ih 

s '=i*'='' L iT 


p->+ oo 1 — X 


Definition - Serie derivee d'une serie geometrique 

Soit k e N, la derivee d’ordre k de x i-» r" est x i-» n(n - 1) . . . (n - k + l)x n ~ k . 

On appelle serie derivee d’une serie geometrique toute serie de la forme : 

^ n(n — 1) . . . (n — k + 1 )x n ~ k , n > k, 

ou x est un nombre reel. 

Exemple 

La serie 2 n(n - 1 )3" I 2 est du type serie derivee d’une serie geometrique de raison 3. 


Theoremf - Soit k e N, la serie 2 n(n - 1) . . . (n - k + 1 )x n k , n > k converge si et 
seulement si |x| < 1 et sa somme vaut : 

+DO k\ 

J]n(n-l)...(n-k+l)x n - k = — — ST . 

+oo . s(k) 

Abusivement formule par : ^ (x n ) (k> — I -I . 


Demonstration 

Restriction au cas ou n — 2 : 

Si \x\ > 1, le terme general ne tend pas vers 0 done la serie diverge. 
Soit re] - 1, 1[ et p e N\ on pose : 


Sp(x) = 


n—0 


1 - x p+1 

1 - X 


Derivons 2 fois cette egalite sur ] - 1 , 1 [ : 

p 


Sf\x) = y^n(n- 1 )x" 2 = 


1 x p+1 

1 - X 1 - X 


rP+ l \(2) 


n= 2 


(1 - r) 3 


l - X 


I x p+1 ^ (2) 

11 reste a montrer que 

\ 1 - x 

La formule de Leibniz donne : 


0 quand p 


+oo. 



(p + 1 )px p 1 

(l-x) 


, 2 \ (P+l)x p 

VI/ (1 - x) 2 


+ 


© 


2x p+1 
0 -r) 3 


Or, pour p — > +oo, on a p 2 x p — > 0, px p — > 0 et x p — > 0 car la croissance comparee donne 
pour tout k eW x p = o(y) car re] - 1, 1 [. 
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(2) Z, 

Ainsi, en tant que combinaison lineaire de suite de limite nulle, S ' (x) — > . 

/>->+ °° (1 - x ) 3 

Conclusion : la serie £ n(n - 1 )x"" 2 , n > 2 converge si et seulement si |x| < 1 et a pour 
2 

somme 7. 

( I -*) 3 

Exemple 

n 

La serie £ | , pour n > 1, et de type derivee d’une serie geometrique de raison 

| e] — 1, 1[, done elle converge et sa somme est ^ 1 2 = 

Remarque - Deux cas particuliers, avec \x\ < 1 : 

+00 . +00 

Z wx "'' = et l)x "' 2 = 


( 1 - x) 3 ' 


n= 1 v 7 n= 2 

Exemple 

Dans le cadre des probability, lors du calcul de la variance d’une variable aleatoire 

+OO 

de loi geometrique, nous sommes amenes a considerer la serie ^ n 2 x" 3 , pour n Js 1 

n = 0 

2 — n(n — 1) + n. 

1 


et \x\ < 1. Or ir = n(n - 1) + n. 

p p 


x x 


Done V n 2 .r" 1 = x V n(n- l)x" 2 + V nx" 1 , 

Zj Zj AJ p-»+oo (1-x) 3 ( 1 - x) 2 

n = 1 n=2 n=l 

+00 1 

* • ✓ . VH 7 n - 1 1 + X 

Ainsi la sene converge et ^ n x - — — . 


n—0 


Core a ire - Formule du binome negatif- Soient k e N et x e] - 1, 1[ alors la serie 
^ n > k converge et : 

» 1 


n=k 


Zl ix ' 


(1 -x) k+v 


Exemple 

1 

2 

n > 3, converge et sa somme vaut 


e] - 1. 1[ done d’apres la formule du binome negatif, la serie £ ( 3 ) > pour 


1 


1-1 

2 


19.3.2 Series exponentielles 

Definition - Serie exponentielle 


On appelle serie exponentielle toute serie de terme general — . n > 0, oil a e 

n\ 
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Exemple 

Les series E et E — sont de type exponentielle. 

2 "n ! n ! 


LI 

Theoreme - La serie exponentielle 2 — w > 0, converge vers exp(a) pour tout reel a 


a n 

VagR, / — = exp (a) 
^ n\ 


n = 0 


Demonstration 

La fonction exp est de classe C°° sur R. Soient ueRetneN; utilisons l’inegalite de 
Taylor-Lagrange a l’ordre n entre 0 et a : 


E 

k = 0 


|a|" +1 , n4 . n | a 

C max{| exp (f)|; t entre 0 et a} < 


in+1 


(n + 1)! 


(n+ 1)! 


car exp (,,+1 ' = exp et max{exp(r); t entre 0 et a} < max{exp(r); t e [— |a|, |a|]}. 
Or a est fixe ; par croissance comparee, on a |a|" +1 = o((n + 1)!). 


,\n+l 


Ainsi, lim 


M _ 


n k 
— a k 


n-*+ OO + 1)! 

Exemple 


Z ct 

— = 
Id 


k=Q 


La serie E — , pour n > 2, et de type exponentielle done elle converge et, en tenant 
n\ 

compte des termes manquant d’ indices 0 et 1, sa somme est e 3 - 1 - 3 = e 3 - 4. 


Method 3 Etude d'une serie type geometrique ou exponentielle 


. decomposer la somme partielle en une combinaison lineaire de sommes partielles connues : 
pour cela decomposer les polynomes en n comme combinaison lineaire de { I , n, n(n - 1), 
n(n — 1)(az — 2), . . .}, 

. utiliser le fait qu’une combinaison lineaire de series convergentes est une serie convergente, 

. donner la somme par combinaison lineaire des sommes connues. 


Exemple d'application 

Determinons la nature et la somme eventuelle de y 
On a n 2 - 1 = n(n - 1) + n - 1 ainsi 


(n 1 - 1)2" 


— ( n 2 - 1)2" n(n — 1), 


E 

n = 0 


y ” ( ”~ 1) 2 " + y -2" - y - r 

Zj n\ Zj nl Zj n\ 

n—0 n = 0 n = 0 

P i P i 

= 2 2 Y — i — 2"~ 2 + 2 y — — 2"- 1 - 

p- 2 , p-t , p , 

= 4 y ~2 k + 2 y —2' - y —r 

Zj kl Zj j\ Zj n \ 


k = 0 


i—0 * n—0 
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On a effectue le changement d’indice k — n - 2 dans la premiere somme et i — n — 1 dans le deuxieme. 
Nous obtenons des series exponentielles, done convergentes. 

Ainsi la serie de depart est une combinaison lineaire de series convergentes : elle converge. Sa somme 
est donnee par 4e 2 + 2e 2 - e 2 - 5e 2 . 


19.3.3 


© 


Series de Riemann 

Definition - Serie de Riemann 

On appelle serie de Riemann toute serie de terme general — , n > I . oil a e R. 


Theoreme - La serie de Riemann — converge si et seulement si a > 1. 

/ J VI® 


Demonstration 

Si a < 0, le terme general ne tend pas vers 0 done la serie diverge. 
Si a - 1, on sait que la serie harmonique diverge. 

Si a 6 R* \{ 1 ), soit neN'.in — est decroissante sur R* 

+ " 1 vCX + 



n < x < n + 1 


< 


(« + l) ff x° n a 

i r n+l i i 

Par croissance de l’integrale sur In, n + 1], < I — ax < — 

(n + 1 )“ x 1 * n a 

r +1 i i r" i 

Ce qui donne aussi pour n > 2 : | — dx < — < I — dx 

J„ x a n a J„_| x? 

Soit p > 2, on somme ces inegalites pour n e |[2, p\\. La relation de Chasles donne : 

r p+l i f i r p i 

— dx < > — <1 — dx 

Jo X a n a Ji x a 


Done 


' x l ~ a 

P+1 (p+ l) 1 - ff -2‘-“ „ 

x i-a 

1 - a 

^ ^ p ^ 

7 1 - a 

1 - a 


p l ~ a - 1 

1 - a 


Si a > 1 la suite (w„) converge done (S „) est majoree et a termes positifs, done la serie 
converge. 

Si 0 < a < 1 la suite ( v „ ) tend vers +oo done (S„) aussi et la serie diverge. ■ 
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Methode 4 Comparaison a une serie de Riemann 

La comparaison a une serie de Riemann est tres utilisee pour etablir la nature d’une serie : elle permet 
de determiner la nature de la serie £ |n n |, c’est-a-dire de voir si la serie £ u n converge absolument, 
(et en particulier converge). 

. S’il existe a > 1 tel que u n = of — ) alors £ «„ converge. 

\n a ) 

• S’il existe a < 1 tel que — = o(u n ) alors £ \u„\ diverge. 
n a 

Dans les deux cas, cela revient a chercher les valeurs de a telles que n a u„ tende vers 0 dans le premier 
cas ou vers +oo dans le second. 



Le theoreme de comparaison et en particulier la comparaison avec une serie de Riemann ne permet pas de 
montrer qu'une serie, dont le terme n'est pas de signe constant, diverge. Cela permet seulement de montrer 
qu'une telle serie ne converge pas absolument, mais la serie peut neanmoins converger. 


Exemples d'application 


1. 2 — — diverge : c’est une serie de Riemann pour a = — < 1. 

\fn 2 

1 7 

2 — — converge : c’est une serie de Riemann pour a = — > 1. 
n \fn 6 


3. 2 — — converge par comparaison avec la serie de Riemann pour a — 1,2 > 1. 

n v n 

In n 1 In n 1 In n 

On a en effet : — — = — — x — - = o(— — ) quand n — > +oo et pour n > 1, — — > 0. 

n yn n l - t( u ’ 3 n 1 ' 1 n -y Ti 

In {rif 

4. Une generalisation sont les series de Bertrand : pour tout reel B , 2 — — converge si a > 1 . 

n a 

Pour y e]l, a[ on a — — o [ — 1 En effet, n = 12^. avec a _ y > q. 

/ n a \riy) ” " 

1 In (nf 

Or L — converge done 2 converge egalement. 

n’t n a 


5. 2 e converge. En effet, la croisance comparee donne u 4 e 11 — > 0 ; par composition de limite 

u — >+oo 

avec u = \fn, on obtient : n 2 e ^ — » 0 et done e = o(-K). La comparaison avec la serie de 
Riemann pour a - 2 > 1 donne la convergence. 
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Synthese 


S avoirs 

. criteres de convergence des series usuelles : geome- . la convergence absolue d’une serie implique sa 
triques et leurs derivees, exponentielles, de Riemann convergence 

Savoir-faire 

les somrnes telescopiques permettent de faire le lien 
entre un suite et une serie 

. Determination de la nature par comparaison avec une 
serie de Riemann 


. serie telescopique, 

. serie geometrique, 
serie exponentielle, 
. serie de Riemann. 


© 


Mots-cles 

. serie, 

. somme partielle, 

. convergence, 

. convergence absolue, 
. comparaison, 


. Determination de la nature et de la somme even- 
tuelle : identifier et manipuler les series teles- 
copiques, exponentielles, geometriques et leurs 
derivees 
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Tests de connaissances 


19.1 Vrai ou faux ? 

a) Si Y u n converge et 2 v n diverge alors Y( u n + v „ ) 
diverge. 

b) Une serie qui diverge peut converger absolument. 

c) La serie Y sin n, pour n > 0, converge. 

19.2 Recherche de contre-exemples 

Pour chacune des affirmations suivantes, montrer 
qu’elle est fausse en donnant un contre-exemple. 

a) Si Y( u n + v n) converge alors les series Y u n et Y v n 
convergent. 

b) Si Y u n converge alors elle converge absolument. 

19.3 Pour chaque terme general, identifier le type de la serie 
associee puis donner la nature et la somme eventuelle : 

12 " 

a n = , pour n > 0 

n\ 

3" 

b n = — , pour n > 0 

“l 

c " = P our n > 3 

2 n n\ 

n 

d " = ^T"T’ P our 11 > 1 


2 " 

(- 1 )" 2 2 “ 


pour n > 2 


n(n — 1 )(n — 2 ) 

fn = ■ pour n> 3 

19.4 Quel lien y-a-t-il entre la convergence et l’absolue 
convergence ? 

En donnant un equivalent du terme general, donner la 
nature des series suivantes : 


19.5 


Z ln(l ~ Z (ei - 1} 


^U-cosi) 


(-D" 


n t— 1 n 3 

19.6 Donner un critere simple sur la suite (u n ) neN pour que 
la serie 2 u„ diverge. 

19.7 QCM 

La nature de la serie Y u n est-elle : 

□ absolument convergente, done convergente, 

□ convergente, mais pas absolument convergente, 

□ divergente, 

□ ne peut etre determinee ? 


a) u„ = o — 


1 

e) — — o(u„) 

yn 


1 

b) — = o(u„) 
n A 


f) Un — 


(- 1 )” 

2n 


c) u„ = o 

d) u„ = o 


1 

n yfn 
3" 


n\ 

g) ^7 = o(u„) 


h) u n • 


(-D" 

2/7 


19.8 Que dire de la nature de Y( u n+ 1 - u„) dans les situa- 
tions suivantes : 

a) u„ -/-> 0 

H — >+00 

b) pour tout n e N, u n = cos n 

c) Un +1 Un ^ 0 


d) u n 


n 


Exercices d’application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 517. 

4/7 + 2 

w n — , pour n > 1 

77(77 + 1)(77 + 2) F 

■ Series telescopiques 

19.10 

- 

Soit (m„)„ £ n la suite reelle definie par 77 0 e]0, 1[ et, pour tout 

19.9 ® 

77 e N : 

Donner la nature et la somme eventuelle des series de terme 

_ 2 

Un+ 1 — U n U n . 

general 


\ 

1) Montrer que (u „) n£ n est decroissante et converge vers 0. 

U» + i)/ 

2) Etablir la convergence de la serie de terme general uf t et 

u„= 1 , pour n > 1 

calculer sa somme. 

cos — cos 

\n) \/7+l/ 

3) A l’aide des sommes partielles, montrer que la serie de 

/ 1 \ 

bt n~\~ 1 

terme general In est divergente. 

v n = In 1 1 1 , pour /t > 2 

u n 

4) En deduire la nature de la serie Y u n- 

k 
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■ Series geometriques 

19.11 

Nature et somme eventuelle de : 

n + 2 n 2 - 4 

2 37T’ P our n > 2 et 2 —y — > pour n > 1. 

19.12 N 

ature et somme eventuelle de 2 u n , Y nu n et pour 

n 6 N, avec : 



19.13 © 

1) Justifier que 0,999999 . . . = 1. 

2) Trouver une fraction dont le developpement decimal est 

12 , 1212121212 . ... 


19.14 ® 

Discuter en fonction des reels positifs a et b la nature de la 
serie de terme general 


a 


1 +b n 


19.15 Critere de d’Alembert © 

Soit une suite a termes strictement positifs. 

1) Demontrer que : 


M n + 1 . \ i 

lim - — c 1 => 2_j 


u n converge 


• • I 1 

2) Quelle est la nature de 2 u „ si lim > 1 ? 

u n 

3) Application : 


Nature des series V — , V — et ^ 1 

Z J V) I / J vi n 


: 2 j l 


n 


i Series exponentielles 


19.16 © 

Nature et somme eventuelle de : 
3 n 2 - 2 


a) 2 ■ 


i\ 


pour n 6 . 


^ 4n 2 2" + nT n 

b) 2 — — — , pour n> 0 

(n + 1)! 

c) 2 r-7, pour n > 5 

(n- 1)! 

19.17 

Nature et somme eventuelle des series 2 u n , 2 nu „ et 2 n 2u n 
pour n 6 N, avec : 


19.18 

Nature et somme eventuelle de 2 ,!3 f/i' pour n 6 N, avec 

5"-‘ 
v„ = — . 
n\ 

■ Series de Riemann 


19.19 

Nature des series de terme general : 


1 • xx 

(z) — — sin — 
2n 

1 


(Hi) In 1 , 

\ n + 3 
cos(2 n) 

* 3n 2 - 4zz + 1 


(if) 

(iv) 

(vi) 


n In n 


(vii) sin 


. (- 1 )" (- 1 )" 


fii lnz 


( viii ) e — 1 H — 
n 


19.20 

Considerant la serie 2 u n, montrer que : 

1) si la suite (/7 2 iz„)„ £ n est bornee alors 2 u n converge absolu- 
ment ; 

2) si la suite (nu„) neii tend vers une limite reelle non nulle, ou 
+c», ou — oo, alors 2 u n diverge. 

3) Determiner la nature de la serie 2(l n 'z) ln ”- 


19.21 Developpement limite 

Etablir la convergence de la serie de terme general 

u„ = sin i - ln( 1 + i). 


19.22 Developpement limite 


Pour n 6 N*. on pose u„ = (n sin - 
v n 

1) Determiner { = lim u„. 

n—>+oo 

2) Donner la nature de Y( u n - 0- 


19.23 Constante d’Euler 

" j 

Pour n s N*. on definit la suite v„ = > ln(zi). 

ik k 

1) En etudiant la serie 2( u n+i _ v„), montrer que la suite 
(fn)neN* converge. La limite de cette suite est notee y, appelee 
constante d' Euler. 

" 1 

2) En deduire que ^ — ~ lnzz. 

■ Utilisation d’integrales 


(-l)" 3" +2 

2"- 3 /z! _ (/; + 3)! 


19.24 © 

Nature et somme eventuelle de la serie ^ 


(-D" 

2n + 1 
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19.25 

Considerons la serie 2 , pour n > 2. 

n In n 

1) Montrer que pour tout n > 2 et tout x 6 |n, n + 1] : 

1 1 1 
< < 

(n + I ) lnfn + 1) xlnx nlnn 

2) Montrer que pour tout n > 3 : 

r +1 i , i r 1 

— — dx < — — < — — dx 

xlnx nlnn J,,^ .iln.t 


Pour la suite, on pose p > 3. 

p 

3) En deduire un encadrement de S p = ^ 

n = 3 

4) En effectuant le changement de variable 


1 

n ln(n) 

u = In .v, calculer 



5) Donner une equivalent de S p . 

Que dire de la serie 2 , pour n 2. 

n ln(n) 




rofondissement 


19.26 Critere special des series alternees 

Soit (u„) ne M une suite decroissante de limite nulle. On note S p 

la somme partielle d'ordre p de la serie 




1) Montrer que (S 2 P ) P eN et (S 2 p+i)peN s °nt adjacentes. 

2) En deduire que 2(-1 )"m„ converge. Soit 5 sa somme. 

3) Pour tout p 6 N, montrer que |S — S p | < u p+ \. 

4) Applications : 

a) Determiner pour quelles valeurs du parametre reel a, la se- 

. v (-i r 

rie 2 j converge. 

n a 

b) Pour une telle valeur de a, ecrire un programme permet- 

(- 1 )" 

tant de calculer > a e pres. 

2-1 n a 

n= 1 

Les reels a et e > 0 seront demandes a l’utilisateur. 


/ f— 1)" \ 

c) Determiner la nature de 2 In 1 -) I, pour n e N*. 

\ yn I 

5) Donner un contre-exemple montrant que le theoreme de 
comparaison ne s’applique qu’aux series dont les termes ge- 
neraux sont de signe fixe : c’est-a-dire, donner deux series 
telles que u„ ~ v„ avec 


z 


u n convergente 


mais 


Z 


v„ divergente 


19.27 ® d’apres oral ESCP 2006 

On considere la suite ( u„)„>o definie par «o = 1 et pour tout 
entier naturel n : 

2 n + 2 

1 1 — t r n n 

2 n + 5 

1) Montrer que (u n )„ e n converge vers une limite f E R que 
l'on determinera. 

2) Soit O'ER. On pose pour n 6 N* : 

(n + l) a u n+i 

v n = 

n u n 


Determiner a pour que la serie de terme general Inc,, 
converge. 

3) En deduire que la serie de terme general u„ converge. 

4) Montrer que pour tout entier n 6 N : 


n + 1 n + 1 n n 

2 ku k + 3 z «* = 2 Z klik + 2 Z Uk 

k= 1 k= 1 k=0 k=0 


*4*oo 


5) En deduire la somme 


Z 

k = 0 


Uk- 


19.28 d’apres oral ESCP 2009 

Dans tout cet exercice designe une suite reelle de- 

croissante de limite nulle. 

Pour tout n de N*, on pose : b„ = n(a „_ i - a n ). 

1) Montrer que pour tout n > 1, on a : 


Z^=Z 


. Uk 


- na„ 


2) On suppose dans cette question que la serie de terme ge- 
neral a„ converge. 

a) Montrer que lim na„ = 0. 

n—>+oo 

b) En deduire que la serie de terme general b n converge et que 
^ ^ b n — ^ ^ a n . 

n= 1 n=0 

3) On suppose dans cette question que la serie de terme ge- 
neral b n converge. 

a) Montrer que pour tout n et k de N*. on a : 


n+k 

flfan ~ &n+k) — ^ ^ bj 
j=n + 1 


b) En deduire que la serie de terme general a n converge et que 

Z* = Z^- 

n = 0 n= 1 
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Indications 


ramener la somme partielle a une combinaison lineaire de 
sommes partielles usuelles. 

19.24 Travailler sur les sommes partielles en considerant 


19.27 

1) Considerer la serie telescopique 2 (In u n - lnu„ + i), donner 
sa nature et en deduire la limite de (In «„)„<=n. 

2) Faire un developpement limite de In v„ et appliquer le cri- 
tere de Riemann. 

3) Considerer la suite des sommes partielles de 2 in et don- 
ner un equivalent de u„. 


© 


— = f' 

7 + 1 Jo 


19.9 On pourra determiner a,/3 ety tels que 

a B y 

w n — — + + . 

n n + 1 n + 2 

19.13 Interpreter le nombre 0,999999 . . . comme la somme 
d’une serie usuelle convergente. 

19.14 Chercher un equivalent du terme general et comparer 
les series. 

19.15 

1 ) En utilisant la definition de la limite de lim etablir 

u n 

une comparaison entre 2 u„ et une serie geometrique conver- 
gente. 

19.16 Decomposer le polynome suivant une famille adap- 
tee : par exemple pour b) on prendra {(n + l)n, n +1,1). Puis 
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a) Vrai. En effet si Y(u n + v„) etait convergente alors 2 v„ 
- Yl( u n + v n ) - u n\ serait convergente. 

b) Faux. Si une serie converge absolument, alors elle converge. 

c) Faux. Le terrne general ne tend pas vers 0 done la serie di- 
verge. 


a) Prendre u n = n -t — - et v„ = —n pour n > 1 . 

n 1 

La serie Yi u n + v„) = 2 — r converge rnais les suites (zr„)„ e M 
n 1 

et (r n )neN ne tendent pas vers 0 done les series Y u n et Y v„ di- 
vergent. 

b) On a vu dans le cours (page ? ?) que la serie harmonique al- 

(- 1)" +1 

ternee, Y , converge rnais ne converge pas absolument : 

n 

Y — diverge. 
n 


2 fl„ est du type serie exponentielle, done converge : 


^a„ = e 12 . 


• Y b n est du type serie geometrique de raison — £]- 1, 1[ done 
diverge. 

• Y c n est du type serie exponentielle, done converge. En tenant 
compte des premiers termes manquants, 

V 1 “ , 1 1 “ 13 

^c„ = e 2-l---- = e 2-_ 
n = 3 

• Yd n est du type serie derivee d’une serie geometrique de rai- 
son — e] — 1, 1[, done converge : 


+ 00 | 

V d„ = 

£ 1 , 1 


1 - - 
2 


2 e„ est du type serie geometrique de raison — — e] - 1, 1[ 


done converge : ^ e„ = | — 


1 




16 

45 


• Yfn est du type serie derivee d’une serie geometrique de rai- 
son — e] — 1, 1[, done converge : 


I> = 


3! 


6 x 5 4 3 x 5 4 


1-1 

5 


4 4 


2 7 


La convergence absolue implique la convergence. 


• Comme — — » 0 alors ln(l - — ) . Done 

3 n n M*oo 3 n 3" 

| ln( 1 - — )| ~ — . Or Y — est une serie geometrique de 
raison — 6] - 1, 1[ done convergente ; par comparaison de se- 
ries a termes positifs, Y ini 1 ~ — ) converge absolument done 
converge. 

1 

1 T- 1 

• Comme — — > 0 alors e2n - 1 ~ — . Or la serie de 

2 n n— »+oo 2n 

Riemann Y ~ diverge done par comparaison de series a termes 
n 

1 

positifs, Y( s ^ n ~ 1) diverge. 

• Comme - — * 0 alors 1 - cos - ~ — -. Or la serie de 

n n—*+oo n In 1 

Riemann 2 — r converge done la serie 2 — - converge egale- 
n 1 2n- 

ment ; par comparaison de series a termes positifs, 20 -cos -) 

n 

converge. 

(-1)" (-1)" 1 1 

• Comme — ; — — > 0 alors | sin — r — | ~ Or Y ~ r est 

/;■ «->+oo n' n 1 Tr 

une serie de Riemann convergente (pour 3 > 1) ; par cornpa- 

(-1)" 

raison de series a termes positifs, Y si n — ; — converge abso- 
rb 

lument done converge. 


Si la suite («„)„<= n ne tend pas vers 0 alors la serie 
Y u n diverge. On rappelle que la reciproque est fausse. 


a) Y u n converge absolument et done converge. En effet, la se- 

7" 

rie Y — est du tyP e serie exponentielle done converge ; par 
n\ 

comparaison de series a termes positifs, 2 u„ est absolument 
convergente done convergente. 

b) On ne peut rien conclure, merne si on savait que 2 u n est 

a termes positifs. 2 -r est une serie de Riemann convergente, 

n 1 

pour 2 > 1 : "2 u„ domine une serie convergente". 

c) 2 Un converge absolument et done converge. Voir a) avec 

1 3 

Y — — une serie de Riemann convergente pour — > 1. 

n yn 2 

5" 

d) On ne peut rien conclure. Y ^ est une ssrie geometrique de 

5 

raison — > 1 done divergente : ”Y u n est dominee par une serie 
divergente". 

e) On ne peut rien conclure excepte que 2 u„ ne converge pas 

absolument. En effet, Y — p est une s ® r i e de Riemann diver- 

yii 

gente, pour — < 1. Par comparaison de series a termes positifs, 

Y \u„\ diverge. 
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Mais on ne sait pas si est de signe fixe done on ne peut 

rien dire sur 2 u„. 

f) 2 u n converge mais pas absolument. C’est un multiple de la 
serie harmonique alternee. 

n ! 

g) 2 u n diverge. En effet, — -+> 0 done la suite («„)„<= n n’est pas 

de limite nulle, sa serie diverge, h) On ne peut rien conclure ex- 

cepte que 2 u„ ne converge pas absolument. En effet, 2 — 

2/7 

diverge et done par comparaison de series a termes positifs 
(- 1 )" 

2 -r — diverge. 

2n 


On se rappelle que la suite (w„)„ eN et la serie tele- 
scopique 2(*L+i _ u n ) son t de meme nature. 

a) On ne peut rien dire. Par exemple si u n — * 2 la serie 

rt— >+oo 

converge, mais si u n — » +<x> alors la serie diverge. 

n — >+oo 

b) La serie diverge car la suite n’admet pas de limite finie. 

c) On ne peut rien dire. Par exemple si u„ — * 2 alors 

n— >+oo 

«„+ 1 - u n — * 0 et la serie converge, mais si u n = In // — » +oo 

n— >+ oo n— >+ oo 

, , . . ,. . , n+ \ 

alors la sene diverge et on a toujours : u n+l - u„ = In 

n 

— » 0 

«— >+oo 

d) La serie converge puisque la suite admet une limite finie. 

La nature de ces series peut etre etablie par com- 
paraison de series ou en revenant a la definition : la nature de 
la suite des sommes partielles. 

• 2 u„ : On a sin ( 1 | = sin ( L L.|, 

\n(n +1)/ \/7 n + 1 ) 

or sin(a - b) = sin(a) cos (b) - cos(a) sin (b) donne 

.1 1 1.1 

sin - cos cos - sin 

n n + 1 n n + 1 

n ~ 11 

cos - cos 

n n + 1 
1 1 

= tan tan 

n n + 1 


done V* u n = tan 1 - tan — » tan 1 

f -f p + 1 ?->+<» 

k= 1 1 

La serie converge et sa somme est tan 1 . 


2 w n : On decompose la fraction pour n > 1, 


2 v n '■ On a v„ = In 


n 2 - 1 (n + I )(n - 1) 


, , n + 1 , n 

done v n = In In 

n n - 1 

La serie 2 v n est de type telescopique : 


4 n + Z a p y 

— — + + — 

n(n + 1 )(n + 2) n n + 1 n + 2 


En reduisant au meme denominateur et en identifiant les nume- 


rateurs, on trouve : 


a = 1, = 2 et y = -3. 

Avec un changement d' indice k = n + 1 et j = n + 2 : 

p p , P+l r, P+ 2 i 

:♦£ hZi 


' Auk j 

n= 1 n=l k= 2 j= 3 J 

1 2 2 

= 1 + - + - + 0 + 

2 2 ' — - — p+l p 


p+l p+l P + 2 


_ 5 _2 3 3 5 

2 p+l P+l p + 2 p~>+oo 2 

(-k)'.les termes dont les indices sont dans [3,//]] s’annulent mu- 
tuellement. 

5 

Done la sene converge et admet pour somme - . 


1) Une recurrence aisee permet de montrer que pour tout n 6 N, 
u„ e]0, 1[. En particulier la suite est minoree par 0. 

De plus, pour tout n ^ 0, u n+ i - u n = —u 2 < 0 ; done la suite est 
decroissante. D'apres le theoreme de limite monotone, la suite 
converge vers un reel 6 6 [0,1]. 

Enfin, par passage a la limite sur la relation de recurrence, la 
limite t verifie l = l - i 2 c"est-a-dire i = 0. 

2) Pour tout n 6 N ,u 2 = u n - u n+l ainsi la serie 2 l Y, est la serie 
telescopique associee a la suite (/7 „)„ £ n : elles sont de meme 
nature, done la serie 2 u 2 „ converge, 

p +00 

et } ul = u 0 - u p+ 1 — > u 0 . Ainsi > u 2 n = u 0 . 

t 1 p — >+oo t * 

n = 0 n =0 

3) Pour tout n e N, In = In u n +\ — In u n ainsi, la sene 

u n 

Un+l 

2 In et la suite (In u„) n£ n sont de meme nature. 

u n 

On sait que limw„ = 0 done, par composition de limites, 

limln u n = — oo. La serie 2 In — — diverge. 

u n 

4) Pour tout n e N, 


, U n + 1 Mn U n 

In = In 


: ln(l - u n ) ■ 


Par comparaison de serie a termes positifs, 2 u „ et 2 ~ In — — 

u n 

sont de meme nature. 

Or 2 In — — diverge, done 2 u n diverge. 


p+l 2 

> Vn = In In - 

p 1 


La serie converge, de somme 


Decomposons la somme partielle comme une 
combinaison lineaire de sommes partielles de series connues 
afin d'en deduire la nature, puis la somme eventuelle : 


v-i n + 2 n 1 

On a > — — — = > - — - + 2x3 ) — 

/ i l.n-1 / J 'In - 1 / i l.n 
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nous reconnaissons les sommes partielles de series derivees 

d'une serie geometrique de raison — e] — 1, 1[, done conver- 

gentes. En tant que combinaison lineaire de series conver- 
n + 2 

gentes, la sene \ converge et la somme est (en tenant 

compte des premiers termes absents) : 


La somme de la serie est done 


1 


Mr 


i 

3» 


+ 6 


1 


1 

3° 


, . 5 1 9 

c est-a-dire — b 6— = 

4 6 4 


Z n — 4 Y 1 
_ Zj 


n(n - 1) + n - 4 
5" 


n= 1 

1 n(n — 1) 1 n ^ 1 

~ 25 Zj 5«-2 + 5 Zj ~ _4 Zj 5« 

n= 2 n= 1 n= 1 

nous reconnaissons les sommes partielles de series derivees 

d'une serie geometrique de raison — e] — 1, 1[, done conver- 

gentes. En tant que combinaison lineaire de series conver- 
, . n 2 - 4 

gentes, la sene Y — z — converge et sa somme est : 


1 


25 , 


, . 1 250 

c est-a-dire b 

25 64 


1 

1 

A 

f 1 

+5 (1 

~\) 2 

u-i 

1 25 


17 

5 16 

32 


Nous decomposons la somme partielle cornme une 
combinaison lineaire de sommes partielles de series derivees 

1 2 

de series geometriques de raisons — et — — dans ] - 1 , 1 [ done 
convergentes ; ainsi, elle converge et 1' expression de la somme 
est connue : 

•S-SfW-BfH 

pi i \" 'l —P 


= 2 §(H§H 

„ 1 3 1 

— > 2 x + - x — 

p->+ oo 12 2 


1 - - 
2 


1 


49 

10 


P P < ■ \ n— 1 P 

>(2) 


1 


1 


- — 

2 _ 25 


""(‘B) ('-(-I) 

On note que n~ = n(n - 1) + n. Travaillons sur 2 n(n - l)n„ : 


^ 12 2 
§ M(n “ 1K= 2 Mr + ^ 


(i-^r 3 (1 - (-s)r 


a - • V / i\ V 1036 91 

Ainsi > n(n - l)u n + > nu n = — 1 

n = 0 n=0 

+00 A r\i 

v-1 , 1491 

et > n u n = 

n=0 


125 


1) La serie geometrique 2 pour n > 1, de raison — 6 
] - 1, 1[ est convergente, ainsi : 


9 11 

0,9999999 . . . = V — = 9 r 

Ai 10" 10 1 - 2- 

n= 1 10 


2) La serie geometrique 2 est convergente, ainsi : 

,,,, 12 ^ 1 1200 400 

Zj 100" 1 - -Z 99 33 


Remarque - Une autre approche est de considerer que le 
nombre est solution de 100* = 1200 + x. 

La serie est a termes positifs. L’objectif est de de- 
terminer un equivalent du terme general et d’utiliser la cornpa- 
raison de series. La discussion porte sur le denominateur : sur 
le parametre b. 

a" 

• si b < 1, alors b" — > 0 et a " 

1 + b" 

Par comparaison de series a termes positfs, la serie converge si 

et seulement si a < 1. 

a” a" 

• si b = 1, alors ~ — 

1 + b" 2 

Merne conclusion qu’au cas precedent. 

.... a 11 (a\ n 

• si b > 1, alors 

1 + b" \b) 

a 

la sene converge si et seulement si - < 1. 

b 


La serie Y, 


a 


converge si et seulement si : 
b > 1 


1 +b>' 

(a, b) s [0, l[x[0, 1] ou 


a < b 


p ^ p 

^ n(n - l)n„ = - ^ n(n - 1) - 


n-2 




1) Soit t = lim -ZL < 1 . 

U n 

1 - £ 

La definition de la limite pour e = — - — donne : 
3N e N; V« > N, C - e < — <{ + £. 

Un 

Posons a = { + e < 1, alors : in > N, u n+ 1 < au„. 
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Une recurrence rapide pour n > N donne : 

V/7 > N, u„ < a n ~ N UN- 

Or a e]0, 1 [ done la serie geometrique 2 a" converge. Par com- 
paraison, a partir d’un certain rang, de series a termes positifs, 
on obtient que la serie 2 u„ converge. 

2) On remarque que pour tout n 6 N, 0 < u„ < i/„ +1 . La suite 
(z<„)„ eN est done croissante et minoree par u 0 > 0, elle ne tend 
pas vers 0. Ainsi, la serie diverge. 


u n+ i (n + l) 12 

3) • 

u n 


x —2 > 0 < 1, d’apres le critere de 

(n + 1)! 77 1 2 77 F 


d'Alembert, la serie 2 — converge. 

n\ 


u, 1+1 (77 + 1)! n" 77 + 1 

u n (77 + 1) ,!+1 77! 77 


-n lnj 1+- 
77 


done 77 In 1 1 H — 
n 

y — converge. 
77 " 


j ^ 1 . ll n + 1 ^ 

n — »+oo u n — »+oo 


1 

or - — > 0 

H n— >4-co 

< 1. La serie 


77„ +1 _ (277)! (77 + 1 ) ! (77 + 1)! 
u„ 77 In ! (277 + 2)! 

La serie 2 (^") converge. 


o» + 1) 2 ^ 1 j 

(277 + 2)(277 + 1) ~ 4 


Nous decomposons la sonime partielle comme une 
combinaison lineaire de sommes partielles de series exponen- 
tielles done convergentes ; ainsi, elle converge et l’expression 
de la somme est connue : 

a) On decompose 3n 2 - 2 suivant { 77(77 - 1), 77 , 1) : 


p , 2 o P 

Z 3n — 2 vi 

n\ ” 


3 n(n - 1) + 3n - 2 


p i p i p i 

3V — - — + 3 V — 2 V — 

Zj 7-77 -21! Z-7 („_!)! Zj „! 


3e l + 3e l -2e l 


Done 


/>— >+00 

V 3 » 2 - 2 
4 77 ! 


: 4e. 


b) On decompose suivant {(77 + 1 ) 77,77 + 1, 1) ensuite on facto- 
rise de fa§on habile pour faire apparaitre des sommes partielles 
usuelles : 


Xy 477 2 2" + 773"" 
S p ~ Li ' 


n = 0 
P 

= Z 


= 4X2^ 


(77+1)! 

4 ((77 + 1)77 - (77 + 1) + 1) 2" + (77 + 1 - 1)3"" 
(77 + 1)! 

VI 2" if 2" +1 

A ld n - + 4>< 2 §(«+!)! 

1 

3" +1 (77 + 1)! 


^(,7-D! 


p , p 

y — - 3 y 

Zj 3",,! Zj 


n=0 

1 1 


8e 2 - 4e 2 + 2(e£-l ) + e3 - 3 
terme de rang 0 


»3 - 1 


^ 477 2 2" + 773"" 9 _ T , 

Done > = 6e 2 - 2e 3 + 1 . 

^0 ( ,7+1 ) ! 

c) On decompose les polynomes suivant {77 - 1, 1}. Ici, la diffi- 
culty est dans la gestion des premiers termes tronques : 


o _ V V 

^ p ~ Zj r,7 — 1 p “Zj 


(— 1)"(77 — 1 + 1) 


n=5 

P 

=z 


(n - 1)! 
(- 1 )" 


(77-2)! (77-1)! 


(77 - 1)! 


(- 1 )" 


somme telescopique 

(-1) 3 (-r 1 1 


3! (p - 1)! p-h-oo 6 

+ °° ( — 1 ) ra 77 _ 1 

( 77 - 1)! ~ 6' 


Done V ; 

Zj (n — 


Nous decomposons la somme partielle comme une 
combinaison lineaire de sommes partielles de series exponen- 
tielles done convergentes ; ainsi, elle converge et l’expression 
de la somme est connue : 


nr 


n = 0 n = 0 ' n = 0 

s -iy->- 3 -S 


(77 + 3)! 


8e 


termes de rangs 0,1 et 2 


+c° 3 , i—i 

Z 1 e J 17 

u n — oe 2 h . 

3 6 

n=u 

P 

• On note que n = n + 3 - 3 : ^ 


7777,, vaut 


Z ft(~l) ; _ y 
2" 3 /7 ! -4-J 


(77 + 3)3 


n=0 

n+2 _P_ 


n=0~ - „=0 (" + 3 > ! ^(« + 3 ) ! 


■z 


P C-iV 1 p o„+ 2 ,7 

= -2 2 V - — — V — — + (c 3 --) 

Zj (77-1)! Zj(, 7 + 2)! v 2 1 

n= 1 «=0 

— > -4e~i - (e 3 - 1 - 3) + (e 3 - -2) 

/j— >4-00 2 
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Done 


^ nu„ = 


_4 e -i 


• Pour le premier terme : n 2 = n(n - 1) + n : 

, f n(-ir 

Zj" 2"~ 3 n\ Zj n \ Ai 2 n ~ 3 n\ 


p pr 2 

2 V AA — + (-4e“j) 
Ai (n - 2)! v ' 


n=2 

^ 1 4 1 
2e _ 2 -4<T? 


-2e“2 


Pour le second terme n z = (n + 3 )(n + 2) - 5 (n + 3) + 9, la somme 

P on+2 


Z' 

n=0 

P 

z 


(n + 3)! 


■ vaut : 


(n + 3)(n + 2)3" +2 _ g (/7 + 3)3” +2 + 3" 


(w + 3)! 


(n + 3)! (n + 3) ! 


(n + 3)3" 


4=0 (' I+1 > ! ^ (« + 3 ^ ! 


= 3 y — — 5 y 

Air,, + 11! A 


■+*z 


(n + 3)! 


— > +3(e 3 -l)-5(e 3 -l-3) + 9 ^ 

p -*+ oo \ J O 


1 


Done y n 2 u„ = -2e 2 + e 3 — — 


IV 


Travaillons sur la somme partielle avant de 
conclure sur la nature puis la somme. Decomposons n 3 suivant 
{ 77(77 - I )(n - 2), 77(77 - 1), n, 1) : 

n 3 = n(n - 1 )(n - 2) + 3n 2 - 2n 
= 77(77 - 1 )(n - 2) + 3/7(/7 - 1) + n 

Pour p 6 N, 

P P cn-l P cn-l P cn-1 

y n x = y — — +3 y - — + y - — 

U ( n _ 2) ! ^ («-D! 

p cn-3 p co-2 p co-1 

= 25 y — — + 15 y — — + y — — 

~3 (” - 3)! ^(«-2)! ( n ~ 1)! 

La somme partielle se decompose comme une combinaison li- 
neaire de sommes partielles de series exponentielles ; ainsi, elle 
converge et P expression de sa somme est donnee par : 


y n 3 v„ = 25e 5 + 15e 5 + e 5 = 


41e 3 


La methode generate consiste a mettre en place le 
theoreme de comparaison avec une serie usuelle, principale- 
ment une serie de Riemann. Pour cela, la determination d’un 
equivalent simple est pratique. 

i) Comme — » 0, alors -4= sin — ~ — . En particular 

2 ” VH 2 n 2 n s/Jl 

. Par comparaison avec la serie de Riemann 


—f= sin — 
V" 2/7 


M— >4-00 

n 

2n^ 


pour 1,5 > 1 donne que la serie converge absolument done 
converge. 

- n In n In n n 4 

u) On a 77” x — — = x — —7 0 car In 7? = 0 ( 7 ?) et 


7? 4 = o(5"). Ainsi 


5" 77 5' 

77 In 77 / 1 


5" 


o — ; la comparaison avec la serie 


de Riemann pour 2 > 1 donne que la serie converge (absolu- 
ment). 


iii) Comme A 


0, alors 


u„ = In 1 


77 + 3 / 77 + 3 


1 1 

- — et — u„ ~ — 
77 77 


On note que la serie est a termes de signe fixe (negatif). La 
comparaison avec la serie de Riemann pour 1 < 1 donne que la 
serie 2 —u n diverge et done 2 diverge, 
iv) Posons u„ = i/l — 4-1. Comme 4- — 7 0, alors 

La comparaison avec la serie de Riemann pour 3 > 1 donne 
que la serie converge (absolument). 

cos(2/7) I 1 1 

3/7 2 


v) 


3n 2 -4/7 + 1 


|3/7 2 - 4/7 + 1| 


La comparaison avec la serie de Riemann pour 2 > 1 donne 
que la serie 2 - — converge. 


|3/7 2 - 4/7 + 1| 

Enfin la comparaison avec la serie 2 


1 


la serie 2 1 


cos(2/7) 


|3/7 2 - 4/7 + 1| 


donne que 


■ converge absolument done converge. 


3/7 2 -4/7+1 

vi) On sait que les puissances Vemportent sur In en +00 ; ainsi, 

on peut conjecturer que la serie se comporte comme £ — — et 

V 77 

done diverge. Prouvons ce resultat. 

On cherche alors a < 1 tel que n a -4 » +00 : 

" y/n In n 


1 77“- 2 1 

— — = — > +00 si a - — >0 

y 77 In 77 In 77 n- 7+00 2 


En prenant a = 0,6, on obtient : ■ = o( -4 — V 

r jj 0,6 \ y/nlnn/ 

La serie etant a termes positifs, la comparaison avec la serie de 
Riemann pour 0.6 < 1 donne que la serie diverge, 
vii) Le developpement limite de sin en 0 donne : 


(- 1 )" (- 1 )" 


(- 1 ) 


3 n 


3\n 3 

(- 1 )" 


ir 
1 

6 /7 3 1 n 2 


La comparaison avec la serie de Riemann pour 2 > 1 donne 
que la serie converge (absolument). 
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viii) Comme - 


0, alors : 


1 

1 + - 

n 


e _ e " ln ( 1 + s) 

( n 2n 2 ( n 2 


e - e 


e - e 
! 


1 1 

1 - +o — 

2 n n 


j_jin 

I _ e 2n (n 


e 

2 n 


La serie est done a termes positifs pour n assez grand. La com- 
paraison avec la serie de Riemann pour 1 < 1 donne que la 
serie diverge. 


19.20 


1) La suite (n 2 «„)„ £N etant bornee, il existe M 6 R tel que : 

M 

'in 6 N, \n 2 u„\ < M done V/t 6 N*. \u n \ < — . Or la serie 

n 1 

de Riemann Y A- converge, done par comparaison de series a 
termes positifs, la serie Y u„ converge absolument. 

2) La suite ( u „ ) est a termes de signe fixe a partir d’une certain 

e 

rang et il existe s > 0 tel qu'a partir d'un certain rang |ii„| > -. 

n 

Par comparaison avec la serie de Riemann pour 1 < 1, la serie 
2 u„ ne converge pas absolument et done diverge (car a termes 
de signe fixe a partir d’un certain rang). 

3) Montrons que /r(lnn)~ ln " — > 0: 

tt— >+co 


rc 2 (In n) ln " 


^2 ln(n)-ln(n) ln(ln(n)) 
ln(n)(2-ln(ln(n))) 


Or lim ln («) (2 - ln(ln(«))) = -oo, par composition avec exp, 

n— »+oo 

lim « 2 (ln = 0. 

n—*+oo 

D'apres 1), la serie 2](ln «) ln,! converge. 


Utilisons un developpement limite en - a l’ordre 2 

n 

sur le terme general ; le reste neglige sera de type o — et 

W) 

done convergent (absolument) par comparaison avec une serie 
de Riemann pour 2 > 1. 

Ainsi la nature de la serie ne depend que des premiers termes 
du developpement : 


1 

2 n 2 


1 

2 n 2 


Ainsi, par comparaison avec une serie de Riemann, pour 2 > 1, 
la serie Y u n converge (absolument). 


19.22 


Utilisons la meme demarche qu’a l'exercice pre- 
1 

cedent. Le developpement limite en - a l'ordre 2 du terme ge- 

n 


neral donnera la limite (eventuelle) de la suite et pemettra aussi 
de conclure sur la nature de la serie etudiee. 


(i) 


.1/11 1 

n sin - = n I H + o\ 

n \n 6ir 120n 5 ' n' 

1 1 / 1 

6 n 2 120n 4 \n 5 


Or ln(l + u) = u — — + o(n 2 ). par composition des developpe- 
ments limites nous obtenons : 


I 1 1 11 / 1 

\ n ) 6 n 2 120 n 4 2 36/z 4 \n 5 

_2 1 /J_\ 

6 n 2 180/t 4 \n 5 / 

Et n 2 In In sin - | = 7 + o (— ). 

\ n ) 6 180 n 2 n 3 

Enfin, (n sin — ^ = exp |n 2 ln sin - jj ; ainsi, 

/ ■ i \" 2 - 1 / 1 / 1 \ 

In sin 1 = e 5 exp + o — 

1 "> F \ 180n 2 3 n 3 > 

= ^f 1 - tiff + ”(;?)) 

4) 


T "h 

180/r ^ n J 


Ainsi, lim u„ = e 6 . De plus. 


- 1 / 6 , 


1 80n 2 


par comparaison avec la serie de Riemann pour 2 > 1 ; la serie 
1 

Y( u n ~ e 6) converge (absolument). 


19.23 


1) Pour > 0, on a 


v n +i ~ v n = 


1 


- ln (n + 1) + ln(/t) 


n + 1 
1 n + 1 

- In 

n + 1 n 

i-L-mfiU 

n 1 + - \ n 


11 1 / 1 /I 

Or r = - l--+o - 

n , 1 +oo n \ n \ n 

1 + - ' ' 
n 

et In 1 1 + - I = - - — y 

n / +oo n 2n z 


1 1 / 1 , 

+ o I — |. done 


1 1 

t^«+l Vfl T T + O — 

+<» 2 n- n z 
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et |o„ + i - v„\ ~ — - ; par comparaison avec une serie de Rie- 

+oo 2 n 2 

mann pour 2 > 1 la serie telescopique 2Z(f«+i _ v n ) est abso- 
lument convergente, done convergente. Ainsi, la suite 
converge. 

2) Le resultat de question precedente se reecrit en : 


" 1 

V ' t = ln(fi) + y + o(l) 

k +oo 


n 1 

En particulier, / — ~ In (n). 

k +oo 


2) Le theoreme de croissance de 1’ integrate donne pour tout 


„ r 1 ^ 1 

n > 2, avec I dx : 

J n nlnn n\nn 

J r»n+ 1 j 

n xln 


(n + 1) ln(n + 1) 
et done pour « > 3 : 


f _J_ 

xln 


In x ^ n In n 


, dx < — — 
In x nlnn 


Ft-"' 

Jti-i xlnx 


3) En sommant ces inegalites pour n e [3, pi, la relation de 
Chasles donne : 


19.24 


A defaut de reconnaitre une forme particuliere, tra- 
vaillons sur la somme partielle. 

1 

On note que pour tout n 6 N, I f dt = 

Jo 


n + 1 


Utilisant la linearite de P integrate, pour p e 
p / 1 V i p r 1 

5 1 — = Y(_iy | t 2 " dt 

IrJZn+l Jo 

Yfr?r dt 


-f 

Jo 


n=0 


Or Vt 6 [0, 1], -t 2 e [-1,0] done -t 2 t 1 ; ainsi 

P ( i \n pl j _ 


Y <-D" = f 1 ~ (~n- 

^ 2/1 + 1 J 0 l - (-1- 


dt 

r-4- 

Jo 1 + f 2 Jo 1+1 


f — 

Jo 1 + f 


2 rff = [Arctanf]J = — . 


On note que 

Le theoreme de croissance de P integrate donne : 


y (-D" n = f t. 

U 2 " +l ~ 4 ~ Jo 1 

I 


' 1 {-t 2 y +l 


+ t 2 

t 2p+ 2 


dt\ 


■ dt 


< I ^ 2 dt=— - 
Jo 2p + 3 


Par encadrement. nous avons 


Ainsi la serie 2 Yt converge et a pour somme | . 


I 


(-D" n 
2n + 1 p ~>+ oo 4 


19.25 


1) La fonction x i-> 

x In x 

pour tout n > 2 et tout x 6 [//, n + 1] : 


est decroissante sur ]l,+°°[ ainsi 


1 


1 1 

< — — < 


(n + l)ln (n +1) xlnx nlnn 


r +1 1 _ v 1 r 1 

J 3 xlnx ^ p nlnn ^ J 2 xln 


dx<S p = 

c In x /7 In /7 J 2 xlnx 

4) Effectuons le changement de variable donne : 


u = In t 
du = 1 dt 
t = 2 «-» u = In 2 
t = p u = In p 


■ dx 


"In P J 


J ln2 

5) Done pour tout n > 3 : 


Ainsi /„ = I - du = ln(ln(p)) - ln(ln(2)) 

) In 2 u 


\n(ln(p + 1)) - ln(ln(3)) < S„ < ln(ln(p)) - ln(ln(2)) 

Montrons que les membres exterieurs sont equivalents a 
ln(ln(p)). 

On a ln(ln(p)) — > +oo done 

p —*+ oo 

ln(ln(p)) - ln(ln(2)) ~ ln(ln(p)). 

In |ln(p) + ln(l + X.) 

P 


Et 


ln(ln(p + 1)) 

ln(ln(p)) 


In 


ln(ln(p)) 

/ ln(l + — ) ^ 


In (p) 


1 + 


P 


Hp) 


In 


= 1 + 


ln(ln(p)) 

1 \ 

ln(l + -) 
1+ P 


Hp) 


HHp)) 


Pour tout n > 3, 

ln(ln(p + 1)) - ln(ln(3)) 
ln(ln(p)) 


> p < ln(ln(p)) - ln(ln(2)) 


ln(ln(p)) 


ln(ln(p)) 
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Par encadrement, nous obtenons 


S P _ ^ 

ln(ln(p)) p—>+oo 


1, done 


I 


i 

n In n 


~ ln(ln(p)) — > +oo 

p—>+ oo 


c) Comme — — — > 0, un developpement limite du terrne 

07 n~>+oo 

general donne : 

. /, (-1)"\ (-1)” 1 (-1)" / 1 \ 

\ 0 / I - 0 ? 2/7 3/7 -01 \ n yjn ) 


La serie 2 diverge. 

n ln(/7) 


19.26 


1) Considerant la decroissance de (zz„)„ £ h, pour p e N, 
Sup+l) - S2p = U2p+2 - u 2p+\ < 0 

5 2(p+l)+l - S 2p+l = -U2p+3 + u 2p+2 > 0 


Ainsi (.SLpIpGM est decroissante et (52 P +i) pe N est croissante. 

Or u n — > 0, done .S' 2 P +i ~~ S 2 p — — 7Z2 P +i — > 0. 

n—*+ 00 P ~*+ co 

Les suites (S 2 P ) P e n et (S 2 p+i)peN sont adjacentes. 

2) Les suites (S 2 p)peM et (S 2 p +\) p m> etant adjacentes, elles 
convergent vers la meme limite, notee 5 . Ainsi la suite (5 p) pe n 
converge aussi vers 5 et done la serie 2 u n converge, de 
somme 5 . 

3) D’apres ce qui precede, pour tout p e N : 

S 2p+l <5 < ^2p 


(- 1 )" 

La serie 2 — — converge d'apres le critere special des series 

0/ 

alternees. 

La serie 2 - diverge : e’est la serie harmonique. 
n 


Comme In 1 + 


(-1)' 


0/ 


(-D" 


3/7 -0/ 


. Par com- 


r C— 1)" 1 

07 2/7 ) 

paraison avec la serie de Riemann pour 1,5 > 1, la serie 
(- 1 )" 

-07 2/7 ) 


2 In 1 + 


0/ 


^ ] converge absolument done 


converge. 

Au final, la serie 2 


In 1 + 


(-D" 

0 / 


diverge car somme d'une 


serie divergente et de series convergentes. 

L’erreur aurait ete de s’arreter a l'equivalent qui converge mais 
pas absolument ! 

5) S’inspirant de la question precedente, posons pour tout 
n e N* : 

(-1)" (—I)" 1 


et v„ 


+ - 
77 


07 07 

alors u„ ~ i/, , , 2 u n converge mais 2 v„ diverge. 


Discutons suivant la parite pour k 6 N : 


\S 2k - S \ - S 2k - s < S 2 k - S 2k+l - l<2k+l 
0 2*+l -51=5-5 2k+\ < 5 2k+2 - 5 2fc+l = U2k+2 


Done pour tout p e N, |5 - 5 P | < u p+ i. 

Interpretation : l’erreur est inferieure au premier terme neglige. 
(- 1 )" 

4) a) Si a < 0, » 0 done la serie diverge. 

77“ 

Si a > 0, la suite ( — )„ £N . est decroissante et de limite nulle. 
77 “ 


Ainsi, d’apres P etude faite, la serie 2 


(-1)" 


converge. 


Conclusion : la serie 2 


(-D" 


si et seulement si a > 0. b) On 


utilise le resultat de 3) pour controler l’arret de la boucle itera- 
tive : 


VAR s , a , e : REAL ; n : INTEGER ; 

BEGIN 

WRITE! ’Donner a et e >0 : ’); 

READLN(a, e) ; 

s:=-l;n:=2; 

REPEAT 


s : =s+EXP ( - a* LN (n) ) +EXP ( -a*LN (n+ 1 ) ) ; 
n:=n+2 ; 


UNTIL EXP(-a*LN(n))<e ; 
WRITELNC’S est approchee par 
READLN ; 

END. 


’ ,s) ; 


19.27 


1) Par une recurrence aisee, on montre pour tout n > 1 que 
u„ > 0, et done 

z/„ + i 2/7 + 2 

= < 1 

u„ 2n + 5 

Finalement, la suite (z/„)„ £ n est decroissante et minoree (par 0), 
le theoreme de limite monotone donne : la suite converge vers 
un reel l 6 R. 

Determinons i en utilisant une serie telescopique : 


ln(/7„) - ln(z<„ +1 ) = In — = In ” + " 
77,1+1 2/7 + 2 


= In 1 + 


= +- 


2/7 + 5 


2/7 + 5 

'1 

+ o|- 


Ainsi, d’une part, la serie 2[l n (w,,)-l n (0!+i)] est a termes posi- 
tifs a partir d’un certain rang et d’autre part, son terme general 
est equivalent au terme general d’une serie de type Riemann 
divergente pour 1 < 1. Ainsi la serie diverge. De plus, la se- 
rie etant a termes positifs, la suite de ses sommes partielles est 
croissante et tend vers + 00 . 

o-l 

Or ^[ln(zz,t) - ln(7<i+i)] = lnz/ 0 - In 77,, = -ln(/7„) done 
k= 0 

ln(z/„) — » — 00 . Par composition des limites avec la fonction 

n— >4-00 

exp on obtient : lim 77,, = 0. 

n— >4-00 
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2) Effectuons un developpement asymptotique de lnv„ en 
o\ — |, ainsi la quantite negligee forme une serie convergente 

Wl 

par comparaison avec une serie de Riemann pour 2 < 1 et done 
ne change pas la nature de 2 In v „ . 


In v„ = In 


= In 1 + 


(n + 1)“ 2 n + 2 
n a 2 n + 5 

l 


1 + 


1 + t 


= (a + 1) In 1 + 


In 1 + 


= ( 0 -+ 1 ) 


1 

2 n 2 


2a - 3 4a - 21 


2n 


8 n 2 


5_ 

2 n 
5 25 

2n 8 n 2 

1 

n 2 


3 15 

Si 2a - 3 = 0, e’est-a-dire a = — , alors lnp„ ~ Par com- 
paraison avec une serie de Riemann pour 2 > 1, la serie 2 In v n 
converge absolument. 

Si 2a - 3 t- 0, alors In v„ 


2a -3 


2 n 


. La serie est a termes de 


signes fixes a partir d'un certain rang, par comparaison avec la 
serie de Riemann pour 1 < 1, la serie diverge. 

3 

Conclusion : la serie Y lnu„ converge si et seulement si a = 


3) On prend desormais a = — . Pour tout p > 2, la somme 


p - 1 


Z lnu « 


vaut : 


p - 1 


^[(ln((«+ l)^)-ln(ni)) + (ln«„ +1 -In «„)] 


La somme etant telescopique : 

p - 1 


^ In v„ = \a(pi ) - In 1 + In u p - In 


ui 


= — In p + In Up - In ui 


p - 1 


Done Up = exp ( In v„ + In u\ — — In p). 

En notant 5 la somme de Y In v n , qui converge d’apres la ques- 
tion 2, on obtient : 


ui - 


Par comparaison avec la serie de Riemann pour — > 1, la serie 
Y u„ converge (absolument). 

4) Revenant a la definition de la suite («„)„ eN , on a pour tout 
k e N : (2k + 5)ui+i = (2k + 2)u k et done 


2(k + 1 )iii(+i + 3u/;+i — 2ku k -t- 2 u k 


II suffit de sommer ces egalites pour k 6 JO, nj : 

n+ 1 n+ 1 n n 

2j> + 3 I> = 2 X kuk + 2 Z u k 

k=l k= 1 1=0 1=0 

5) En simplifiant les termes qui apparaissent a la fois a gauche 
et a droite de Pegalite precedente, nous obtenons : 

n 

2 (n + l)u n+ i + 3u n+ \ + ^ Uk = 2uo 

k= 1 

Or d’apres la question 3, il existe un reel c e R tel que 

c 

u n ~ — — ; done lim u n = lim nu n = 0. 

n2 

oo oo 

Ainsi, ^ Uk = 2 uq = 2 et ^ Uk = 3. 

k= 1 k=0 


19.26 


1) Effectuons le calcul pour n > 1 : 

n n 

Z bk = Tj^ k ~ 1 + 1 ^ A - 1 ~ kak> 

k= 1 k= 1 

n n 

= z a *-t + Z^ - ^ ak -^ - ka ^ 
1=1 1=1 

somme telescopique 

n 

= Z a *=i + 0 — na„ 

1=1 


Un changement d’indice dans la somme donne 


n n— 1 

yi bk = y^i a k ~ nan 

k= 1 k=0 


a) Discutons suivant la parite de n : 

• Si n = 2 p, montrons premierement que pa 2p — * > 0. 

n 

On note A„ = ^ a k - La decroissance et la positivite de ( a n ) ne u 
1=0 

donnent : 


2p 2 p 

0 < pa 2p = ^ a 2p < Z ak = “ A p 

k=p + 1 A:=/?+l 

Or la serie 2 a„ converge done la suite (A„)„ £ n possede une li- 
mite finie et done lim A 2p -A p = 0. Le theoreme d’encadrement 
donne lim pa 2p = 0. 

p- >o ° 

Ainsi, lim 2 pa 2p = 0. 

p->°° 

• Si n = 2p + 1, alors la decroissance et la positivite de la suite 
(a„)„ £ N donnent : 


0 < (2 p+ l)a 2p +i < 2 pa 2p + a 2p 

Or limn^o, a„ = 0 est une condition necessaire a la conver- 
gence de la serie 2 a n et Petude du cas pair donnent 
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b) Considerant d’une part la convergence de la serie 2 b„ et 
d’ autre part que la suite (a„)„ e H est decroissante et de limite 
nulle, le theoreme de passage a la limite, pour k — > +<x> et a n 
fixe, appliquee a l'inegalite precedente donne pour tout n 6 N* : 

+oo 

0 < na„ < X bj 

j=n + 1 

La convergence de la serie 2 b n donne que la suite de ses 
restes est de limite nulle, done le theoreme d’encadrement pour 
n —> +cx>, applique a cette derniere inegalite donne 

lim na„ = 0. 

n—*oo 

En reportant ce resultat dans celui de la question 1), la suite des 
sommes partielles de 2 a„ converge et 


© 


Xj bn ~ yi a " 

n= 1 n=0 


lim(2 pci 2 P + a 2p ) = 0. Le theoreme d'encadrement donne 

lim(2p + l)a 2 „+i = 0 

Finalement, nous obtenons lim na„ = 0. 

n—*co 

b) On reporte le resultat de la question 2.a) dans celui de 
la question 1), ainsi la suite des sommes partielles de 2 b, , 

OO CO 

converge et X b „ = ^ a n . 

n = 1 n = 0 

3) a) Soient n,k e N*. Effectuons une minoration en partant du 
membre de droite : 

n+k n+k n+k 

X bj = X j(cij - 1 - dj) > X n ( a j-i - a i) 

j=n + 1 j=n+l V ^ y j=n + 1 

>0 

somme telescopique 

n+k 

Ainsi, pour tout n,k 6 N*, X bj > n(a„ — a n+ k). 

j=n + 1 
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Introduction 

La plupart des fonctions utilisees dans les modeles economiques sont des fonctions 
de plusieurs variables, c’est-a-dire des fonctions definies sur une partie de R" (oil 
n > 2) a valeurs dans R. Par exemple, lorsque l’on calcule ce que peut produire 
une entreprise en fonctions de n facteurs de production, on obtient une fonction de 
n variables, appelee fonction de production. Le principal objectif sera de chercher 
les valeurs maximales ou minimales prises par de telles fonctions : on parle alors 
d’ optimisation. 

L’ etude des fonctions de plusieurs variables sera surtout menee en ECS2. En pe- 
miere annee, on se limite a une initiation aux fonctions de deux variables. 


Prerequis 

• Etude locale des fonctions. 

• Etude globale des fonctions. 

• Derivation. 


Objectifs 

• Introduire quelques elements de topologie du plan. 

• Etudier la continuite d’une fonction de deux variables. 

• Initier au calcul differentiel sur les fonctions de deux variables. 


20.1 Rappels sur le plan. Elements de topologie 

Dans ce chapitre, le plan R 2 est vu a la fois comme ensemble de points et comme en- 
semble de vecteurs. 


y* 


( 2 , 1 ) 


-» 

x 



Le point (2,1) 


Le vecteur (2,1) 
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20 . 1.1 
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Droites et segments 

Definition - Droite passant par ,4 et de vecteur directeur V 

Soient A e R 2 et U e R 2 \ {( 0 , 0 )). On appelle droite passant par A et de vecteur 
directeur U, et on note d A ,ih l’ensemble des points du plan de la forme M = A + tU ou 
t e R. 



Remarque - Notons A = (a, b)etU - (u, v). Pour tout M = (x, y ) e R 2 , on a : 


M e d A ,u » EreR 


{ x — a + tu 
y — b + tv 


Definition - Segment [A, B] 

Soient A e R 2 et B e R 2 . On appelle segment [A, B\ l’ensemble des points du plan de la 
forme M — A + t(B - A) = (1 - t)A + tB ou t e [ 0 , 1 ]. 



Remarques 


1 . On a [A,B] = [B,A], 

2 , Notons A = (01,02) et B — (b\,bi)- Pour tout M — (x, j/)eR 2 ,ona: 

x — fli + t(b\ - a 1) = (1 - t)a\ + tb\ 
y - 02 + t(b2 - 02) = (1 — t)02 + tb2 


Me [A, B] « Ete [ 0 , 1 ] 


Definition - Partie convexe 


Soit r c R 2 . On dit que / est convexe lorsque pour tout couple ( A,B ) e I 2 on a 
[A, B] c r. 


y i 



f| convexe 


r, 


X 


2 


f 2 non convexe 


x 



529 


20 


COURS & METHODES 


Fonctions de deux variables 


20.1.2 


Remarqi - Si X est vu comme 
vecteur, ||X|| correspond a la 
longueur de vecteur X; si X 
est vu comme point, ||X|| est la 
distance de X a I'origine. 


Exemple 

Montrons que le quart de plan r = R 2 est convexe. 

Soient A — (a\, 02 ) et B = (b\,b 2 ) deux points quelconques de / . 

Pour tout M = ( x , y) e [A, B], il existe t e [0, 1 ] tel que : 

x = (1 — t)a i + tb\ et y = (1 — t)ci 2 + tb 2 
Or A et B sont dans r done a\, 02 , b\ et b 2 sont positifs. De plus t e [0, 1] done t et 
1 —t sont positifs. Done x > 0 et y > 0, e’est-a-dire M el'. 

Done [A, B] c T et par consequent /’ est convexe. 


Produit scalaire et norme 

Prod u it scalaire 

Definition - Produit scalaire dans R 2 

Soient X = (x\ , X2) e R 2 et Y — (y\, ij2) e R 2 . On appelle produit scalaire de X et de Y, 
et on note (X, Y), le reel : 

(X, Y) = xiyi + x 2 ij2- 


Proposition - Proprietes elementaires du produit scalaire 

Pour tous X, Y et Z dans K 2 , et A et n dans R : 

. (X,Y) = (Y,X), 

. (AX + yL iY. ; Z) - A (X, Z) + fi (Y, Z>, 

. (Z, AX + /iY) = A (Z, X)+n (Z, Y), 

. <X,0) = <0,X> = 0, 

. (X,X) > 0 , 

. (X,X) = 0eX = 0. 


Norme et distance euclidienne 

Definition - Norme euclidienne 

Soit XeR 2 . On appelle norme euclidienne de X, et on note ||X|| le reel positif : 

PH = y/(X,X). 


Proposition - Pour tous X e K 2 et A e R, on a : 
. ||X|| =0oX = 0, 

. PZ|| = |d|.||Z||, 


Proposition - Pour tous X et Y elans R 2 , on a : 

\\X + Y \\ 2 = \\X \\ 2 + 2 (X, Y) + ||F || 2 . 
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Demonstration 

||X + F|| 2 = (X + Y,X + Y) 

= (X, X + F) + (F, X + F) 

= (X, X) + (X, Y) + (Y, X) + (Y, Y) 

= ||X|| 2 + 2 (X, Y) + ||F|| 2 car (X, Y) = ( Y \ X) m 

Definition - Partie bornee 

Soit rcR 2 . On dit que / est bornee lorsqu’il existe M > 0 tel que : 

VX e r, ||X|| < M 



Definition - Distance euclidienne 

Soient X = (x\ , xt_) g Y 2 et Y = (i/\, iji) G R 2 . On appelle distance euclidienne entre X 
et Y, et on note d(X, Y ), le reel positif : 

d(X, Y) — ||X - F|| . 

Remarque - D’apres les proprietes de la norme, pour tous X et Y dans R 2 : 
d(X, Y) = d(Y X) et d(X, Y) = 0 <=> X = Y. 

Inegalite de Cauchy-Schwarz 

Theoremf - Inegalite de Cauchy-Schwarz 
Pour tous X e R 2 et Y G R 2 , on a : 

|<x,y>|<l|X||.imi, 

avec egalite si et seulement si X et Y sont proportionnels : 

| (X, Y) | = ||X|| . ||7|| <=» 3d e R | X = AY ou Y = AX. 

Remarque - L’inegalite de Cauchy-Schwarz s’ecrit egalement : 

(X, Y) 1 < ||X|| 2 . ||F|| 2 ou (X, Y) 2 < (X, X) (Y, Y) . 

Demonstration 

Notons tout d’abord que si Y — 0 (c’est-a-dire si ||F|| = 0) alors d’une part (X, Y) — 0 = 
||X|| . ||7|| et d’ autre part Y est colineaire a X. Le theoreme est done verifie dans ce cas 
particulier. 

Supposons desormais Y + 0, et posons pour tout /.< G R : 

P(M) = ||X + /.(F|| 2 = ||X|| 2 + 2 n (X, Y) + f ||F|| 2 
P est un polynome de degre 2 (puisque ||F|| 2 4- 0) dont le discriminant est : 

A = 4 (X, F) 2 - 4 ||X|| 2 . || F|| 2 
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. inegalite : pour tout /.i e R, P(jj) = ||* + /jY\\ 2 > 0, done P a un signe constant 
sur R. Par consequent, son discriminant est negatif ou nul. De A < 0, on deduit : 
<z, y> 2 < imi 2 . ||y|| 2 , soit | <*, y> | < ||*|| . imi. 

. caracterisation du cas d’egalite : si | (X, Y) | = ||*|| . ||F||, alors A = 0 et P admet une 
(unique) racine reelle /jq. On a P(jj.q ) = 0, done ||Z + ^o^ll = 0, puis X + hqY = 0. On 
obtient X = -/in Y, done X et Y sont colineaires. 

Reciproquement, supposons X et Y colineaires. Comme Y + 0, on en deduit qu’il 
existe A e R tel que X = AY. Done P(-A) = HX- /1F|| 2 = 0. Ainsi P admet une 
racine, done A > 0. Mais on sait par ailleurs que A < 0, done A = 0. On en deduit que 
(A, P> 2 = ||A|| 2 . ||y|| 2 , soit | (X, Y) | = ||X|| . P% ■ 

Theoremt - Inegalite triangulaire 

Pour tous X, Y et Z dans R 2 , on a : 

||* + Y\\ < ||*|| + ||F|| et d(X , Z) < d(X, Y ) + d(Y, Z) 



Demonstration 

D’apres l’inegalite de Cauchy-Schwarz, j (*, Y) j < ||*|| . ||y||. 

A fortiori, on a (*, Y ) < ||*|| . ||y||, done : 

ll*+y|| 2 = ii*h 2 +2<*, y>+||y|| 2 < ||*n 2 +2||*||.||y||+||y|| 2 = (||*||+||y||) 2 

On en deduit (les normes etant positives) que : ||* + y|| < ||*|| + ||y||. 

. Demontrons maintenant l’inegalite triangulaire pour la distance : 

d(x,z) = ||* — z|| = ||(*-y)+(y-z)|| < n*-y||+||y-zn = d(x, Y)+d(Y,z) • 

20.1.3 Ouverts, fermes 

Definition - Boule ouverte, boule fermee 

Soit AeR 2 . 

On appelle boule ouverte de centre A et de rayon r > 0 1’ ensemble : 

B{A, r) = \X e R 2 | d{A, *) < r) = {* e R 2 | ||* - A|| < r}. 

On appelle boule fermee de centre A et de rayon r > 0 1’ ensemble : 

B(A, r) = {* e R 2 | d{A, X) < r) = [X e R 2 | ||* - A|| < r). 

Remarques 

1. B(A, r) est tout simplement le disque de centre A et de rayon r, cercle non compris, et 
B(A, r) le disque de centre A et de rayon r, cercle compris. En particular, BiA, r) c 
B(A, r). 
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2. Les boules ouvertes (resp. les boules fermees) de K 2 jouent un role analogue a celui 
des intervalles ouverts (resp. des segments) de R. Par exemple, si on note a = — 

le milieu de l’intervalle |d,//[ (avec A < p) et r = L_ — ] a moitie de la longueur de 
cet intervalle, on a : 

]A,p[= {v G R | \x — a\< r }. 

3. Un sous-ensemble de R 2 est done borne si et seulement s’il est inclus dans une boule 
fermee de centre (0, 0). 

Definition - Ensemble ouvert 

Soit O c R 2 . On dit que Q est une partie ouverte de R 2 lorsque Q = 0 ou lorsque pour 
tout A G Q, il existe r > 0, tel que B{A, r ) c Q. 



Exemple 

R 2 est une partie ouverte. 


Proposition - Toute boule ouverte de R 2 est une partie ouverte de R 2 . 


Proposition 

Une intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ensemble ouvert. 
Une reunion quelconque d’ouverts est un ensemble ouvert. 


Demonstration n 

• Soit, pour tout k G [[ 1, «], tl/. une partie ouverte de R 2 . On pose Q = |^| 

k= 1 

Soit A un point quelconque de Q. Pour tout k G || I . n]], on a A e Q/, et done, par 
definition d’une partie ouverte, il existe r k > 0 tel que B{A, rU c Q^. 

Posons r = min(ri, . . . , r n ), on a r > 0. VA' G [[ 1, «J, B{A, r) c B(A, r*) c D.^. Done 
B(A, r) c Q. Done Q est une partie ouverte de R 2 . 

. Soient / un ensemble d’ indices (pas necessairement fini) et, pour tout i G I, Q, une 
partie ouverte de R 2 . On pose Q = Q,. 

iel 

Soit A un point quelconque de Q. Il existe j e I tel que A G Q,. Par definition d’une 
partie ouverte, on en deduit qu’il existe r > 0 tel que B(A, r) c Q ; . Or Q ; c O done 
B(A , r) c Q. Done Q est une partie ouverte de R 2 . ■ 

Definition - Ensemble ferme 

Soit O c R 2 . On dit que O est une partie fermee de R 2 lorsque son complementaire 
R 2 \ O est une partie ouverte de R 2 . 
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Une partie de R 2 peut etre a la 
fois ouverte et fermee (c'est le 
cas de R 2 et de 0). 

Une partie de R 2 peut n'etre 
ni ouverte, ni fermee. 


Exemple 

K 2 est une partie fermee car son complementaire 0 est ouvert. 
0 est une partie fermee car son complementaire R 2 est ouvert. 


Proposition - Toute boule fermee de K 2 est une partie fermee de R 2 . 


Proposition 

Une reunion d’un nombre fini defermes est un ensemble ferine. 
Une intersection quelconque defermes est unferme. 


Remarque - Intuitivement, un ensemble ferme est un ensemble qui contient tous les 
points de son bord ; un ensemble ouvert est un ensemble qui ne contient aucun point de 
son bord. 



20.2 Fonctions definies sur R 2 , continuite 


20.2.1 


Graphe d’une fonction reelle de deux variables 

Definition - Fonction reelle de deux variables 

On appelle fonction reelle de deux variables toute fonction / : D — > R ou D c R 2 , 
c’est-a-dire toute fonction definie sur une partie de R 2 et a valeurs dans R. 

Exemple 

R 2 — > R p |R’ + xR;-> r 

(x, y ) i-» 2x + cos(x + y) ’ 9 ' ] (n, v) i-» ln(t tv) + 

V u + v 

Definition - Graphe d’une fonction de deux variables 

Soit / : D-»RouDcR 2 . On appelle graphe de / 1’ ensemble : 

{(*> V . z) e R 3 1 (x, y) g D et z - fix , y)}. 

Remarque - Le graphe d’une fonction d’une variable est une courbe dans R 2 ; celui 
d’une fonction de deux variables est une surface dans R 3 . 

Definition - Plan affine de ffi 3 

On appelle plan affine de R 3 toute partie 'H de R 3 ayant une equation de la forme : 

*H = {(x, y, z) € R 3 1 ax + by + cz = d] 

ou a, b, c et d sont des constantes reelles telles que a, b etc ne soient pas toutes nulles. 
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Graphe de la fonction (x, y) i-> | sin (-^-x 2 - 

Remarque - Cette definition est a rapprocher de celle d’une droite affine dans K 2 . Une 
droite affine dans K 2 est une partie T) de K 2 ayant une equation de la forme : 

D = {(x, y) e R 2 | ax + by — c} 

ou a, b et c sont des constantes reelles telles que a et b ne soient pas toutes les deux 
nulles. 

Definition - Fonction affine de deux variables 

On appelle fonction affine de deux variables toute fonction de la forme : 

ft 2 — > R 

J | (x, y ) ax + by + c 

ou a, b et c sont trois constantes reelles. 


Proposition - Le graphe d’une fonction affine de deux variables est un plan affine 
de R 3 . 


Definition - Courbes de niveau 

Soit / definie sur D c P 2 a valeurs dans R. Pour tout reel A, on appelle courbe de niveau 
A l’ensemble {(x, y) e D \ f(x, y) - d}. 

Remarque - Sur une carte geographique, les courbes de niveau relient les points qui 
sont a la meme altitude : ce sont les courbes de niveau de la fonction qui, a un point 
donne, associe P altitude de ce point. 

Sur une carte des pressions atmospheriques, les isobares relient les points ou la pression 
atmospherique est la meme : ce sont les courbes de niveau de la fonction qui, a un point 
donne, associe la pression atmospherique en ce point. 
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20.2.2 


Exemples 

1. Considerons une fonction affine / : ( x , y) e R 2 t-> ax + by + c ou (a, b ) ± (0, 0), 
et A e R. La courbe de niveau A de / est P ensemble des (x, y) e R 2 tefs que 
ax + by - A - c : il s’agit d’une droite affine de R 2 . 

2. Considerons la fonction g : ( x , y) e R 2 i-» ||(x, j/)|| 2 = x 2 + y 2 . 

• pour tout A < 0, fa courbe de niveau A de g est vide, 

. la courbe de niveau 0 de g est reduite au point (0, 0), 

• pour tout A > 0, la courbe de niveau A de g est le cercle de centre (0, 0) et de 
rayon \[A. 


Fonction continue sur un ouvert de K 2 

Dans toute la suite du chapitre, Q designera une partie ouverte de R 2 . 

Definition - Fonction continue en un point de Cl 

Soient / : O — > R et A e D. On dit que / est continue en A lorsque, pour tout s > 0, il 
existe r > 0 tel que : 

iX G B(A, r) n a \f(X) - /(A)| < s. 

Definition - Fonction continue sur Q 

Soit / : Q — » R. On dit que / est continue sur Q lorsqu’elle est continue en tout point A 
de Q. 


Theorems - Operations algebriques sur les fonctions continues 

Soient / et g deux fonctions definies sur Q et A e R. 

• Pour tout A e Q, si / et g sont continues en A alors f + g, Af et fg sont continues en A. 

1 f 

Si de plus g(A) + 0, alors - et — sont continues en A. 

9 9 

• Si f et g sont continues sur Q alors f + g, Af et fg sont continues sur Q. 

If 

Si de plus g ne s’annule pas sur Cl, alors - et — sont continues sur Q. 

9 9 


Theorems - Composition a gauche par une fonction continue d’une variable 

Soient f : Q — > R une fonction de deux variables, et ip : I — > R une fonction d’une 
variable, ou I est un intervalle de R tel que f(Cl) c I. 

• Si / est continue en A e Q et si if est continue en /(A) alors ip o / est continue en A. 

. Si / est continue sur Q et si pi est continue sur I alors p o / est continue sur Cl. 


Definition - Fonctions polynomials et rationnelles de deux variables 
. On appelle fonction polynomiale de deux variables, toute fonction de la forme : 

n 

f : (x, y) e R 2 i-> ^ a k x Pk y qk 

k=i 

oil les Ok sont des nombres reels, et les pi ( et les ip des entiers naturels. 
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. On appelle fonction rationnelle de deux variables tout quotient de fonctions polyno- 
miales de deux variables. 


Exemples 

1. ( x , I/) e I 2 h 2 x 3 y - nx 2 + 8 xy 2 est une fonction polynomiale de deux variables. 


2. (x,y)e R 2 \ {(0,0)) 


x 2 y - 3 xy 4 
x 2 + 2 y 2 


est une fonction rationnelle de deux variables. 


Theorems - Exemples fondamentaux de fonctions continues 

• Les fonctions polynomiales de deux variables sont continues sur R 2 . 

• Les fonctions rationnelles de deux variables sont continues sur leur ensemble de 
definition. 


. La fonction norme (x, y) e 


\\(x,y)\\ = -yfx 


■ y 2 est continue sur ] 


Exemples 

1. Montrons que / : (x, y) ln(2x 2 + 3 y 4 ) est continue sur Q = R 2 \ {(0, 0)}. 

(x, y) (-> 2x 2 + 3 y 4 est continue sur Q, car polynomiale, et a valeurs dans ]0, +oo[. 
Or In est continue sur ]0, +oo[, done / est continue sur Q en tant que composee de 
fonctions continues. 

3 xy- 


2. Etudions la continuite de g : (x, if) i 


2 3 

xy 


2x 2 - xy 

On remarque que : 2x 2 - xy - Oo x(2x - y) - 0 <=> x - 0 ou y = 2x. 

On pose done V = {(x, y) e R 2 | x + 0 et y + 2x} et on montre la continuite de g 
sur V. 


(x, y) i 


3 xy + x 2 y 3 


est une fonction rationnelle definie sur V, elle est done conti- 


2x 2 - xy 
nue sur V et a valeurs dans R. 

Or cos est continue sur R, done g est continue sur V en tant que composee de 
fonctions continues. 


Proprietes des fonctions continues 

Rappels 

. Si / est une fonction de deux variables definie sur R 2 et / une partie de R, on appelle 
image reciproque de I par / l’ensemble / — 1 (/) = {(x, y) £ R 2 | f(x, y) e /). 

. On appelle intervalle ouvert de R, tout intervalle de la forme \a, b[ ou a et b sont tels 
que -oo <«</?< +oo. 

. On appelle intervalle ferme de R, tout intervalle de l’un des trois types suivants : 

- les segments [a, b], ou a et b sont des reels tels que a < b, 

- les demi-droites de la forme [a, +oo[ ou ] - oo, a], ou a e R, 

- R. 
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Theoremf - Soit / : R 2 — > R. Si / est continue sur K 2 alors l’image reciproque par / 
de tout intervalle ouvert (resp. ferme) est un ouvert (resp. ferme) de R 2 . 

Exemples 

I I La fonction / : (x, y) i-> x 2 - 3 xy est continue sur R 2 car polynomiale. On en 
deduit que : 

- l’ensemble {(x, y) e R 2 | x 2 - 3 xy > 0} est un ouvert de R 2 , car c’est l’image 
reciproque de l’intervalle ouvert ]0, +oo[ par la fonction /, 

- l’ensemble {(x, y) e R 2 | x 2 - 3 xy > 1} est un ferme de R 2 , car c’est l’image 
reciproque de 1’ intervalle ferme [1, +oo[ par la fonction /. 

2. Ce theoreme permet de redemontrer que les boules ouvertes sont des ouverts et les 
boules fermees des fermes. Montrons par exemple que B(A, r), ou A = (a, b) e R 2 
et r > 0, est un ouvert de R 2 . 

On considere g : X — (x, y) i-» \\X - A|| = ^(x - a) 2 + (y - b) 2 . 

La fonction (x, y) (x - a) 2 + (y - b) 2 est continue sur R 2 car polynomiale et a 
valeurs dans [0, +oo[. Or u i-» \fu est continue sur [0, +oo[, done g est continue 
sur R 2 en tant que composee de fonctions continues. 

Or B{A, r) — {Z e R 2 | g{X) < r } est l’image reciproque de l’intervalle ouvert 
] - oo, r[ par g. Done B(A, r) est un ouvert de R 2 . 


Theorems - Soient C une partie fermee, bornee et non vide de R 2 , et / une fonction 
continue sur un ouvert contenant C. Alors / est bornee sur C et elle y atteint ses bornes, 
autrement dit il existe Mi e C et Mi e C tels que : 

VMeC, f(Mi) < f(M) < f(M 2 ). 


Exemple 

/ : (x, y) i-> 2 xy - lx 2 y 3 est continue sur R 2 car polynomiale. 

La boule fermee 5(0, 1) est une partie de R 2 fermee, bornee et non vide . 

Done / est bornee 5(0, 1) et elle y atteint ses bornes : il existe M\ e 5(0, 1) et 
M 2 e 5(0, 1) tels que : 

VZ e 5(0, 1), /(M, ) < /(Z) < /(M 2 ). 


20.3 Calcul differentiel 


On rappelle que LI designe une partie ouverte de ] 


20.3.1 Derivees partielles, gradient 

Definition - Derivees partielles 
Soient / : Q — > R et A = (a, b) e Q. 

. Si la fonction x i-» /(x, b ) admet une derivee en a, cette derivee est appelee derivee 

partielle de / end selon x, et elle est notee -—(A) ou — ^-(«, b). 

ox ox 
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Si la fonction y i-» f(a, y) admet une derivee en b, cette derivee est appelee derivee 

df df 

partielle de / en A selon y, et elle est notee ——(A) ou —(a, b). 

ay ay 

Exemple 

Etudions la derivabilite en (0, 0) selon x et y de la fonction / definie par : 

x 3 cos(x) + y 2 


fix, y) = ■ 


x 2 + y 2 


0 


si (x, y) + (0, 0) 
si (x, y) = (0, 0) 


r. -l r\ /(*, 0) - /(0, 0) x cos(x) 

• Pour x + 0 : = = cos(x) — > 1 . 

x X Jt->0 

d f 

Done / admet une derivee partielle en (0, 0) selon x et -^-(0, 0) = 1 . 

ox 

n , n my)-f(0,0) 1^1, J .. £ . 

• Pour y + 0 : = Or - n a pas de limite lime quand y — > 0, done 

y y y 

f n’ admet pas de derivee partielle en (0, 0) selon y. 


Methode 1 Calculer une derivee partielle 

Lorsque Ton souhaite calculer les derivees partielles selon x d’une fonction / : (x, j/) e Oh f(x, y) 
definie par une formule unique, on considere y comme un parametre, et on derive l’expression de / 
comme si x etait l’unique variable. 

On procede de meme pour obtenir les derivees partielles selon y. 

Exemple d'application 

Determinons les derivees partielles de la fonction / definie sur K 2 par la formule : 

fix, y) = x 3 + 4 xy 2 - x 2 y 5 

• Pour tout ye R, la fonction x /(x, y) est derivable sur R car polynomiale, done / admet une 
derivee partielle selon x en tout point de R 2 et : 

V(x, y) e R 2 , ^j-ix, y) = 3x 2 + 4^ 2 - 2 xy 5 . 
ox 

• Pour tout x e R, la fonction y i-> /(x, y) est derivable sur R car polynomiale, done / admet une 
derivee partielle selon y en tout point de R 2 et : 

V(x, y) e R 2 , ^f(x, y) = 8 xy - 5 x 2 y 4 . 
dy 

Remarque - Pour justifier l’existence des derivees partielles, on montrera le plus souvent que la 
fonction est de classe C 1 . Cette notion sera etudiee au paragraphe 20.3.2 


Definition - Gradient 


Soit / : Q — » R une fonction admettant des derivees partielles selon x et y au point 
Aefl. On appelle gradient de / en A, et on note V/(A) ou V/ 4 , le vecteur de R 2 : 


V/a=(^(A),|^(A) 
\ox oy 
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20.3.3 


Fonctions de classe C 1 


Definition - Fonction de classe C 1 


On dit qu’une fonction / : £1 — > R est de classe C 1 
partielles selon x et y en tout point de Q et que les 
sur Q. 


sur D. lorsque f admet des derivees 

. . df ' 8f 

fonctions — 1 - et — sont continues 
ox ay 


Theoreme - Operations algebriques sur les fonctions de classe C 1 

Soient / et g deux fonctions de classe C 1 sur £1 et A e R. Alors : 

• f + g, Af et fg sont de classe C 1 sur Q. 

1 f 

Si de plus g ne s’annule pas sur Q alors - et — sont de classe C 1 sur £1. 

9 9 

Corollaire 

. Les fonctions polynomiales sont de classe C 1 sur R 2 . 

. Les fonctions rationnelles sont de classe C 1 sur leur ensemble de definition. 


Theoreme - Composition a gauche par une fonction d’une variable de classe C 1 

Soient / : £1 —> R une fonction de deux variables, et ip : / — » R une fonction d’une 
variable, ou I est un intervalle de R tel que /( Q) c I. 

Si / est de classe C 1 sur Q et si p est de classe C 1 sur I alors p o / est de classe C 1 sur 


Exemple 


Montrons que la fonction norme est de classe C 1 sur Q. = R" \ {(0, 0)}. 

(x, y) i-> x 2 + y 2 est polynomiale, done de classe C 1 sur Q, a valeurs dans ]0, +oo[. Or 
t i-» Vt est de classe C 1 sur ]0, +oo[. Done N : (x, y) 
classe C 1 sur Q. 

En particulier, N admet des derivees partielles selon x et y en tout point de £1 : 


-y/x 2 + y 2 - 1 1 (x, y ) || est de 


V(x, y) * (0,0), ^-(x,y) ■■ 

OX 


\]x 2 + y 2 


et 


<9A. 

dy 


(x, y) 


y 


\]x 2 + y 2 


En revanche, la fonction norme n’est pas de classe C 1 sur R 2 car elle n’ admet pas de 


derivees partielles en (0, 0). En effet, pour x + 0 : 


N(x, 0) - N( 0 , 0) Vx 2 


1^1 , 

— n a 

X X X 

pas de limite en 0. Done N n’ admet pas de derivee partielle en (0, 0) selon x, ni selon 
y, pour la meme raison. 


Devel oppement limite a I’ordre 1 

Theoreme - Definition - Developpement limite a l’ordre 1 

On suppose / de classe C 1 sur Q. Alors, pour tout A e Q, il existe une fonction s : R 2 — > R 
nulle en (0, 0) et continue en (0, 0) telle que, pour tout // e F 2 verifiant A + H e £1 : 
f{A + H) = f(A) + <V/ A , H) + ||//|| s(H ) 

On dit alors que / admet un developpement limite a l’ordre 1 en A. 
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Remarque - On admettra que 
I'existence des derivees par- 
tielles en un point n'implique 
pas la continuite en ce point. 
Par consequent, le resultat ci- 
contre n'est pas trivial. 


Remarques 

1. On note egalement : f(A + H) — f(A) + (V f A ,H) + o(||//||). 

2. En posant A = (a, b) et H = (h, k), le developpement limite s’ecrit egalement : 

f(a + h, b + k) = f(a, b) + h-^-(a, b) + k-^-{a, b) + o( ||(/i, £)|| ) 

ox OIJ 


Corollaire - Si / est de classe C 1 sur Q alors elle est continue sur Q. 


Demonstration 

Soit A = (a, b) un point quelconque de Q. Comme / est de classe C 1 sur Q, elle admet 
en A un developpement limite de la forme : 

f(a + h,b + k) — f(a , b) + h-^-(a, b) + k-^-{a, b) + || (h, A:)|| e{h, k) 

ox oy 

ou s est nulle en (0, 0) et continue en (0, 0). 

Or la fonction norme est continue sur K 2 , done en (0,0), et il en est de meme pour la 

fonction affine (h, k) i-» f{a, b ) + h^f-(a, b ) + k^-{a, b). 

ox oy 

Done (h, k) i-> f(a + h,b + k ) est continue en (0, 0), autrement dit / est continue en 
A = (a, b ). ■ 

Definition - Fonction affine tangente. Plan tangent 

Soient / de classe C 1 sur Q et A e O. On a vu que : 

f(A + H)= f(A ) + (Vf A , H) + o(||ff||). 

En posant X = A + H, il vient : 

VX e £2, f{X) = f{A) + (Wf A ,X -A) + o(\\X - A||) 

La fonction X t-> f(A) + ( Vf A , X - A) est appelee fonction affine tangente a / au point A . 
Le graphe de cette fonction affine est appele plan affine tangent au graphe de / au 
point A. 


Remarques 


1. En posant X 
expression : 


(x, y) et A = (a, b ), la fonction affine tangente a / au point A a pour 


(x, y) t-> f(a, b) + (x - a)^f(a, b) + (y- b)^f(a, b). 

ox oy 


Le plan affine tangent au graphe de / au point A, admet alors pour equation : 

z = f(a, b) + (x- a)^f-(a, b ) + (y - b)^-(a, b ) 

Ox Oy 


2. Rappelons que si / est une fonction d’une variable derivable en a, alors la fonction 
tangente affine a / en a est : 

x f(a ) + ( x - a)f'(a) 

et la droite affine tangente au graphe de / au point a a pour equation : 

y = /(«) + (x - a)f(a) 

Les expressions obtenues pour les fonctions de deux variables sont done a rapprocher 
de celles deja connues pour les fonctions d’une variable. 
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Perivees directionnelles 


Theoreme - Soient / : Q — > R une fonction de deux variables, et u et v deux fonctions 
d’une variable definies sur un intervalle / telles que : 

Vr e /, (u(t), v(t)) e Q. 

Si / est de classe C 1 sur Q et si u et v sont derivables sur I, alors g : t e 1 1 -> f{u(t), v(t)) 
est derivable sur / et : 

Vr e I, g'(t) = u'(t)^-{u(t), v(t)) + v'(t)^f(u{t), v(t)). 
ox oy 


Corollaire - Soient / de classe C 1 sur Q, A e O et U e R 2 . On note I l’ensemble des 
reels t tels que A + tU e Q. 

Alors g : tel i-» f(A + tU) est derivable sur I et : 

Vr e I, g'(t ) = (Vf A+tU , U) . 


Demonstration 

Posons A = (a, b) et U = (Ii, k). Alors :VteI,A + tU - {a + th, b + tk). On applique le 
theoreme precedent avec les fonctions u : t e I i-» a + th et v : t e 1 1 -> b + tk, qui sont 
derivables sur I. On obtient alors que g et derivable sur I et que : 

Vr € I, g'(t ) = u(t)^f(u(t), v(t)) + v'(t)^-(u(t), v(t)) 
ox oy 

= h—(A + tU ) + k^f-(A + tU ) 
ox oy 

= (U, v fA+tu) = (VfA+tU, U) ■ 

Definition - Yecteur unitaire 

On dit qu’un vecteur U e Mr est unitaire lorsque ||£/|| = 1. 

Definition -Derivees directionnelles 

Soient / : Q — > R, A un point de Q et U un vecteur de R 2 unitaire. On dit que / admet 
une derivee directionnelle en A dans la direction U lorsque la fonction r i-» /(A + tU) 
est derivable en 0. 

Le cas echeant, on note fy(A) cette derivee, 

Une consequence immediate du corollaire enonce ci-dessus est : 


Theoreme - Soit / une fonction de classe C 1 sur O, alors pour tout point A de Q et tout 
vecteur unitaire U de R 2 , / admet une derivee directionnelle en A dans la direction U et : 

fu(A) = <V/a. U) 


Remarque - La derivee directionnelle de / en A dans la direction i — (1,0) est 


(V/ A ,~f) = ^(A). Celle dans la direction 7 = (0, 1) est (Vf A ,~j) = 


V, 


dx 


dy 
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Synthese 


6 avoirs 

. inegalite de Cauchy-Schwarz, et cas d’egalite, 

. operations sur les fonctions continues/de classe C 1 , 

. une fonction continue sur une partie fermee, bornee 
et non vide est bornee et atteint ses bornes, 


existence d’un developpement lirnite a l’ordre 1 pour 
les fonctions de classe C 1 , 

• derivee d’une fonction de la forme 1 1 -> v(t)), 

expression des derivees directionnelles d’une fonc- 
tion de classe C 1 . 


Savoir-faire 

• montrer qu’une fonction de deux variables est conti- 
nue/de classe C l , 

Mots-cles 

Partie de R 2 convexe/bornee/ouverte/fermee, 

. boule ouverte/fermee, 

. produit scalaire, 

. norme euclidienne, 

. courbes de niveau, 

. continuity d’une fonction de deux variables, 

. derivees partielles, 


. calculer les derivees partielles d’une fonction de 
deux variables. 

. fonction de deux variables de classe C 1 , 

. developpement lirnite a l’ordre 1 d’une fonction de 
deux variables, 

. fonction affine tangente, 

. plan affine tangent, 

. derivees directionnelles. 
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Tests de connaissances 


20.1 La partie F du plan representee ci-dessous est-elle 
convexe ? Est-elle bornee ? 

y 


X 


20.2 Soit / : ( x , y) 6 I 2 h x 2 j/ + x 4 y 2 et A = (1,-1). 

a) Comment peut-on justifier P existence de V /4 ? 

b) Calculer V/ 4 . 

20.3 Vrai ou faux ? 

a) Pour tout ( X , Y) € (R 2 ) 2 , on a : 

(X, Y) = ||*|| . ||P|| 4 => * et K colineaires 

b) Pour tout X 6 R 2 , on a : 

V = 0 <=> VP 6 R 2 , (X, Y) = 0 

c) Pour tout (X, Y, U, V) e (R 2 ) 4 , on a : 

(X, Y) + (U, V) = (X + U,Y+V) 


Exercices ^application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 546. 

■ Topologie de R 2 et continuite 

20.4 © 

a) Montrer que toute boule fermee de R 2 est bornee et 
convexe. 

b) Merne question pour les boules ouvertes. 

20.5 © 

Soit I et J deux intervalles de R. 

a) Montrer que si / et J sont ouverts, alors I x J est un ouvert 
deR 2 . 

b) Montrer que si / et J sont fermes, alors I x J est un ferme 
deR 2 . 

20.6 

Representer chacun des ensembles suivants, montrer que ce 
sont des parties ouvertes de R 2 et determiner s’ils sont bornes 
ou convexes. 

a ) E = j(x, y) 6 R 2 | x + y < 2), 

b) F = j(x, y) e R 2 1 x > 0, y > 0, x + y < 2), 

c) G = {(x,y) e R 2 1 0 < |i/| < 1 }. 

20.7 © 

On pose O = (0, 0). Soit f une fonction continue sur R 2 telle 
que : 

VX 6 R 2 , ||X|| > 1 => /(*) < f(O) 

Montrer qu’il existe A e B(0, 1) telle que : 

V* 6 R 2 , f(X) < /(A) 


■ Calcul differentiel 


20.8 

Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C 1 sur O 
et determiner leurs derivees partielles : 

a) O = R 2 et / : (x, y) € £2 1 — > cos(2x 3 i/ 2 - x^ 4 ), 

X 4- V 

b) Q = R 2 \ {(0, 0)) et q : (x, y) e fl i-> — — , 

x 1 + u 2 

c) £2 = R 2 et h : (x, y) € £2 h-> exp ( — - 

\ x 2 + 1 

20.9 

Soit / : (x, y) ln(l + xy). Donner le domaine de definition 
D de /. Justifier que / est de classe C 1 sur D et determiner 
les derivees partielles de / sur D. 

20.10 

Soit / : (x, y) t-> sin((x 2 + y 2 )i r), A = (1, 1) et U le vecteur 
suivant : 

t/ = ( — 

\V2 V2 

a) Verifier que U est un vecteur unitaire. 

b) Justifier l’existence de la derivee directionnelle de / en A 
dans la direction U, et la calculer. 


20.11 

Pour tout (x, y) € R 2 , /(x, y) = x 4 + i/ 4 + x?y. 

a) Justifier que f est de classe C 1 sur R 2 et calculer ses deri- 
vees partielles en tout point de R 2 . 

b) Donner le developpement limite d’ordre 1 de / en (1, 0). 

c) Donner l’equation du plan tangent au graphe de / en (1, 0). 
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20.12 © 

Soit / une fonction de classe C 1 sur R 2 telle que : 
V(x,y) £ R 2 , V/(x,i/) = ( x,y ) 
Montrer que les points de K 2 de la forme : 

( cos(f), sin(f)) ou t e R 

appartiennent tous a la meme ligne de niveau de /. 


1) a) Etudier les variations de la fonction h definie sur R par 
h(x ) = x 4 - 4x + I (On precisera les limites aux bornes). 


b) En deduire que l’equation (E) : x 4 — 4x+ 1=0 d'inconnue 
le reel x, admet exactement deux solutions reelles a et (en 
notant a la plus petite). 


c) Justifier que a 6 



20.13 d’apres EML 2007 

Si G est une fonction de classe C 1 sur un ouvert £2 de R 2 , 
on appelle point critique de G tout point M 6 12 verifiant 

VG m = 0. 

On considere la fonction d’une variable : 

f ln(l + x) . n 

f : x 6 [0, +oo[i-» < x 

{ 1 si x = 0 

On note F : x e]0, +oo[i — > | /(f) df et on definit G : 

Jo 

]0, +<x>[ 2 — > R par : 

G(x, y) = F{xy) - F(x) - F(y) 

a) Montrer que G est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 

b) Exprimer, pour tout (x, y) 6]0, +oo[ 2 , les derivees partielles 
G en (x, y) en fonction de x, y, /(x), f(y), f(xy). 

c) Etablir que G admet (1,1) comme unique point critique. 

20.14 d’apres ESC 2009 voie E 

Si / est une fonction de classe C 1 sur un ouvert £2, on appelle 
point critique de / sur £2 tout point M 6 £2 verifiant Wf M = 0. 


2) Soit la fonction de deux variables : 

x 5 

f :]0, l[x]0, 1[— > R, ( x,y ) >—> — — 2.x 2 + 4xiy - 4 xy 2 . 

a) Justifier l'existence des derivees partielles de / en tout 
point de ]0, 1[ 2 et les calculer. 

b) En deduire que le seul point critique de / sur ]0, 1 [ 2 est 



20.15 d’apres Ecricome 2010 et 2011 © 

a) On note U l'ensemble : 

U = {(x, y) 6 R 2 tel que x t y) 
et / la fonction : 

/ : (x, y) e U f(x,y) = x 2 + if - \n\x-y\. 

On admet que U est un ouvert de R 2 . Justifier que / est C 1 
sur R 2 , puis calculer ses derivees partielles. 

b) Justifier l'existence des derivees partielles de la fonction : 

/ : (x,y) e]0, +oo[ 2 m> x ,j - y x 

et les calculer. 




rofondissement 


20.16 Adapte d’ Ecricome 2009 voie E 


Si / est une fonction de classe C 1 sur un ouvert £2, on appelle 
point critique de / sur £2 tout point M e £2 verifiant V/ M = 0. 
On considere 1' application ip definie sur R* par : 

^x ) = 2|n (J) + l 

ainsi que la fonction numerique / des variables reelles x et y 
definie par : 

V(x, y) s]0, +oo[x]0, +oo[, /(x, y) = e x+4y ln(xy). 

1) Etude des zeros de i/>. 

a) Justifier la derivabilite de tp sur R* , determiner sa derivee. 

b) Dresser le tableau de variation de tp, faire apparaitre les li- 
mites de en 0 + et +oo. 

c) On rappelle que ln(2) » 0, 7. Montrer l’existence de deux 
reels strictement positifs a et /? tels que : 

tp(a) = ip(/3) = 0 avec 0 < a < - < ft 

© 


Justifier que ce sont les seuls reels strictement positifs solu- 
tions de l’equation ip(x) = 0. 

2) Etude des points critiques de /. 

a) Justifier que / est de classe C 1 sur ]0, +<x>[x]0, +oo[. 

b) Calculer les derivees partielles premieres et prouver que 
pour x et y strictement positifs : 

8 J-{x,y) = f(x,y)+-e x+4 ' J 

OX X 

8 -f(x,y) = 4/(x, y) + —e x+4f/ 
dy y 

c) Montrer que les points de coordonnees respectives 

— j et sont l es seuls points critiques de / sur 

]0, +oo[x]0, +oo[. 
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20.17 ® 

Si / est une fonction de classe C 1 sur R 2 , on appelle point 
critique de / tout point Ael 2 tel que Vf A = 0. 

1) Soit / une fonction de classe C 1 sur R 2 . On suppose que / 
admet un maximum au point M e R 2 , c"est-a-dire : 

VX 6 R 2 , f(X) < f(M) 

a) Soit U un vecteur unitaire de R 2 . Montrer que la derivee 
directionnelle de / en M dans la direction U est nulle. 

b) En deduire que : VX 6 R 2 , <V/ M ,X) = 0. 

c) Montrer enfin que M est un point critique de /. 

On montrerait de meme que si / admet un minimum au point 


M, alors M est un point critique de /. 

2) Application : on considere la fonction 

/ : (jc, j)eR ! H x 2 y + y 2 + x 

a) Justifier que / est de classe C 1 sur R 2 et calculer ses deri- 
vees partielles. 

b) Montrer que A = (1, — |) est l’unique point critique de /. 

c) Pour tout (h,k) 6 R 2 , calculer : 

d) Montrer que S(h, k) n’a pas de signe constant sur R 2 et en 
deduire que / n' admet ni maximum, ni minimum sur R 2 . 


Indications 

20.4 

{(cos(f), sin(f)) 1 1 6 R}. 

a) Si X 6 B(A, r ), on peut majorer ||X|| en ecrivant X 

A cette fin, on peut deriver 1 1 -» /(cos(f), sin(f)). 

= X - A + A et en utilisant l’inegalite triangulaire. 

20.15 

Pour la convexite, si 17 et V sont dans B(A, r ), on ecrira : 

a) Si u est une fonction derivable ne s’annulant pas, alors la 

(l-t)U + tV-A 

derivee de ln|«| est — . 

= (1 - t)U + tV - ((1 - t)A + tA) 

b) = e !,lnW et if = e TlnW . 


20.17 

= (1 - t)(U - A) + t{V - A) 

1) a) La fonction t 6 R f(M + tU ) admet un maximum 

b) Attention aux inegalites strides ! 

en 0. Que peut-on en deduire pour sa derivee en 0 ? 

20.5 

b) Si X est un vecteur non nul, alors est un vecteur uni- 

Introduire les fonctions 

Iffll 

f : (x, u) 6R 2 h x et q : (x, it) e R 2 i-> it 

taire. 

et exprimer I x J e n fonction de / 1 (7) et cj l (J). 

c) Choisir X judicieusement et appliquer la question prece- 
dente. 

20.7 

2) d) Donner un exemple de couple (h, k) tel que 6(h, k ) > 0, 

B(0, 1) est une partie de R 2 fermee, bornee et non vide. 

et un autre pour lequel 6(h, k) < 0. En deduire que / n’ admet 

20.12 

ni maximum, ni minimum en A. 

11 s'agit de montrer que / est constante sur Pensemble 
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F n’est pas convexe car on peut trouver deux 
points de F tels que le segment joignant ces deux points ne 
soit pas inclus dans F : 


obtient : 

(X + U,Y + V) = (X,Y +V) + (U, Y+V) 



F est bornee car on peut trouver une boule centree en (0, 0) et 
contenant F : 



20.2 


a) / est polynomiale, done de classe C 1 sur R 2 . Par consequent, 
elle admet des derivees partielles en tout point de R 2 , et en par- 
ticulier en A. Done le gradient de / en A est bien defini. 

b) Pour tout (i,j)eR 2 : 

df , n 

—(x,y) = 2xy + 4x y 
ox 

~^~{x,y) = x 2 + 2 x 4 y 
ay 


Done V/ A = (§£(1,-1), §£(1,-1)) = (2,-1). 


20.3 


a) FAUX. II manque une valeur absolue : 

| <X, X> | = ||X|| . IMI « X et F colineaires 

b) VRAI. Si X = 0, alors pour tout Y 6 R 2 , (X, Y) = <0, Y) = 0. 
Reciproquement, si pour tout I E R 2 , (X, Y) = 0, alors en pre- 
nant en particulier Y = X, on obtient ||X|| 2 = (X,X) = 0. Or le 
seul vecteur de norme nulle est le vecteur nul, done X = 0. 


c) FAUX. Quand on developpe 1' expression de droite, on 


= <X, Y) + <X, V) + (U, Y) + (U, V ) 


20.4 


a) Soit B(A, r) une boule fermee (A 6 R 2 et r > 0). 

• Pour tout X e B(A, r), on a d'apres l’inegalite triangulaire : 

l|X|| = IIX - A + A|| < ||X - A|| + ||A|| < r + ||A|| 
r + ||A|| ne depend pas de X, done B(A, r ) est bornee. 

• Soient U et V deux points quelconques de B(A, r). Montrons 
que [U, V] c B(A, r). 

Soit X un point quelconque de [I/, V]. II existe t s [0, 1] tel que 
X = (1 - t)U + tV. 

||X -A|| = ||(1 - t)U + tV - A|| 

= ||(1 - i)U + tV- ((1 - t)A + tA ) || 

= ||(1 - t)(U - A) + t(V - A)|| 

< 11(1 - t)(U — A)|| + \\t(V — A)|| 

Or t > 0 et V £ B(A, r)donc : 

||f(U-A)|| = |r|||y-A|| = f||V-A|Kfr 
De merne l-t>0et(/ 6 B(A, r ) done : 

||(1 - t){U - A)|| = (1 - 0 HU - A|| < (1 - t)r 

Ainsi ||X — A|| < (1 — t)r + tr = r et done X 6 B(A, r ). 

Par consequent [ U , V] c B(A, r ) et B(A, r ) est convexe. 

b) Soit B(A, r) une boule ouverte (A 6 R 2 et r > 0). 

• B(A, r ) c B(A, r), or B(A, r ) est bornee, done B(A, r) est ega- 
lement bornee. 

• Soient U et V deux points quelconques de B(A,r). Montrons 
que [U, V] c B(A, r). 

Soit X un point quelconque de [[/, V]. II existe t 6 [0, 1] tel 
que X = (1 - t)U + tV. Si t = 0 alors X = U e B(A , r), et si 
t = 1 alors X = V e B(A, r). Supposons done pour la suite que 
t e]0, 1[. 

On a vu en a) que : 

l|X — A|| < (1 — t) || U - A|| + l|| V — A|| 

Or || C7 - A|| < r et 1 - t > 0 done : 

(1 -Ollt/ -A||< (1- Or 

De merne || V - A|| < r et t > 0 done : 
t\\V -A|| < tr 

Ainsi ||X - A|| < r, done X 6 B(A,r). 

Par consequent [ U , V] c B(A, r ) et B(A, r ) est convexe. 


20.5 


a) On considere les fonctions 
/ : ( x,y ) 6 R 2 h-» x et gr : (x,y) 6 R 2 i-> i/. 
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Fonctions de deux variables 


f etg sont continues sur R 2 car polynomiales. 

Or / x 7 s’exprime de la fagon suivante : 

/ x 7 = {(x,y) 6 R 2 |y 6 Iety e J } 

= {(x,y) 6 R 2 |y 6 /( n {(x, y) e R 2 |jt e 7 } 

= /-*(/) n g-\j) 

Or /”'(/) et g~ l (J) sont des ouverts de R 2 en tant qu’images re- 
ciproques par des fonctions continues sur R 2 d’intervalles ou- 
verts de R. 

Par ailleurs, une intersection d'un nombre fini d’ouverts est un 
ouvert. 

Done I x J est un ouvert de R 2 . 
b) / x 7 = /"*(/) n g~ l (J). 

Or / _1 (/) et g~ l (J) sont des fermes de R 2 en tant qu'images re- 
ciproques par des fonctions continues sur R 2 d’intervalles fer- 
mes de R. 

Par ailleurs, une intersection de fermes est un ferme. 

Done I x J est un ferme de R 2 . 


20.6 


a) E est un demi-plan. 

y 

2 ■ 


1 


-1 


-1 



• E est un ouvert de R 2 , car / : R 2 — > R definie par 
f(x, y) = x + y est continue sur R 2 (elle est polynomiale), et 
E = / -1 (] - oo, 2[) est l’image reciproque par / d’un intervalle 
ouvert de R. 

• E est convexe : soit M = (x, y) et M' = (x',i/) deux 
points de E, alors tout point N du segment [M,M‘] s’ecrit 
N = {tx + (1 - t)x',ty + (1 - t)y') avec t e [0, 1], Si t = 0, 
N = M', et si t = 1, N = M, qui sont bien dans E. Supposons 
done t 6]0, 1[. Alors t > 0 et (1 - f) > 0, done 


(tx + (1 - t)x') + (ty + (1 - t)y') 
= t(x + y) + (1 - t)(x’ + y') 
<2 1 + (1 - t) 2 = 2 


car x + y < 2 (puisque M 6 E) et xf + y' < 2 (car M' e E). 
Done N 6 E, ce qui prouve bien que [M, M’] c E, done E est 
convexe. 


• E n’est pas bornee : pour tout n 6 N, (-«, 0) 6 E, or 
\\(-n, 0)|| = n — > + 00 . 

n —>+ oo 

b) 


y 

2 

1 


1 2 

• Considerons les ensembles : 


X 


Fi = {(.v,i/)6R 2 U>0) 

F 2 = {( x,y) 6 R 2 \ij > 0) 

F 3 = ((x,y)eR 2 \x + y<2] (F 3 = E) 


Alors F = F\ n F 2 fl F 3 . 

Si g : R 2 — » R est definie par g(x, y) = x, alors g est continue 
sur R 2 car polynomiale, done F i = g ,_1 (]0, +oo[) est un ouvert 
de R 2 (image reciproque d'un intervalle ouvert de R par une 
fonction continue sur R 2 ). De meme, F 2 est un ouvert de R 2 
(en considerant h : (x,y) 6 R 2 y e R, F 2 = /r 1 (]0, +oo[)). 
Puis, F} = E , et on a deja vu que E etait un ouvert de R 2 . Done 
F est P intersection de trois ouverts de R 2 , done il est lui-meme 
un ouvert. 

• F est convexe : soit M = („y, y) et M' = ( x',y' ) deux 
points de F, alors tout point N du segment [ M,M '] s’ecrit 
N = (tx + (1 - t)x',ty + (1 - t)y') avec t 6 [0, 1], Si t = 0, 
N = M\ et si t = 1 , N = M, qui sont bien dans F. Supposons 
done t 6]0, 1[. Alors t > 0 et (1 - f) > 0, done comme x > 0 et 
x' > 0 (car M et M' sont dans F), on a tx + (1 - t)x! > 0, 
et de meme ty + ( 1 - t)y' > 0. Enfin, on a vu que E etait 
convexe, done comme M et M' sont dans E, N aussi, done 
(tx + (1 - t)x') + (ty + (1 - t)y') < 2. Done N e F, puis 
[M, M']cF. 

• F est bornee : soit M = (x, y) e F, alors x > 0, y > 0 et 
x + y < 2, done 2 - x > y > 0, done x < 2, et de meme, y <2. 
Done x 2 + y 2 < 4, ce qui donne : 

VM = (x,y) e F, \\M\\ = xjx 2 + if- < 2 

ce qui prouve bien que F est bornee. 

f-1 <y< 1 

c) • Remarquons que 0 < \y\ < 1 <=> < , done 

[y * o 

0 < |z/| < 1 0 < r/ < 1 ou — 1 < r/ < 0. Notons alors Gi = 

{(.r, y) 6 R 2 1 0 < y < 1 ) et G 2 = {(y, y) 6 R 2 | - 1 < y < 0}, on 
a G — G\ U G 2 . 
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1 

G\ 


° 2 A -1 

i r - 1 


Comme /z : (x, y) 6 R 2 i-» y e R est continue sur R 2 , 
Gi = /z 1 (] - 1,0[) et G 2 = r‘(] - 1,0[) sont deux ouverts 
de R 2 , comme image reciproque d'un intervalle ouvert de R 
par une fonction continue sur R 2 . Done G est 1' union de deux 
ouverts de R 2 , done est un ouvert de R 2 . 


G n’est pas convexe : si M = 0. - et M' = 0, — , alors 


M et M’ sont dans G, mais le milieu du segment [M, M'] est 
O = (0, 0), qui n’appartient pas a G. 

• G n’est pas bornee : pour tout entier n, in, — | 6 G, or 




+ OO. 


20.7 


B(0, 1) est une partie de R 2 fermee, bornee et non vide. Or / 
est continue sur R 2 done sur B(0, 1). Par consequent / est bor- 
nee sur B(0, 1), et elle y atteint ses bornes. 

En particular, il existe A 6 B(0 , 1) realisant le maximum de / 
sur B(0, 1) : 


(1) JX e B(0, 1), / (X) < f(A) 

Si X t B(0, 1), alors par hypothese f(X) < /( 0). Mais 
O 6 B(0, 1) done f(0 ) < /(A) et done : 


b) Pour tout (x, y) e £2, x 2 + y 2 t 0 done g est de classe C 1 sur 
£2 car e’est une fonction rationnelle definie sur £2. 

Pour tout (x, if) 6 £2, on a : 

dg , , Ciy 1 + ^(x 2 + 1 /) - (3 xy 2 + x)(2x) 

dx ' y> ~ (x 2 + y 2 ) 2 

_ (3 y 2 + \){x 2 + 1 / - 2x 2 ) 

(x 2 + y 2 ) 2 

= ( 3 1/ + 1 Hr - x 2 ) 

(x 2 +y 2 ) 2 

dg , , 6xy{x 2 + y 2 ) - (3 xy 2 + x)(2 y) 



6 x 2 y — 2 xy 
= (x 2 + y 2 ) 2 
2xy(3x 2 - 1) 

= (x 2 + y 2 ) 2 

, xy 2 + y 

c) Vfx, y) 6 Q, x~ + 1 ^0 done u : (x,y) i-» — — — est de 

classe C 1 sur f2 (fonction rationnelle definie sur O) a valeurs 
dans R. Or exp est de classe C 1 sur R, done h est de classe C 1 
sur Q en tant que composee de fonctions de classe C 1 . 
Calculons dans un premier temps les derivees partielles de 11 . 
Pour tout (x, y) G Q, on a : 

y 2 (x 2 + 1) - (xy 2 + y)( 2x) 

(x 2 + l) 2 
y(y - 2x - x-y) 

(x 2 + l) 2 
2 xy + 1 
x 2 + 1 


du 

dx 


(x,y) = 


du 

dy 


(x,y) = 


(2) VX t B(0, 1), f(X) < f(A) 
Avec (1) et (2), on conclut : 

VX e R 2 , f(X) < /(A) 


a) (x, y) 2x 3 y 2 - xy A est de classe C 1 sur £2 car polynomial, 
et a valeurs dans R. Or cos est de classe C 1 sur R. Done / est de 
classe C 1 sur £2 en tant que composee de fonctions de classe C 1 . 

df 

On obtient — (x, y) en considerant y comme un parametre, et 
en derivant 1' expression de / selon la variable x. II vient pour 
tout (x, y) 6 £2 : 

j^(x, y) = ( 1 / - 6x 2 z/ 2 ) sin(2x 3 y 2 - xy 4 ) 

On obtient — (x,y) en considerant x comme un parametre, et 
dy 

en derivant l’expression de / selon la variable y. II vient pour 
tout (x, y) 6 £2 : 

^■(x, y) = 4 xy(y 2 - x 2 ) sin(2 x 3 z/ 2 - xy 4 ) 
dy 


On obtient alors les derivees partielles de h : 


dh , 
dx 


(x, y) 


y(y - 2x - x 2 y) 
(x 2 + l) 2 


exp 


( xy 2 + y \ 

U 2 + 1 ) 


et : 


dh , 
dy 


(x, y) 


2 xy + 1 

x 2 + 1 


exp 


xy 2 + y \ 

X 2 + 1 / 


20.9 


/ est definie sur D - { (x, y) 6 R 2 | xy > -1) qui est un ouvert 
de R 2 (image reciproque de l’intervalle ouvert ] - l,+oo[ par 
Papplication continue (x, y) xy). Pour visualiser ce domaine 

de definition, on trace xy = -1 (e’est a dire la courbe y = — ), 

x 

et on ne garde que la partie contenant (0, 0). 

(x, y) i-> 1 + xy est de classe C 1 sur R 2 , car polynomial, done 
de classe C 1 sur 2), a valeurs dans R* , et In est de classe C 1 
sur RJ_, done par composition, / est de classe C 1 sur 2), done 
admet des derivees partielles. 

Pour calculer les derivees partielles, on derive comme compo- 
see : 


V(x,z/)€2) 


dj_ 

dx 


(x, y) 


y 

1 +xy 


et ^-(x,y) = 
dy 


x 

1 +xy 
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a) l|C/|l= ^) 2 + (^ f ) 2 = LD ° nCf/ 

unitaire. 

b) ( x , y ) i-> (y 2 + y 2 )n est de classe C 1 sur R 2 (car polynomiale) 
a valeurs dans R, et sin est de classe C 1 sur R. Done, par com- 
position / est de classe C 1 sur R 2 . Par consequent, elle admet 
une derivee directionnelle en A dans la direction U. 

On sait que ffiA) = (V/4, U), or par definition 

-zrix,y) = 2nx cos ((y 2 + y 2 )i r), 
ox 

-i-(x, y ) = 2 my cos ((y 2 + y 2 )n ), 

ay 

done V/(A) = ( 2n,2n ) (carcos(27r) = 1). D'oil 

V2 V2 


a) / est polynomiale, done de classe C 1 sur R 2 . 

df , , df , , 

— (.r, 1 /) = 4y 3 + 3 x 2 y et — (y, y) = 4if + y 3 . 
ox Oy 

b) /(l,0) = 1, ^(1,0) = 4 et ?(1,0) = 1, done le develop- 

ox oy 

pement limite de / a l’ordre 1 en (1, 0) est 

/(I + h,k) = /(l,0) + /t^(l,0) + ^(l,0) + o(||(/t,fe)||) 

ox oy 

= 1 +4/t + it + o(||(/i,A:)||) 

c) L' equation du plan tangent en (1, 0) est : 

df df 

z = /(1,0) + (x — 1)/(1,0) + yM 1,0) 
dx dy 

c"est-a-dire z = 4x + y - 3. 


Remarquons d’abord que l'hypothese faite sur le gradient si- 
, df df 

gnifie que pour tout (y, y) 6 R , — — (jc, y) = x et — (y, ij) = y. 

dx dy 

Posons : Vf 6 R, g(t) = /(cos(t), sin(t)). 

/ est de classe C 1 sur R 2 et les fonctions cos et sin sont deri- 
vables sur R, done g est derivable sur R et pour tout t s R : 

g\t) = cos'(f)^( cos (0> sin(f)) + sin'(r)^-(cos(i), sin(t)) 
oy dig 

= - sin(t) cos(t) + cos(t) sin(t) = 0 

La derivee de g est nulle sur Pintervalle R, done g est constante 
sur R. Cela signifie que la valeur de /( cos(t), sin(t)) ne de- 
pend pas de t, autrement dit que les points de R 2 de la forme 
( cos(t), sin(t)), ou t € R, appartiennent tous a la meme ligne de 
niveau de /. 


20.13 


a) / est continue sur R* comme quotient de deux fonctions 
continues, dont le denominateur ne s'annule pas, et est conti- 

ln( 1 + y) 

nue en 0 car lim — = 1, done f est continue sur R + . Par 

x->0 x 

consequent, F est la primitive de / sur R + qui s’annule en 0 
(theoreme fondamental de l’integration), done F est de classe 
C 1 sur R + , done sur R* . 

(y, y) i-> x y est de classe C 1 sur ]0, +<x>[ 2 (polynomiale) a va- 
leurs dans ]0, +oo[, done par composition, (y, y) r-» F(xy) est 
de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 

Par ailleurs (y, y) i-> x est de classe C 1 sur ]0, -t-oo[ 2 (polyno- 
miale) a valeurs dans ]0, +oo[, done par composition, (y, y) i-» 
F(x) est de classe C 1 sur ]0, +<x>[ 2 . 

De meme (y, y) F(y) est de classe C 1 sur ]0, +<x>[ 2 . 

Done G est aussi de classe C 1 sur ]0, +<x>[ 2 . 

b) ^(y, y) = yF'(xy) - F'(x) = yf(xy) - fix) 
dx 

dG 

et — (y, y) = xF (y y) - F (y) = xf{xy) - f(y). 
ay 

c) Soit (y, y) e]0, +c»[ 2 . 


VG(y, y) = 0 <t=> 


yf(xy) - fix) = 0 
Xfixy) - fiy) = 0 
ln(l+Y y) ln(l+Y) 


Y Y 

ln(l + xy) ln(l + y) 

y y 

ln( 1 + xy) = ln( 1 + x) 
ln( 1 + xy) = ln(l + y) 
1 + xy = 1 + y 
1 + xy = 1 + y 

xy = x 

xy = y 
y = i 

Y = 1 


= 0 
= 0 


On a pu simplifier respectivement par x et par y a la derniere 
etape car ils sont tous les deux non nuls. 

On a VG(y, y) = 0 <=* (y, y) = (1, 1) done (1, 1) est l’unique 
point critique de G sur ]0, +oo[ 2 . 


20.14 


1) a) h est un polynome, done derivable. Vy 6 R, h'{ x) 
= 4y 3 - 4 = 4(y - \)ix 2 + x + 1). Or, X 2 + X + 1 n’a pas 
de racines reelles, est strictement positif sur R, done li' est du 
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signe de x - 1, ne s’annule qu’en 1, done h est strictement de- 
croissant sur ] - oo, 1] et strictement croissant sur [1, +oo[. 
lim h(x) = lim h(x) = +oo. 

jc— >+ oo x — > — oo 

b) h{Y) = -2 < 0, or h est continue strictement decrois- 
sante sur l’intervalle ] - oo, 1], done du theoreme de la bijec- 
tion, on deduit que h realise une bijection de ] - oo, 1] sur 
[/j(l), lim h(x)[= [-2, +oo[. Done, Vy 6 [—2, +oo[ fen parti- 

x — >—00 

culier y = 0), 3!x e] - oo, 1] avec h{x) = y. 

De meme, h induit une bijection de [l,+oo[ sur [-2, +oo[. 
Done, Vy 6 [—2, +oo[ (en particulier y = 0), 3!x 6 [l,+oo[ 
avec h(x) = y. 

Seul y = 1 donne le meme x dans [l,+oo[ et ] - oo, 1], par 
consequent, h(x) = 0 admet bien deux solutions reelles, a et /?, 
verifiant a < l < p. 

c) h(Q) = 1 > 0 et < 0, ainsi h(^) < h(a) < h( 0). 

Or h est strictement decroissant sur ] - oo, 1] done 0 < a < f 
2) a) / est de classe C 1 sur ]0, 1[ 2 car polynomiale, et admet 
done des derivees partielles en tout point : 

%{x, y) = x 4 - 4x + 4 y- 4y 2 
ox 

df 

—(x,y) = 4x - Sxy 
ay 


b) Si (x, y) est un point critique de /, alors — (x, y) = 0, done 

dy 

4x(l - 2y) = 0, done soit x = 0, soit y = — . Mais x = 0 est a 

rejeter, car / est definie sur ]0, 1[ 2 . 

df 1 

De plus, — (x, y) = 0, done comme y = — , l’equation devient 
ox 2 

x 4 - 4x + 1 = 0, soit h(x) = 0, done x = a ou x = fl, mais 
comme on veut 0 < x < 1, et que /? > 1, et que a s jo, on a 
bien x = a. 

Reciproquement : 

%(A) = or 4 - 4cr + 1 = 0 

OX 

et 

^(A) = 4a - 4ff = 0 
dy 

Done A est le seul point critique de / sur ]0, 1[ 2 . 


20.15 


a) (x, y) x - y est de classe C 1 sur U (car polynomiale, et 
done C 1 sur R 2 ) a valeurs dans R* (par definition de (/), z i-> |s| 
est de classe C 1 sur R* a valeurs dans R* et In est de classe C 1 
sur R*, done par composition, (x, y) ln|x - y\ est de classe 
C 1 sur U. 

(x, y) i-> x 2 et (x, y) y 2 sont aussi de classe C 1 sur U, done 
par combinaison lineaire de fonctions de classe C l , f est bien 
de classe C 1 sur U. 

u' 

Pour la derivation, on utilise la formule ln|n|' = — (ou u est 

u 

une fonction derivable ne s’annulant pas). 

On obtient : 


df 1 

—(x,y) = 2x 

ox x — y 


df 1 

et — (x,y) = 2 y 

dy y- x 


Remarque - Pour montrer que U est un ouvert, on introduit 
/ : (x, j/)6R 2 Hx-i(./ est continue et U = /”*(] ~ °°, 0[) U 
/ -1 (]0, +oo[). 

b) ]0, +oo[ 2 est un ouvert (voir l’exo 5). Sur cet ouvert, 
/(x, y) = e^W - e. xbl( - v \ 

(x, y) i-> y est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 (car polynomiale) a va- 
leurs dans R* , In est de classe C 1 sur R* , done par composition, 
(x, y) i-> In (y) est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . Puis, (x, y) x 
est aussi de classe C 1 , done par produit, (x, y) i-> xln(^) est 
aussi de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 a valeurs dans R, et comme exp 
est de classe C 1 sur R, par composition, (x, y) r-> e xln(! ' ) est de 
classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 

De merne (x, y) i-> e sln(:c) est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 

Done / est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 et : 


(x, y) = yxf 1 - In (y)y x 

OX 

t ~( x , y) = ln(x)x !/ - xy^ 1 
dy 


1) a) Vx e R* , yj(x) = 2 ln(x) - 2 ln(2) + i. 
y> est done la somme sur R* de fonctions usuelles definies et de 
classe C°°, done ip est de classe C". 

2 1 2x - 1 

Vx > 0, i p'(x) = = — . 


2x ln(x) + 1 

i p(x) = 2 m(2). 


2x ln(x) + 1 


b) Vx 6 : 

x ln(x) — » 0, done 

jc — >0+ X x—>0 + 

On en deduit que lim tp(x) = +oo. 

jc— »0 + 

Par ailleurs lim i p(x) = +tx>. 



c) 1^(7) ~ -0,8 < 0. Or, ip est continue strictement decrois- 
sante sur l’intervalle jo, (car ip' < 0 sur cet intervalle), 
done d’apres le theoreme de la bijection, 1 p induit une bijec- 
tion de ]o, sur J^Q),+oo[ (car fillip = '/’(j))- Comme 

2 

0 6 par definition d’une bijection, il existe un 

unique a £ jo, tel que 1 p(a) = 0. 

De meme, puisque q> est strictement croissante sur ]5,+°°[. il 
existe un unique f} 6 j-1, +c»J tel que tp(f!) = 0. 

2) a) (x, y) xy est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 (car poly- 
nomiale), a valeurs dans ]0, +cx>[. Or In est de classe C 1 sur 
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]0, +oo[, done (x, y) i-> In (xy) est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 

(a, y) i-> x + 4 y est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 (car polyno- 
mial), a valeurs dans R. Or exp est de classe C 1 sur R, done 
(x, y) e x+4y est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 

Par produit, / est de classe C 1 sur ]0, +oo[ 2 . 
b) Pour tout ( x , y ) s]0, +oo[ 2 ; 

| ~{x,y) = s x+4,J ln(xy) + e x+4y — 
ox xy 

= e x+4y ln(xy) + e x+4y - 
= f(x,y) + c x+4y - 

X 

—(x,y) = 4e. x+4y In (xy) + e x+4lJ — 
ay xy 

= 4e x+4lJ ln(xy) + e x+4y — 


= 4f(x,y) + e x+4y - 


c) Soit (j:, y) €]0, +cx>[ 2 


Vf(x,y) = 0 <=> 



Done 


<=> {x = aety=^j 

ou {x=/3 ety = ^j 

|ar, — j et |/3, ^ j sont les seuls points critiques de /. 


1) a) Posons : Vf e R, <p(f) = f(M + tU). Pour tout t e R, on a : 

<tm = m + tu ) < f(M) = tfi(O) 

Done ip admet un maximum en 0. Or ip est definie sur R, qui 
est un intervalle ouvert, et elle est derivable sur R, car / est de 
classe C 1 . 

Done ip'( 0) = 0. Or p>\0) est, par definition, la derivee direc- 
tionnelle de / en M dans la direction U. Done = 0. 

b) Si X = 0, on a <V/ M , X) = 0. 

Si X 0, on pose U = , alors : 


1 


IIXII 


m = m m = 1 


Done U est unitaire, et d'apres 1) a), /y(M) = 0. 

Or / etant C 1 , = <V/ M , 17). Comme <V/ M , U) = 

rrtr <V/ M , X) et que f’ v (M) = 0, on en deduit que : 
ll^ll 

(V/m.X) = 0 

c) En prenant X = V/ M dans la question precedente, on obtient 
||V/m|| 2 = (V/m, V/ m ) = 0. Or un vecteur est de norme nulle si 
et seulement s'il est nul. Done V/ M = 0, e’est-a-dire M est un 
point critique de /. 

2) a) / est de classe C 1 sur R 2 car polynomiale et pour tout 
(x, y) € R 2 : 


df 

dx 

df 

dy 


(x, y) = 2 xy + 1 
(.x, y) = x 2 + 2y 


b) Soit (x, y) 6 ' 


V/(jc, y) = 0 <s> 


(x,y) = 0 


\dy 

2 xy +1=0 
x 2 + 2 y = 0 

-A 3 + 1=0 

2 y = -a 2 

X = 1 

y = ~h 


Done A(l, — i) est l’unique point critique de / sur R 2 . 
c) On a/(l,-i) = | et : 

6(h, k) = (1 + A) 2 (fc - i) + (ifc - i) 2 + (1 + h) - | 

On obtient apres developpement et simplification : 

8(lu k) = k 2 - -fi 2 + 2hk + h 2 k 

2 
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ce point est necessairement un point critique (d'apres 1) c)) 
done le seul point en lequel / est susceptible d’admettre un 
maximum ou un minimum est A. Or on vient de voir que ce 
n'est pas le cas. Done / n’admet ni maximum, ni minimum 
sur K 2 . 


© 


d) On a d(0, 1) = 1 > 0 done /( 1, 1) > f(A). Done / n’admet 
pas de maximum en A. 

Par ailleurs, <5(1, 0) = < 0 done /( 2,-\) < f(A). Done / 

n’admet pas de minimum en A. 

Or si / adrnet un maximum ou un minimum en un point de R 2 , 


553 


Denombrement 


CHAPITRE 


Plan 


21.1 Definition 
et propriety 

555 

21.2 Denombrements 
usuels 

558 

21.3 Exemple : jeu 
de carte 

et denombrement 

564 

Synthese 

567 

Tests et exercices 

568 

Corriges des exercices 

571 


Introduction 

Les formules de denombrement sont essentielles pour 1’ etude des probabilites sur 
un ensemble fini : la probability la plus simple sur un ensemble fini Q se ramene 
en effet a un denombrement : 


card (A) 

P(A) = 

card (f2) 

Dans cette optique, il importe de bien maitriser les techniques elementaires de de- 
nombrement pour etudier les probabilites sur les ensembles finis. Les outils, mo- 
deles et formules fondamentaux a connaitre et maitriser sont : 

. le modele du tirage sans remise, le denombrement des listes sans repetition et les 
coefficients binomiaux ("), 

. le modele du tirage avec remise, 

. la formule du crible. 

Dans un probleme de denombrement, il faut souvent definir explicitement un mo- 
dele de reference, et savoir denombrer rapidement : 

. denombrement direct, 

. denombrement par la formule du crible, 

. denombrement indirect, par passage au complementaire. 


Prerequis 

Aucun. 

Objectifs 

. Savoir denombrer les ensembles elementaires : ensemble des permutations de n 
elements, parties a k elements d’un ensemble a n elements, liste de k elements 
(avec ou sans repetition) dans un ensemble a n elements, 

. Savoir utiliser les techniques elementaires de denombrement : denombrement 
direct, denombrement par passage au complementaire, utilisation de la formule 
du crible, 

. Savoir interpreter les formules usuelles sur les coefficients binomiaux par un 
denombrement. 
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21.1 Definition et propriete 
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Definition - Cardinal 

Le cardinal d’un ensemble fini A, note card (A), est le nombre d’element de A. 
Par convention, l’ensemble vide 0 a un cardinal nul. 


Propriete - Operations ensemblistes usuelles 

1. Si A et B sont des ensembles finis, l’ensemble des parties de A, r P(A) et le produit 
cartesien Ax B sont des ensembles finis, de cardinal respectifs : 

card CP(A)) = 2 card(A) 
card (A x B) - card (A) x card (B) 

2. Le cardinal du complementaire d’un sous ensemble A d’un ensemble Cl se deduit du 
cardinal de A et de Cl : 

card (a) = card (Q) - card (A) 

3. Le cardinal de la reunion de deux sous-ensembles disjoints est la somme des cardi- 
naux : 

An B = 0 => card (A U B) - card (A) + card ( B ) 


De plus, si A et B sont deux sous ensembles d’un ensemble fini, ils verifient la fonnule 
du crible : 

card (A U B) - card (A) + card (B) - card (A n B) 

La formule du crible se generalise a la reunion de n sous ensembles d’un ensemble fini. 
Pour demontrer la formule du crible generalisee, nous allons utiliser la fonction caracte- 
ristique d’un sous ensemble A et ses proprietes : 

Definition - Fonction caracteristique 

La fonction caracteristique d’un sous ensemble A d’un ensemble Cl est la fonction II ;t 
definie par : 

1 1 si a) e A 
Vw e Cl, 1a (w) = < 

0 si a) & A 


Propriete - Operations ensemblistes elementaires 

La fonction caracteristique de l’intersection de deux sous ensembles A et B d’un en- 
semble Q est le produit des fonctions caracteristiques : 

V<u G Q, 1 aob(w) = 1a(w) X 1b(w) 

La fonction caracteristique du complementaire d’un sous ensemble A d’un ensemble Cl 
est le complementaire de la fonction caracteristique : 

lj = 1 - 1 a c’est-a-dire : V<u G Cl, = 1 - 1 a(w) 
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Si Q est un ensemble fini, le cardinal de A se calcule a partir de la fonction caracteris- 
tique : 


card (A) = ^ l A (w) 

ojeQ. 


Nous en deduisons : 


Theorems - Formule du crible 

Si (Aj) i< ( <„ sont n sous ensembles d’un ensemble fini Q, le cardinal de la reunion se 
deduit des cardinaux des intersections finies par la formule du crible : 


intersections k a k 


card 


u* z r> 


V i=l ) 


k= 1 


7c|[l,n] V jeJ ) 
card (J)=k 


termes 


Remarque - Le nombre de termes dans la somme sur J est le nombre de parties a k 
elements d’un ensemble a n elements, c’est-a-dire (”). Lorsque l’on applique la formule 
du crible generalisee, les termes de la somme sur J seront souvent tous egaux et done la 
somme sur J sera cette valeur commune multipliee par 


Remarque - La formule du crible peut s’ecrire sous forme developpee : 
. lorsque n — 2: 

card (AU5) = card (A) + card ( B ) - card (A n B) 


• lorsque n — 3 : 

card (AU5UC) = card (A) + card (B) + card (C) 

- card (AfiB) - card (A n C) - card ( B n C) 

intersections 2 a 2 

+ card (A n B n C) 

intersections 3 a 3 
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. en general : 


card [J A i = ^ card (A,) - ^ card (A, n Ay) 

< i= 1 / /=! 1 <i<j<n 


intersections 2 a 2 


+ --- + (-l)* +I ^ card P| A,- 

\<i\<h<—<ik<n VI <j<k 


intersections kkk 


\ 

■ (-1)” +1 card P Ai 

<l<i<n > 


2(-d* +i 2 card ru 

k=l l<ii<i2<"-</jfc<n vl <j<k 


Demonstration 

D’apres les lois de de Morgan, le complementaire d’une reunion est l’intersection des 
complementaires. La fonction caracteristique du complementaire verifie : 


1a = 1 - lj 


Nous en deduisons done, en passant au complementaire : 


i u A' _ i i u A; - i i n a , 

n 1 <i<« l<i<n 


=i - n i a 7 =i - n 


Si nous developpons le produit f[ (1 - 1a,), nous obtiendrons 2" termes en choisissant 

1 <i<n 

tantot 1. tantot -l A .. A chaque terme du produit developpe, nous pouvons associer la 
partie J de || I , n || des entiers j pour lesquels le terme -1 a apparait. A chaque partie J 
non vide correspond done le terme : 


"](-i A .) = (-ir dw p[i A . 


Lorsque / = 0, nous obtenons -1 X 1 X X 1 = -1 et nous en deduisons (apres avoir 
simplifie 1-1=0): 


i- = 2 c-D card(/)+i n ^ 

fci ' jej 

j*q 


Comme le cardinal se deduit des fonctions caracteristiques : 


card (A) = 1 A ( W ) 


et comme la fonction caracteristique d’une intersection est le produit des fonctions ca- 
racteristiques, nous en deduisons la formule du crible. 



COURS & METHODES 


Denombrement 


Corollaire - Reunion d’ensembles disjoints 

Le cardinal de la reunion de sous ensembles deux a deux disjoints est la somme des 
cardinaux : 

n \ n 

(V; 4- j, Aj n Aj = 0 ) => card |^JA; - card (A,) 

V;=i 7 i= 1 

Exemple - Methode du crible d'Erathostene 

La formule du crible doit son nom a la methode du crible d’Erathostene, qui permet 
d’ identifier les nombres premiers. Par exemple, pour identifier les nombres premiers 
de 1 a 48, on commence par barrer les multiples de 2, puis les multiples de 3 et 
de 5. Les nombres qui n’ont pas ete barres sont alors exactement le nombre 1 et les 
nombres premiers (difFerents de 2, 3 et 5) inferieurs a 48. 

En efFet, un nombre inferieur a 48 qui n’est pas premier a un diviseur premier infe- 
rieur a V48, done strictement inferieur a 7. Ce facteur premier est necessairement 
egal a 2, 3 ou 5. 

La formule du crible permet de savoir a priori combien de nombres ont ete barres. Si 
on note A n l’ensemble des multiples de l’entier n compris entre 1 et 48, nous pouvons 
remarquer que card (A„) est la partie entiere de 

L’ensemble des nombres barres est B — A 2 U A 3 U Ag. D’apres la formule du crible : 
card (B) = card (Ai) + card (A 3 ) + card (A 5 ) 

- (card (A 2 fi A 3 ) + card (A 2 n A 5 ) + card (A 3 n A 5 ) ) 

+ card (A 2 O A 3 n A 5 ) 

Notons que A 2 n A 3 = A(, est l’ensemble des multiples de 2 et de 3, done l’ensemble 
des multiples de 6. De meme, A 2 n A 5 = A 10 , A 3 n A 5 = A 15 et A 2 n A 3 n Ag = A 30 . 
Done : 

card (B) = card (A 2 ) + card (A 3 ) + card (Ag) 

- (card(Ag) + card(Aio) + card(Aig)) + card(Ago) 

= 24+16 + 9- 8 - 4- 3 + 1 =35 

11 y a done : 

. 35 nombres barres (dont 3 nombres premiers) entre 1 et 48, 

. 13 nombres qui n’ont pas ete barres, parmi lesquels le nombre 1 et 12 nombres 
premiers. 

Sans avoir besoin de les identifier explicitement, nous savons done qu’il y a exacte- 
ment 15 nombres premiers entre 1 et 48. 

21.2 Penombrements usuels 

21.2.1 Permutations d’un ensemble fini 

Definition - Permutation 

Une permutation d’un ensemble fini Q est une bijection de Q dans Q. 
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Theoreme - Denombrement des permutations 

Le nombre de permutations d’un ensemble Qa n elements est le nombre note n\ (facto- 
rielle n ) : 

n ! = 1 x 2 x • • • x n 

Demonstration 

Une permutation cr d’un ensemble a n elements ojj, numerates de 1 an est caracterisee 
par les images successives de ses elements : 

1. il y a n possibilites pour l’image de oj \ , 

2. une fois fixee l’image de u >\ , il y a n - 1 possibilites pour l’image de ojt, 

3. puis n — 2 possibilites pour celle de op , et ainsi de suite 

Le nombre total de possibilites est done n X (n - 1) X • • • X 1 . ■ 

Exemple 

Le nombre de famous de trier un jeu de 32 cartes est le nombre de permutations d’un 
ensemble a 32 elements, e’est-a-dire 32!. 

21.2.2 Modele du tirage a wee remise 

Le tirage avec remise consiste a realiser le tirage successif de p elements d’un ensemble 
O, en remettant l’element tire a Tissue de chaque tirage. Le resultat est la liste ordonnee 
des elements tires successivement (dans laquelle un element donne peut eventuellement 
apparaitre plusieurs fois) : 

Definition - Liste (avec repetition) 

Soit 11 un ensemble fini a n elements. Une p-liste a valeur dans Q est un p-uplet 
(x\, . . . , Xpj d’elements de Cl. 

Theoreme - Denombrement des p listes 

Si Ap(Cl) est l’ensemble des p-listes a valeur dans un ensemble Q a n elements : 

card (a p (£2)) = n p 

Demonstration 

A p (Cl) - Cl p = ClxClx ■ ■ ■ x Cl 

p fois 

Done : card (/\ ; ,(Q )j = card (Cl) x card (Q) x • • • x card (O) = n p 

p fois 

Exemple 

Une urne contient 10 boules numerotees de 1 a 10. On effectue 5 tirages successifs 
avec remise et on note les numeros obtenus. Le nombre total de tirages possibles est 
le nombre de 5-listes a valeur dans {1,2,..., 10), e’est-a-dire 10 5 . 
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21 . 2.3 


21 . 2.4 


Modele du tirage sans remise 

Le tirage sans remise consiste a realiser p tirages successifs d’elements d’un ensemble Q. 
sans remettre T element tire a Tissue de chaque tirage. Le resultat est la liste ordonnee des 
elements tires successivement (dans laquelle un element donne ne peut pas apparaitre 
plus d’une fois) : 

Definition - Liste sans repetition 

Une p-liste sans repetition a valeur dans un ensemble Q est un p-uplet (x \ , . . . , x p 'j 
d’elements de Q deux a deux distincts. On parle aussi d’arrangement de p elements 
pris parmi n. 


Theorem' - Denombrement des listes sans repetition 

Le nombre de p-listes sans repetition a valeur dans un ensemble a n elements est : 


&h = n(n - 1) • • -in - p + 1) = < (n - p)\ 


si p < n 


p termes 


o 


Remarque - Denombrement des injections entre ensembles finis 

J\F n est le nombre d’injections d’un ensemble de p elements dans un ensemble a n ele- 
ments. En effet, si A = {fli, . . . , est un ensemble a p elements et B = {Zq, . . . , b„) 
un ensemble a n elements, on peut associer a toute injection cr : A — > B la p-listes des 
images des elements de A : (cr(fl!), . . . , cr(a p )J. 


Demonstration 

Lorsque Ton realise un tirage sans repetition, on a n choix possibles pour le premier 
tirage, n - I choix possibles pour le deuxieme tirage et ainsi de suite, soit : 

${ p n = n x (n — 1) x • • • x (n — p + 1) 

p facteurs 


Si p < n, on en deduit J\F n = 
done Jl p — 0. ■ 


. Si p > n + 1, Tun des termes du produit est nul, 

( n-p)\ 


Exemple 

20 athletes s’alfrontent lors d’une competition On suppose qu’il ne peut pas y avoir 
d’ex-aequo. Le nombre de podiums possibles est le nombre de 3-listes sans repetition 
dans Tensemble des 20 athletes : il y a done Q podiums possibles. 


Modele du tirage simultane 

Le tirage simultane consiste a tirer simultanement k elements d’un ensemble Q. Le resul- 
tat est une partie a k elements de Tensemble Q : 

Definition - Coefficients binomiaux 

Soient k et n deux entiers. Le coefficient binomial ("'j est le nombre de parties a k ele- 
ments d’un ensemble a n elements. 
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Remarque - Notation obso- 
lete C* 

On utilise parfois la notation 
C k n (« combinaison de k ele- 
ments parmi n ») pour desi- 
gner le coefficient binomial 
(£). La notation Q a remplace 
la notation C„ dans les pro- 
grammes officiels de classes 
preparatoires en 1995. 


Remarque - Par convention, nous definirons : 



lorsque k < 0. 


Exemple 

Blaise joue au loto une grille de 6 numeros distincts choisis entre 1 et 49. Le nombre 
de grilles possibles est egal a ( 4 6 9 ). 


Propriety - Coefficients binomiaux 

Les coefficients binomiaux verifient : 


1. Complementaire : 


2. Formule de Pascal : 



n 

k + 1 


n + 1 
k+ 1 


3. Identite de Van der Monde : 



Demonstration 

Toutes les formules presentees peuvent se demontrer par un denombrement approprie. 

1. Complementaire : est le nombre de famous de choisir k elements parmi n. Or il 

revient au meme de selectionner les n - k elements mis de cote. Comme il y a 
fa 5 ons de selectionner ces n - k elements, on obtient : 



2. Formule de Pascal : il y a deux types de parties a k + 1 elements dans un ensemble a 
n + 1 elements : 

(a) Les parties qui contiennent le n + 1-ieme element oj„ + i , qui sont obtenues par 
reunion de a > n+ 1 avec une partie a k elements dans l’ensemble des n premiers 
elements, ce qui fait possibilites, 

(b) Les parties qui ne contiennent pas le n + 1-ieme element, qui sont done des 
parties a k + 1 elements dans P ensemble des n premiers elements, ce qui fait 
G+i) P os sibilites. 

On obtient ainsi deux sous-ensembles disjoints, dont la reunion est P ensemble des 
parties a k + 1 elements dans un ensemble a n + I elements. Le cardinal total est alors 
la somme des cardinaux des sous-ensembles, d’ou : 


n + 1\ 
k+ 1/ 
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3. Identite de Van der Monde : un ensemble a n + m elements peut etre obtenu comme 
reunion d’un ensemble a n elements (par exemple : n boules vertes numerotees de 1 
a ri) et d’un ensemble a m elements (par exemple : m boules rouges numerotees de 
n + 1 a n + m). Nous pouvons decomposer les parties a k elements suivant le nombre 
de boules vertes. 

Si 1’ ensemble contient p boules vertes, il est obtenu par reunion : 

(a) d’un ensemble de p boules vertes choisies parmi n, soit ("j possibilites, 

(b) d’un ensemble de k - p boules rouges choisies parmi m, soit (/" p ) possibilites, 
En faisant la somme sur tous les cas possibles (qui sont deux a deux disjoints) : 

Z k (n\( m \ (n + m\ 

JJU-iM ) ■ 

Remarque - Coefficient binomial negatif 

Remarquons que lorsque k > n, a un sens combinatoire : c’est le nombre de parties 
a k elements dans un ensemble a n elements. Comme k > n, il n’y a pas de partie a k 
elements, done = 0. Par contre, n’a pas de sens combinatoire : on ne peut pas 
definir de parties ayant un nombre n — k < 0 d’elements. Par convention, nous avons 
:(,!,) = 0 = (;). 

Remarque - Triangle de Pascal 

La formule de Pascal fournit un algorithme explicite de calcul des coefficients bino- 
miaux : on dessine un tableau (appele triangle de Pascal), dans lequel on indique le 
coefficient binomial a la n + 1-ieme ligne et la p + 1-ieme colonne (sans indiquer 
les valeurs nulles). Le tableau se remplit ligne apres ligne, chaque terme se calculant en 
faisant la somme du terme immediatement au dessus et au dessus a gauche : 

p = 0 12345 
n = 0 1 

n = 1 1 1 

n = 2 1 2 1 

n= 3 1 331 

n= 4 1 4641 

n - 5 1 5 10 10 5 1 


Exemple - Autres proprietes des coefficients binomiaux 

En utilisant des methodes de denombrement, nous pouvons verifier les proprietes 
supplementaires : 


1 . Formule de Pascal generalisee : lorsque k < n : 




2 . 


Double produit binomial : lorsque p < k < n : 

k\(n\ ln\/n — k' 

Pi W [p)\k - P, 

En particulier, lorsque p — 1 : 
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Demonstration 


1. Formule de Pascal generalisee : on decompose l’ensemble des parties a k + I elements 
dans F ensemble a n + 1 elements 11, n + 1]] selon leur plus grand element, qui peut 
varier de k + 1 a n + 1 . 

Si le plus grand element est p + 1 , la partie consideree est la reunion de p + 1 et 
d’une partie a k elements dans l’ensemble [| 1 , /? || des p premiers elements, ce qui fait 
(fy possibilites. En faisant la somme sur tous les cas possibles (qui sont deux a deux 
disjoints), c’est-a-dire pour p variant de A: a n. on en deduit : 



n + 1 
k+ 1 


2. Double produit binomial : fixons trois entiers k < p < n. 

Un manager gere une equipe de n personnes. II doit choisir d’offrir une promotion a 
p subordonnes, et d’attribuer une primes a k personnes promues. II peut commencer 
par choisir les p promotions parmi ses n subordonnes, puis les k primes parmi les p 
promotions, soit au total : (^)(f) possibilites. 

II peut egalement commencer par choisir les k primes, puis les p - k promo- 
tions sans primes parmi les n - k personnes restantes, soit au total : possi- 

bilites. ■ 


Remarque - La formule du double produit binomial est utilisee en probabilite pour 
calculer Fesperance ou la variance des loi binomiales ou hypergeometriques. 


II existe une formule explicite pour calculer les coefficients binomiaux : 


Theoreme - Formule de calcul des coefficients binomiaux 

Si on note 0! = 1 par convention, le coefficient binomial ("j se calcule par la formule : 



nl 

k\(n-k)\ 

0 


si 0 < k < n 
sinon 


Demonstration 

Nous avons denombre le nombre de /c-listes sans repetition dans un ensemble a n ele- 
ments en notant que nous avons n choix possibles pour le premier element, n— 1 pour le 

deuxieme, etc..., et n - k + 1 pour le dernier : 

k termes 

Nous pouvons egalement le denombrer en deux temps : 

1. en fixant les k elements de la liste, qui est un sous ensemble a k elements parmi n. soit 
en tout ("j possibilites, 

2. une fois fixes ces elements, en determinant l’ordre de tirage des k elements : nous 
avons k choix pour le premier element, k - 1 pour le deuxieme etc..., soit k\ choix au 
total. 

Done : 
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21.3 Exemple : jeu de carte et denombrement 


Methode 1 Denombrer 

Pour denombrer un ensemble E, on dispose des methodes suivantes : 

1. denombrement direct de E 

(a) identifier un des trois modeles primaires : tirages simultanes (combinaisons), tirages successifs 
sans remise (arrangements), tirages successifs avec remise (A:-liste avec repetition), 

(b) decouper E en parties disjointes que l’on sait denombrer, 

(c) en dernier recours, decouper E en parties non disjointes que l’on sait denombrer et appliquer 
la formule du crible. 

2. denombrement du complementaire de £ a l’aide des methodes ci-dessus. 

Exemple d'application 

Nous disposons d’un jeu de 32 cartes, et nous distribuons une main de 8 cartes a un joueur. Nous 
nous interessons aux problemes suivants : 

1. Combien peut-on former de mains ne contenant pas 1’ As de Pique ? 

2. Combien peut-on former de mains contenant au moins 1 As ? 

3. Combien peut-on former de mains contenant exactement 2 As ? 

4. Combien peut-on former de mains contenant au plus 1 Pique ? 

5. Combien peut-on former de mains contenant exactement 2 As ou exactement 5 Piques ? 

Solution 

Le modele de reference est celui des tirages simultanes. Le nombre total de mains possibles est done 
le nombre de combinaisons de 8 elements pris parmi 32. 11 y a done ( :, x 1 2 j mains possibles. 

1. Denombrement direct : mains sans I’As de Pique 

Nous pouvons denombrer directement le nombre de mains sans l’As de Pique. 11 s’agit de choisir 
8 cartes parmi les 31 cartes differentes de l’As de Pique. Le nombre de mains sans l’As de Pique est 
done le nombre de combinaisons de 8 elements pris parmi 31, soit ( 3 g j possibility. 

2. Denombrement indirect : mains contenant au moins un As 

Nous pouvons denombrer le nombre de mains contenant au moins un As, en denombrant l’ensemble 
complementaire : les mains ne contenant aucun As. Le nombre de mains sans As est le nombre de 
combinaisons de 8 cartes prises parmi les 28 cartes differentes des 4 As, e’est-a-dire ( 2x j. Or il y a 
( x 2 ) mains possibles. Done le nombre de mains contenant au moins un As est : 



564 


3. Denombrement direct plus complique : mains contenant exactement deux As 

Pour denombrer le nombre de mains contenant exactement deux As, notons que chaque main est 
constitute de : 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Denombrement 


COURS & METHODES 


21 


1. 2 As, choisis parmi les 4 As du jeu : il y a ( 4 j possibilites, 

2. 6 autres cartes, choisies parmi les 28 autres cartes du jeu : il y a L 8 ) possibilites, 

ce qui fait au total (i)( 2 fi 8 ) possibilites. Le nombre total de mains contenant exactement deux As est 
done : 


N = 


4\/28 
2 6 


Remarque - Pourquoi a-t-on multiplie les nombres ( 4 j et ( 2 g 8 ) ? Lorsque l’on dit qu’il y a ( 4 ) fa§ons 

de choisir les 2 As, on « decoupe » 1’ ensemble des mains cherchees en ( 4 j sous-parties deux a deux 
disjointes. Chacune de ces sous-parties contient les mains pour lesquelles les 2 As sont les memes : 
les mains avec les As de Cceur et Carreau, les mains avec les As de Cceur et Pique, etc. 

Ensuite, lorsque Ton dit qu’il y a ( 28 ) choix pour les 6 autres cartes, on denombre ces sous-parties : 
pour un couple d’ As donne, il y a ( 2 g 8 ) mains contenant ces 2 As. 

Le cardinal de l’ensemble des mains contenant exactement 2 As est la somme des cardinaux des 
sous-parties (elles sont deux a deux disjointes). Or il y a ( 4 j sous-parties, toutes de cardinal ( 28 j. 
Ainsi le cardinal de l’ensemble des mains contenant exactement 2 As est : 



4' 

2 



(j) termes 


4. Denombrement direct : mains contenant au plus 1 Pique 
Pour denombrer les mains contenant au plus 1 Pique, on distingue : 

1. Les mains ne contenant aucun Pique 

Il y a 24 cartes differentes des 8 Piques, done le nombre de mains ne contenant aucun Pique 
est ( 24 ). 

2. Les mains contenant exactement 1 Pique 

(a) on choisit l’unique Pique parmi les 8 Piques disponibles : il y a ( 8 ) = 8 choix possibles, 

(b) on choisit les 7 autres cartes parmi les 24 cartes differentes des Piques, il y a f 24 ) choix pos- 
sibles. 

Il y a done 8( 24 ) mains contenant exactement 1 Pique, 

Le nombre de mains contenant au plus 1 Pique est done : 



Remarques 

1. Pourquoi a-t-on multiplie 8 et ( 24 j ? L’ explication est la meme que pour le denombrement pre- 
cedent : on a « decoupe » l’ensemble des mains contenant exactement 1 Pique en 8 sous-parties 
deux a deux disjointes, toutes de cardinal ( 24 j. Chacune de ces sous-parties est constitute des 
mains contenant la meme carte de Pique. 

2. Pourquoi a-t-on additionne ( 24 j et 8( 24 ) ? On a « decoupe » 1’ ensemble des mains contenant au plus 
1 Pique en deux sous-parties disjointes : l’ensemble des f 24 ) mains ne contenant aucun Pique et 

l’ensemble des 8( 24 j mains contenant exactement 1 Pique. Le cardinal de l’ensemble des mains 
© contenant au plus 1 Pique est alors la somme des cardinaux des deux sous-parties disjointes. 
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5. Denombrement par la formule du crible : mains contenant exactement 2 As on exactement 
5 Piques 

Si on note E 1’ ensemble des mains contenant exactement 2 As, F 1’ ensemble des mains contenant 
exactement 5 Piques, nous devons denombrer la reunion E U F. 



Une des principales sources d'erreurs en denombrement est de considerer comme disjointes des parties qui ne 
le sont pas. Ici, E et F ne sont pas des parties disjointes : nous allons denombrer E u F en utilisant la formule du 
crible. 


D’apres la formule du crible : 


card (EU F) = card (E) + card (F) - card (E n F) 


Nous avons denombre : 


card (E) - 


Pour denombrer F, notons qu’une main contenant exactement 5 Piques est constitute de : 


1. 5 Piques, choisis parmi les 8 Piques du jeu : il y a ( 5 j possibilities, 

2. 3 autres cartes, choisies parmi les 24 autres cartes du jeu : il y a f 24 ) possibility, 
c’est-a-dire 


card (F) = 


Pour denombrer E n F, c’est-a-dire les mains contenant exactement 2 As et exactement 5 Piques, il 
faut distinguer : 

1. Les mains contenant I'As de Pique 

(a) 11 faut choisir 1’ As de Pique, 


(b) Il faut choisir 1 As parmi les 3 autres As du jeu : ^ possibility, 


(c) Il faut choisir 4 Piques parmi les 7 autres Piques du jeu ( 4 j possibility, 

(d) Il faut encore choisir 2 cartes parmi les 21 cartes restantes (ni As, ni Pique : 7 Cceurs, 7 Carreau 
et 7 Trefles) : ( 21 ) possibility, 

Le nombre de mains contenant exactement 2 As et exactement 5 Piques, dont l’As de Pique est 
done : 

.. /3\/7\/21\ 


W W\ 2 / 

2. Les mains ne contenant pas I ’As de Pique 

(a) Il faut choisir 2 As parmi les 3 autres As du jeu : possibility, 

(b) Il faut choisir 5 Piques parmi les 7 autres Piques du jeu : Qj possibility, 

(c) Il faut encore choisir 1 carte parmi les 21 cartes restantes : ( 21 ) possibility, 

Le nombre de mains contenant exactement 2 As et exactement 5 Piques, mais pas l’As de Pique 
est done : 

-Sffi'l 
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Le nombre de mains contenant exactement 2 As ou exactement 5 Piques est done : 



2 As 5 Piques 


7 V 21 

4 2 


avec l’As de Pique 




sans l’As de Pique 


2 As et 5 Piques 


Synthese 


Savoirs 

. Formule du crible : le cardinal d’une reunion de n 
sous ensembles d’un ensemble fini se deduit des car- 
dinaux des sous ensembles et de toutes leurs inter- 
sections possibles, 

. Les modeles usuels de denombrement : 

- II y a n\ permutations dans un ensemble a n ele- 
ments 

- Tirage avec remise de p elements dans un en- 
semble a n elements : il y a n p /?-listes (avec repe- 
tition eventuelle) dans un ensemble a n elements, 

- Tirage sans remise de p elements dans un en- 
semble a n elements : il y a /7-listes sans re- 
petition dans un ensemble a n elements, ou : 

n I , ” ! ,i si p < n 

X = n{n-\)...{n-p+l) = \ ( *-P* / 

s. " 10 si p > n 

p termes v 

- Il y a parties a p elements dans un ensemble a n 
element, ou le coefficient binomial (jJ se calcule : 

Savoir-faire 

. Denombrement : denombrement direct, denombre- . Reconnaitre les modeles usuels : tirage avec remise 
ment du complementaire, utilisation de la formule du (p-listes avec repetition eventuelle), tirage sans re- 
crible, mise, permutations, parties d’un ensemble fini, 

. Calculer les coefficients binomiaux avec le triangle 
de Pascal. 


© 


1 . en completant le triangle de Pascal 

2. ou par la formule : 

( n ) = ±«p = li*hv. si p^ n 

\p) pi " |o si p > n 

Par convention, on pose = 0 lorsque p < 0. 

Les differents tirages possibles de p ele- 
ments dans un ensemble a n elements sont 
recapitules dans le tableau ci dessous : 
Tirage Ordre Repetition Modelisation Denombrement 
Avec remise oui oui p-liste n p 

Sans remise oui non /?-liste sans repetition ^ 

Simultane non non partie a p elements 
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Tests de connaissances 

21.1 Combien y-a-t-il de maniere d’obtenir 10 € avec des 

i- GXi) 

pieces de 1 et 2 € ? 
1. 5 

O <2/2 <27 1 

2. 6 

3. 3!( 3 )Q 

3. 10 

21.5 On pioche a nouveau simultanement 3 boules dans une 

21.2 Le nombre de p-listes dans un ensemble a n elements 

urne contenant 4 boules blanches numerotees de 1 a 4 

est : 

et 3 boules noires numerotees de 5 a 7. Combien y- 

1. n p 

a-t-il de tirages tels que le plus grand numero tire est 

2 - (:) 

inferieur ou egal a 5 ? 

3. X 

1 (0 

21.3 On distribue une main de 8 cartes dans un jeu de cartes 

2. X 

de 32 cartes. On ne distingue pas les mains contenant 

5 

les memes cartes. Combien y-a-t-il de mains contenant 

3 - Q - (2) _ (2) 

au moins 1 roi ? 

21.6 On tire avec remise 4 boules dans une urne contenant 4 

>• fiX?) 

boules blanches numerotees de 1 a 4 et 3 boules noires 

2. ( 32 ) - ( 28 ) 

numerotees de 5 a 7. Combien y-a-t-il de tirages conte- 

V 8 / \ 8 / 

nant exactement 2 boules noires ? 

3- ofiveifi.vGX’.vex?) 

1. 3 2 4 2 

21.4 On pioche simultanement 3 boules dans une urne 


contenant 4 boules blanches numerotees de 1 a 4 et 

2. (j)3 2 4 2 

3 boules noires numerotees de 5 a 7. Combien y-a-t-il 


de tirages contenant exactement 2 boules noires ? 

o <zi2 <zr2 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 

• le deuxieme chiffre est 1, 2, 3, 4, 5 ou 8 

sont donnees page 570. 


- 

Combien peut-on avoir de numeros de telephone en France 

21.7 

metropolitaine ? 

Une PME de 498 employes procede a l’election de 7 dele- 


gues du personnel. Chaque employe vote pour 7 candidats. 

21.9 

On suppose qu’il n’y a ni vote nul, ni abstention. On consi- 

Un etudiant a achete les 5 volumes des Recherches sur la na- 

dere 3 candidats A , B et C. 265 employes ont vote pour A, 

ture et les causes de la richesse des nations d’Adarn Smith. 

160 pour A et B, 144 pour A et C, 108 pour A, B et C, 71 pour 

Au gre de ses lectures et relectures, il range ces 5 volumes 

B et C mais pas pour A, 57 pour C mais pas pour A ni pour 

dans un ordre quelconque sur une etagere : combien d’ordres 

6, 1 14 pour B mais pas pour A. 

lui sont proposes ? 

1. Combien d’employes ont vote pour B ? 


2. Combien d’employes ont vote pour C ? 

21.10 

3. Combien d’employes n'ont vote ni pour A, ni pour 6, 

Une societe de voyage propose a ses clients le tour de l’Eu- 

ni pour C ? 

rope en 8 jours. 11 s’agit de visiter 4 capitales europeennes 

- 

en passant deux jours dans chaque ville. Les capitales sont 

21.8 

a choisir parmi Rome, Paris, Londres, Amsterdam, Madrid, 

Les numeros de telephone en France metropolitaine sont 

Prague et Budapest. 

constitues de 10 chiffres : 

Combien y-a-t-il de circuits possibles ? 

• le premier chiffre est 0 

k 


568 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Denombrement 


TESTS & EXERCICES 




21.11 

21.13 ® 

Harpagon range ses dix livres de compte, numerates de 1 a 

Le jeu de triomino est un jeu de domino avec des tuiles de 

10 sur une etagere. 

forme triangulaire, chaque sommet du triangle etant nume- 

De combien de manieres peut-il ranger ses livres de fafon a 

rate de 0 a 5. 

ce que les livres 1, 2 et 3 soient cote a cote (pas necessaire- 

Combien y-a-t-il de tuiles non superposables dans un jeu de 

ment dans cet ordre). 

triomino ? 

21.12 

21.14 

Un sac contient six boules blanches numerotees de 1 a 6, 

Le code confidentiel d'une carte bancaire est un nombre 

quatre boules rouges numerotees de 1 a 4, et deux boules 

constitue de 4 chiffres tous non nuls. 

vertes numerotees de 1 a 2. On tire quatre boules simulta- 
nement. 

1. Quel est le nombre total de tirages possibles ? 

2. Quel est le nombre de tirages : 

(a) ne comportant que des chiffres pairs ? 

(b) comportant exactement deux boules blanches et 
une boule rouge ? 

(c) comportant exactement une boule verte et une 
boule numerotee 1 ? 

1. Quel est le nombre de codes possibles ? 

2. Combien existe-t-il de codes : 

(a) de quatre chiffres differents ? 

(b) comportant une seule fois le chiffre 1 ? 

(c) comportant deux fois le chiffre 1, les deux autres 
chiffres etant differents entre eux ? 

(d) deux fois le chiffre 1 et deux fois le chiffre 2 ? 

(e) deux fois deux chiffres distincts ? 




rofondissement 


21.15 

1. Quel est le nombre de surjections de [[ 1 , 4]] dans 
H,3I? 

2. Quel est le nombre de surjections de [[1,6]] dans 
0,4]? 


21.16 

Un drapeau est un quadrillage avec differentes couleurs, ou 
deux portions de couleur identique ne peuvent pas avoir un 
cote commun. 


d\ 

a-2 

b\ 

t>2 


On dispose de n > 2 couleurs possibles pour colorier un dra- 
peau. 

1. combien y-a-t-il de drapeaux a 2 lignes et 2 colonnes ? 

2. combien y-a-t-il de drapeaux a 2 lignes et k colonnes ? 

21.17 

Un quadrillage Q„ a une longueur de n carreaux et une largeur 
de 2 carreaux. On pave Q„ par des dominos, c’est a dire par 


des rectangles d’une longueur de 2 carreaux et d’une largeur 
d'l carreau. 

Par exemple, lorsque n = 3, on peut paver Q 3 avec 3 domi- 
nos : 


On note u„ le nombre de fafons de paver Q n avec des domi- 
nos. 

1 . Calculer et « 2 - 

2. Determiner une relation de recurrence entre i/„ +2 , u n+ i 
et 

3. Donner l’expression de u„ en fonction de n puis sous 
forme de somme. 

21.18 ® 

Une « main » est un sous-ensemble d’un jeu de cartes. On 
distingue par convention 4 « couleurs » dans un jeu : carreau, 
coeur, pique, trefle. Avec un jeu de 52 cartes, combien peut-on 
former de mains de 8 cartes contenant : 

1. 2 coeurs et 6 piques ; 

2. 2 cartes d'une couleur et 6 d’une autre. 

3. les 4 couleurs. 


569 



Denombrement 


TESTS & EXERCICES 


21.18 ® 

On place r boules dans n tiroirs numerates. Quel est le 
nombre de repartitions possibles dans chacun des cas sui- 
vants : 

1. r < net chaque tiroir peut contenir au plus une boule ; 
les boules sont discernables (par exemple numerotees) 

2. r < n et chaque tiroir peut contenir au plus une boule ; 
les boules sont indiscernables. 

3. Chaque tiroir peut contenir la totalite des boules ; les 
boules sont discernables. 

4. Difficile : chaque tiroir peut contenir la totalite des 
boules ; les boules sont indiscernables 

21.19 

Dans une urne, il y a IV boules numerotees de 1 a N. On ef- 
fectue n tirages avec remise d’une boule dans cette urne. On 
appelle resultat la suite de ces tirages. 

1. Combien existe-t-il de resultats differents pour lesquels 
une boule donnee 6, est prelevee exactement k fois ? 

2. Combien existe-t-il de resultats differents pour lesquels 
une boule donnee fi, est prelevee exactement m fois au 
cours des r premiers tirages ? 

3. Combien existe-t-il de resultats differents pour lesquels 
une boule donnee fi, est prelevee pour la ,s-ieme fois au 
r-ieme tirage ? 


21.20 

Soient n et p deux entiers tels que 1 < p < n. 

1. Demontrer 

P 

2. En deduire une expression simplifiee de 



21.21 ® 



Dans une assemblee, il y a n hornmes et p femmes. On doit 
choisir un bureau comprenant a personnes (1 < a < n + p) 


1. Combien y-a-t-il de bureaux comprenant j hommes et 
a - j femmes ? 

2. En deduire 



en adoptant la convention Q = 0 si k < 0 ou k > n. 

3. En deduire 

\Z 


|> - d (/) = n ^::l) 


Indications 


21.13 On pourra distinguer les cas ou les trois sommets ont 
le nieme numero, les cas oil deux sommets ont le meme nu- 
mero a, le troisieme ayant un numero b distinct de a, et les 
cas oil les trois sommets ont des numeros distincts a < b < c. 
Lorsque les sommets ont des numeros distincts a < b < c, 
on peut former deux tuiles non superposables avec ces trois 
numeros : A 

/c\ 

[a 

21.18 Question 3 : si on note Mi l’ensemble des mains qui 
ne contiennent pas de pique, M 2 : pas de c 
oeur, M 3 : pas de trefle ou M 4 : pas de carreau, l’ensemble 
des mains qui contiennent les 4 couleurs est le complemen- 

taire de (J M,, que Ton peut denombrer avec la formule du 

l<i<4 

crible. 



21.18 Question 4 : lorsque les boules sont indiscernables, 
on peut imaginer deposer successivement le contenu de 
chaque tiroir sur des emplacements numerates, en commen- 
fant par l’emplacement numero 1 et en menageant un empla- 
cement vide avant de poser le contenu (eventuellement vide) 
de chaque tiroir. 

En notant T pour chaque emplacement vide. B pour chaque 
boule deposee, on represente chaque repartition possible par 
une liste de la forme : 


tiroir 1 tiroir 2 

Tb^~bt^~b 

Pl termes P 2 termes 



ou pk est le nombre de boules dans le k - ieme tiroir. 11 faut 
alors denombrer ces representations. 

21.21 Question 3 : on pourra exprimer Hi - I )('‘j en fonc- 
tion de puis de et utiliser la formule de la ques- 
tion 2 en remarquant que = (”)(„",-)• 
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La reponse 2 est correcte. Si on utilise k pieces de 
2 €, il faut utiliser 10-2A: pieces de 1 €. On utilise done entre 0 
et 5 pieces de 2 €, ce qui fait 6 possibility (5 en utilisant de 1 a 
5 pieces de 2 €, plus une en n'utilisant que des pieces de 1 €). 

La reponse 1 est correcte. 

La reponse 2. calcule le nombre de sous ensembles a p ele- 
ments dans un ensemble a n elements. 

La reponse 3. calcule le nombre de p-listes sans repetition dans 
un ensemble a n elements. 


Les reponses 2 et 3 sont correctes : on ne distingue 
pas les mains contenant les meme cartes, done 1" ensemble des 
resultats possibles est l'ensemble des parties a 8 elements parrni 
les 32 cartes du jeu. II y a ( 32 ) mains possibles (avec ou sans roi) 

reponse 2 : il y a ( 32 ) mains possibles, dont ( 28 ) sans roi (par- 
ties de 8 elements parmi les 28 cartes differentes des 4 rois), 

• reponse 3 : une main contenant exactement k rois est carac- 
terisee : 

- par le choix de k rois parmi 4 : possibilites, 

- par le choix de 8 - k cartes parmi les 28 autres : ( g 28 J pos- 
sibilites. 

Une main qui contient au moins un roi peut contenir de 1 
a 4 rois : en faisant la somme sur tous les cas possibles, on 

obtient au total ft P) + ft) P) + ftVf) + M Possi- 


bility. 


La reponse 1 est correcte : les resultats possibles 
sont les parties a 3 elements parmi les 7 boules. Le tirage 
contient exactement 2 boules noires lorsque : 

• on tire 2 boules parmi les 3 noires : Q possibilites, 

• on tire 1 boules parmi les 4 blanches : possibilites, 


soit au total : 
noires. 


tirages contenant exactement 2 boules 


21.5 


Les reponses 1 et 3 sont correctes : 


• reponse 1 : on tire 3 boules parmi les 5 boules de numero 
inferieur ou egal a 5 : (0 possibilites, 


• reponse 3 : il y a Q) tirages possibles, 

- si le plus grand numero tire est 7, on a tire le numero 7 et 
2 boules parmi les boules numerotees de 1 a 6 : (5) possi- 
bilites. 


- si le plus grand numero tire est 6, on a tire 
2 boules parmi les boules numerotees de 1 
bilites, 


le numero 6 et 
a 5 : possi- 


- sinon, le plus grand numero tire est inferieur ou egal a 5 


La reponse 2 est correcte : les resultats possibles 
sont les 4-listes avec repetition eventutelle parmi les 7 boules. 
Le tirage contient exactement 2 boules noires lorsque : 


on determine les instants ou on tire les 2 boules noires parmi 
les 4 tirages consecutifs : Q possibilites, 

on tire 1 boule parmi les 3 noires a chacun de ces 2 instants : 
3 2 possibilites, 


on tire 1 boule parmi les 4 blanches a chacun des 2 instants 
restants : 4 2 possibilites, 

soit au total : (^3 2 4 2 tirages contenant exactement 2 boules 
noires. 


Nous pouvons resumer les informations connues 
sur les votes par le diagramme suivant, qui precise les votes 
pour A, B et/ou C suivant les differents cas possibles : 



ou on indique les effectifs de chaque case en suivant les chiffres 
donnes par l’enonce, en commen§ant par le centre, vers l’exte- 
rieur : 

card (A n B n C) = 108 
car 108 employes ont vote pour A, B et C, 

card (A n S n C) = 160 - 108 = 52 

car 160 employes ont vote pour A et B , dont 108 ont egalement 
vote pour C, 

card (A n B n c) = 144 - 108 = 36 

car 144 employes ont vote pour A et C, dont 108 ont egalement 
vote pour B, 

card (AnBnCj = 71 

car 71 employes ont vote pour B et C mais pas pour A, 

card (A n B n c) = 265 - 52 - 36 - 108 = 69 

car 265 employes ont vote pour A, dont 52 ont vote pour B mais 
pas pour C, dont 36 ont vote pour C mais pas pour B, et 108 
ont vote pour B et C, 

card (I n B n c) = 1 14 - 71 = 43 
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car 114 employes ont vote pour B mais pas pour A, dont 7 1 ont 
vote pour C, 

card (A n B n c) = 57 

car 57 employes ont vote pour C mais ni pour A, ni pour 6, 

1. Nous en deduisons que : 

108 + (52 + 71) + 43 = 274 

employes ont vote pour B. 

2. Nous en deduisons que : 

108 + (36 + 71) + 57 = 272 

employes ont vote pour C. 

3. Nous en deduisons que : 

108 + (71 + 36 + 52) + (69 + 57 + 43) = 436 

employes parmi les 498 employes ont vote pour A, B ou 
C, done : 

498 - 436 = 62 

employes n’ont vote ni pour A, ni pour B, ni pour C. 


Numerotons les emplacements oil Harpagon range 
ses livres, en partant de la gauche vers la droite. Pour que les 
livres 1, 2 et 3 soient cote a cote (pas necessairement dans cet 
ordre) : 

1 . il faut choisir les trois emplacements consecutifs oil pla- 
cer les livres 1 a 3. Si le premier de ces trois livres est 
pose a l'emplacement n, les deux autres sont places aux 
emplacements «+letn + 2 < 10 , done n < 8:8 possi- 
bilites, 

2. il faut placer les livres 1 a 3 dans un ordre quelconque sur 
les trois emplacements consecutifs a partir de l’emplace- 
ment n : 3! = 6 possibilites, 

3. puis placer les 7 livres restants dans un ordre quelconque 
dans les 7 emplacements restants : 7! = 5040 possibilites 

Il y a done au total : 

8x6x5040 = 241 920 

possibilites pour ranger 10 livres de fafon a ce que les livres 1 , 
2 et 3 soient cote a cote (pas necessairement dans cet ordre) 


Les numeros de telephone en France metropoli- 
taine sont constitues de 10 chiffres : 

• le premier chiffre est 0 , 

• le deuxieme chiffre est 1, 2, 3, 4, 5 ou 8 , soit 6 possibilites, 

• les huit chiffres restants sont l’un des 10 chiffres de 0 a 9, 
done foment une 8 -liste (avec repetition eventuelle) a va- 
leurs dans [ 0 , 9J. 

Il y a done 1 x 6 x 10 s = 600 000 000 numeros de telephone 
en France metropolitaine. 

Il s’agit de choisir F ordre de rangement des 5 
livres : en numerotant les livres de 1 a 5, on peut associer a 
chaque rangement possible une permutation de [[1,5]]. Il y a 
done 5! = 120 ordres de rangement possibles. 

Un circuit est entierement determine : 

1. par le choix de 4 capitales parmi les 7 proposees : Q = 
35 possibilites, 

2. par le choix de 1" ordre de visite des 4 capitales choisies : 
4! = 24 possibilites. 

Il y a done 35 x 24 = 840 circuits possibles. 

Notons que Ton peut egalement considerer qu’un circuit est 
une 4-liste sans repetition parmi les 7 capitales proposees (le 
F-ieme element de la liste etant la £-ieme capitale visitee). Il y 
a alors 

= 7 x 6 x 5 x 4 = 840 

4 termes 

circuits possibles. 


1. On tire 4 boules simultanement. Le resultat est done une 
partie de 4 boules parmi les 12 boules de Furne : il y a 
(* 4 ) = 495 tirages possibles. 

2. (a) Il y a 6 chiffres pairs. Les tirages ne comportant que 

des chiffres pairs sont tous les tirages de 4 boules 
parmi les 6 boules avec un numero pair : il y a done 
= 15 tirages possibles ne comportant que des 
chiffres pairs. 

(b) Un tirage comportant exactement deux boules 
blanches et une boule rouge est determine par : 

i. le choix de 2 boules parmi les 6 blanches : 

= 15 possibilites, 

ii. le choix d’une boule parmi les 4 rouges : 

= 4 possibilites, 

iii. le choix d’une boule parmi les boules ni 
blanches, ni rouges, done parmi les 2 boules 
vertes : (j) = 2 possibilites, 


Il y a done ( 27 ( 17 ( 1 / = 120 tirages comportant exac- 
tement deux boules blanches et une boule rouge. 

(c) Un tirage comportant exactement une boule verte et 
une boule numerotee 1 est determine par : 

i. soit par le choix de la boule verte numero 1 , 
et le choix de 3 boules parmi les 8 boules ni 
vertes, ni numerotees 1 : ( 3 ) = 56 possibilites, 

ii. soit par le choix de la boule verte numero 2 , 
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A. le choix d'une boule numerate 1 parmi la 
boule blanche ou rouge numero 1 : 2 possi- 
bilites, 

B. le choix de deux boules parmi les 8 boules 
qui ne sont ni vertes, ni numerotees 1 : 

= 28 possibility 

soit au total 2 x 28 = 56 possibility, 


21.14 


1. Un code est une 4-liste (avec repetition eventuelle) dans 
|[1, 9|. II y a done 9 4 = 6561 codes possibles. 

2. (a) Un code de quatre chiffres differents est une 4- 

liste sans repetition dans |[ 1 , 9]] . II y a done = 
9x8x7x6 = 3024 codes de quatre chiffres diffe- 
rents. 


Les deux choix pour la boule verte forment des si- 
tuations disjointes. done le cardinal cherche sera la 
somme des cardinaux trouves. II y a done 56 + 56 = 
112 tirages comportant exactement une boule verte 
et une boule numerotee 1 . 


Distinguons suivant le nombre de chiffres diffe- 
rents inscrits sur la tuile : 

1. Si les trois chiffres sont egaux, on peut former une seule 
tuile utilisant ces trois chiffres : 6 possibility. 



2. Si deux chiffres sont egaux a a, le troisieme egal a b t a, 
on peut former une seule tuile deux fois a, une fois b. En 
posant les deux sommets avec a en bas : 



(b) Un code comportant une seule fois le chiffre 1 est 
determine : 

i. en choisissant la position du chiffre 1 : 4 possi- 
bilites, 

ii. en choisissant pour chacun des trois autres 
chiffres un des 8 chiffres differents de 1 : 8 3 
possibility 

II y a done 4 x 8 3 = 2048 codes comportant une 
seule fois le chiffre 1. 

(c) Un code comportant deux fois le chiffre 1. les deux 
autres chiffres etant differents entre eux est deter- 
mine : 

i. en choisissant la position des deux chiffres 1 

parmi les 4 positions possibles : = 6 possi- 

bilites, 

ii. en choisissant pour le premier des chiffres res- 
tant un des 8 chiffres differents de 1 : 8 possi- 
bility 

iii. en choisissant pour le dernier des chiffres res- 
tant un des 7 chiffres differents de 1 et du 
chiffre precedemment choisi : 7 possibility 


II y a 6 possibilites pour le choix de a, une fois choisi a, 
5 possibilites pour b, done : 6 x 5 = 30 possibilites au 
total. 

3. Si les trois chiffres a, b et c sont tous differents, on peut 
former deux tuiles non superposables avec ces trois nu- 
meros. En posant le sommet a en bas a gauche : 



II y a done 6x 8x 7 = 336 codes comportant deux 
fois le chiffre 1, les deux autres chiffres etant diffe- 
rents entre eux. 

(d) Un code comportant deux fois le chiffre 1 et deux 
fois le chiffre 2 est determine par le choix de la po- 
sition des chiffres 1 (les chiffres 2 etant places aux 
positions restant libres). 

II y a done ( 4 ) = 6 codes comportant deux fois le 
chiffre 1 et deux fois le chiffre 2. 

(e) Un code comportant deux fois deux chiffres dis- 
tincts est determine : 


II y a Q = 20 possibilites pour choisir les trois chiffres 
(parmi les 6 chiffres de 0 a 5) sur les sommets, puis deux 
possibilites pour les placer de fafon a former des tuiles 
distinctes, done 2^®) = 40 possibilites au total. 

Ces trois cas formant des situations disjointes, les cardinaux 
s’additionnent, done le nombre de tuiles non superposables 
dans un jeu de triomino est egal a : 


6 + 30 + 40 = 76 


i. en choisissant les deux chiffres, parmi les 9 

chiffres possibles : = 36 possibilites, 

ii. en choisissant la position des deux plus petits 

chiffres parmi les 4 positions possibles : = 6 

possibilites, 

iii. les deux plus grands chiffres sont alors places 
aux positions restant libres. 

II y a done 0)( 4 ) = 36 x 6 = 216 codes comportant 
comportant deux fois deux chiffres distincts. 
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21.15 


1. Soit s une surjection de [[1.4] dans II, 3]. Soit i £ 11,3] 
et n, le nombre d'antecedents de i par s. Comme s est une 
surjection, n, > 1 pour tout i e 11,3]. De plus, comme s 
est definie sur II, 4] : ri\ + n 2 + n 2 = 4. II existe done un 
unique element k 6 II, 3] qui a deux antecedents par s ; 
tous les autres elements elements de 11,3] etant l’image 
d’un unique element de 11,4], s est done entierement 
determinee par : 

(a) Le choix de 1" element k 6 11,3] tel que k a deux 
antecedents par 5 : 3 possibility, 

(b) Une fois choisi k, le choix des deux elements de 
II, 4] d" image k par s : Q = 6 possibility, 

(c) Une fois choisis ces deux elements, le choix de 
F image du premier element restant dans 11,4], 
parmi les 2 entiers differents de k dans 1 1,3] : 2 
possibility, 

(d) L" image du dernier element restant dans 11,4] etant 
alors le dernier entier restant dans 11,3] 

Au total, il y a done 3 x 6 x 2 = 36 surjections de 11,4] 
dans 11,3]. 

2. Soit 5 une surjection de 1 1,6] dans 11,4], De deux 
choses l'une : 

(a) II existe un element k 6 1 1,4] qui a trois antece- 
dents par .s'. Dans ce cas s est done entierement de- 
terminee par : 

i. Le choix de l’element k e 11,4] qui a trois an- 
tecedents par s : 4 possibilites, 

ii. Une fois choisi k, le choix des trois elements de 
II, 6] d’image k par s : Q = 20 possibilites, 

iii. Une fois choisis ces trois elements, le choix 
de l’image ( du premier element restant dans 
1 1,6], parmi les 3 entiers differents de k dans 
1 1,4] : 3 possibilites, 

iv. puis le choix de l’image du deuxieme element 
restant dans 11,6], parmi les 2 entiers dilfe- 
rents de k et ( dans IL 4] : 2 possibilites, 

v. L’image du dernier element restant dans 11,6] 
etant alors le dernier entier restant dans 11,4] 

Au total, il y a done 4x20x3x2 = 480 surjections 
telles qu'il existe un element k 6 11,4] qui a trois 
antecedents par 5. 

(b) Il existe deux elements k < ( dans II, 4] tel que k et 
{ ont deux antecedents par i. Dans ce cas s est done 
entierement determinee par : 

i. Le choix des deux elements k < { dans 11,4] 
tels que k et £ ont deux antecedents par .s'. : 
(2) = 6 possibilites, 

ii. puis le choix des deux elements de 11,6] 
d’image k par .s : Q = 15 possibilites. 


iii. puis le choix des deux elements parmi les 4 
elements restants de 11,6] d' image C par 5 : 
(2) = 6 possibilites, 

iv. puis le choix de 1" image du premier element 
restant dans 11,6], parmi les 2 entiers diffe- 
rents de k et { dans II, 4] : 2 possibilites, 

v. l’image du dernier element restant dans 11,6] 
etant alors le dernier entier restant dans 11,4] 

Au total, il y a done 6x 15 x6x2 = 1080 sur- 
jections telles qu'il existe deux element k < l dans 
11,4] qui ont deux antecedents par .s'. 

Les deux cas (a) et (b) induisent des situations disjointes, 
done le cardinal cherche s’obtient en additionnant les car- 
dinaux trouves. Au total, il y a done 480 + 1080 = 1560 
surjections de 11,6] dans 11,4]. 


21.16 


1. Notons di, a 2 , b 1 et b 2 les quatre carreaux d’un drapeau 
a 2 lignes et 2 colonnes : 


a 1 

a 2 

b\ 

b 2 


Pour colorier le drapeau : 

(a) nous pouvons commencer par colorier a\ : n cou- 
leurs possibles, 

(b) puis nous pouvons colorier avec l'une des /z — 1 
couleurs differentes de celle de a 1, 

(c) puis nous pouvons colorier a 2 . 

i. si nous choisissons l’une des n - 2 couleurs dif- 
ferentes de celle de d\ et de b 1 , nous pouvons 
colorier b 2 avec l'une des n - 2 couleurs diffe- 
rentes de celle de a 2 et bi, 

ii. si nous choisissons la couleur de b\, nous pou- 
vons colorier b 2 avec l’une des n - 1 couleurs 
differentes de celle de a 2 , 

ce qui fait (n - 2) 2 + (n - 1) possibilites. 

Au total, il y a : 

N = n(n - 1) ((« - 2) 2 + (n - 1)) 

= n(n - 1) ( n 2 - 3n + 3) 

fa§ons de colorier un drapeau a 2 lignes et 2 colonnes 
avec n couleurs. 

2. Notons tfi, a 2 , les carreaux de la premiere ligne, 

b\, b 2 , . . . , bk les carreaux de la deuxieme ligne d'un dra- 
peau a 2 lignes et k colonnes 
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Cl\ 

a 2 

b] 

b 2 


at 

ae+ 1 

be 

be + 1 


Pour colorier le drapeau, nous pouvons commencer par 
colorier la premiere colonne : 

(a) nous pouvons commencer par colorier ct\ : n cou- 
leurs possibles, 

(b) puis nous pouvons colorier b[ avec l'une des n— 1 
couleurs differentes de celle de ct \ , 


soit n(n - 1) possibilites pour la premiere colonne. 

Une fois coloriees les f premieres colonnes, nous pou- 
vons colorier a c+l : 

(a) si nous choisissons l'une des n — 1 couleurs diffe- 
rentes de celle de ac et de be, nous pouvons colorier 
b {+ 1 avec l’une des n — 2 couleurs differentes de celle 
de a (+ 1 et b e . 


(b) si nous choisissons la couleur de b t , nous pouvons 
colorier b ( + 1 avec l’une des n— 1 couleurs differentes 
de celle de be, 

ce qui fait (n - 2) 2 + (n— 1) possibilites pour colorier la 
t + 1-ieme colonne. 

Au total, il y a : 


(a) La derniere colonne est pavee par un domino pose 
verticalement. 


Qn +1 


Dans ce cas, le pavage de Q„ + 2 se deduit du pavage 
de Q n+ 1 auquel on a accole un domino pose vertica- 
lement : u n+ 1 possibilites, 

(b) La derniere colonne est pavee par deux dominos po- 
ses horizontalement. 


Qn 


Dans ce cas, le pavage de Q n+ 2 se deduit du pavage 
de Q n auquel on a accole deux dominos poses hori- 
zontalement : u„ possibilites, 

Au total : 


N = n(n - 1) ((n - 2) 2 + (n - 1 ))* 


colonne 2 a k 
k-l 


= n(n - 1) (ti 2 - 3 n + 3^ 


fa§ons de colorier un drapeau a 2 lignes et k colonnes 
avec n couleurs. 


21.17 


1. II existe une unique fa§on de paver <2i : 


Done Ui = 1. 

II existe deux fa§ons de paver Q 2 : 


Done u 2 - 2. 


© 


2 . 


Pour paver Q „ + 2 , observons la derniere colonne de Q n+ 2 . 
II y a deux possibilites exclusives : 


Mn+ 2 ~ Un + 1 "t" Un 


Notons que, si on pose u 0 = 1 : 

u 2 = 2 = 1 + 1 = uq + U\ 


3. La suite (z<„)„ £N verifie une relation lineaire de recur- 
rence d’ordre 2 dont l’equation caracteristique est (£) : 
r 2 - r - 1 = 0. Le discriminant de ( E ) est : A = 1+4 = 5. 
Done ( E ) admet deux solutions reelles distinctes : 


Pi = 


1- V5 


et p 2 = 


1 + V5 


done il existe (a, b) 6 K. 2 tels que : 


V M I 1 - V5 r J1-V5 

Vn 6 N, u„ = a + b 


Nous savons que uo = 1 et Ui = 1, done a et b sont solu- 
tions du systeme de deux equations a deux inconnues : 
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En regroupant les termes en dans la seconde equa- 
tion, le systeme est equivalent aux systemes suceessifs : 


a + b = 1 

a + ft + V5f^ = l 


2 

a + b = 1 
V5 (a - b) = 1 

a + b = 1 


a - b ■ 


V5 


En faisant la somme puis la difference des deux identites, 
on elimine b ou a et on obtient : 


2 ci — 1 + ■ 


1 1 + V5 

V5~ V5 

, 1 1-V5 

2 b =1 — = — 

V5 V5 


Done : 


“■ = ^ l (‘ + ' /5 )"‘-( | -' /5 )'1 

Nous pouvons developper par la formule du binome, en 
remarquant que les puissances paires de V5 s’eliminent 
et que les puissances impaires s’additionnent : 


I \ 



V 0<2/t+l<n+l / 


2. Une main de 8 cartes contenant 2 cartes d'une premiere 
couleur Ci et 6 d'une deuxieme couleur C 2 t- Ci est en- 
tierement determinee : 

(a) par le choix de la couleur C 1 : 4 possibility, 

(b) par le choix de la couleur C 2 : 3 possibility, 

(c) le choix de 2 cartes parmi les 13 cartes de la couleur 
Ci : (j 3 ) possibility, 

(d) le choix de 6 cartes parmi les 13 cartes de la couleur 
C 2 : (* 6 3 ) possibility, 

II y a done 12( l 2 3 )( , 6 i ) mains de 8 cartes contenant 2 cartes 
d’une couleur et 6 d’une autre. 

3. Pour enumerer les mains de 8 cartes contenant les 4 cou- 
leurs, enumerons les mains complementaires avec la for- 
mule du crible. 

Soit Mi 1’ ensemble des mains qui ne contiennent pas de 
pique, M 2 Y ensemble des mains qui ne contiennent pas 
de cceur, M 3 1" ensemble des mains qui ne contiennent pas 
de trefle et M 4 l’ensemble des mains qui ne contiennent 
pas de carreau : 

card (MiU M 1 UM 1 U M 4 ) 

= ^ card (Mj) 

1<«<4 

- ^ card (m,- n M^ 

\<i<j<4 

+ ^ card ( Mj n Mj n M^j 

\<i<j<k<4 

- card (Mi n Mi fl M } n M 4 ) 

(a) Si on fixe une couleur, une main qui ne contient 
pas cette couleur est uniquement determinee par le 
choix de 8 cartes parmi les 39 d'une couleur diffe- 
rente, done pour tout i : 


card (Mj) = 



qui se simplifie : 

u„ = 

ke N tel que 
0<2&+l<n+l 


21.1S 


1. Une main de 8 cartes contenant 2 cceurs et 6 piques est 
entierement determinee par : 

(a) le choix de 2 coeurs parmi les 13 cceurs : ( 13 ) possi- 

bility, 

(b) le choix de 6 piques parmi les 13 piques : (* 6 3 ) pos- 
sibility, 

II y a done ( 2 3 )(* 6 3 ) mains de 8 cartes contenant 2 coeurs et 
6 piques. 


z 


11 + 1 
2k +1 


(b) Si on fixe deux couleurs i < j, une main qui ne 
contient pas ces deux couleurs est uniquement de- 
terminee par le choix de 8 cartes parmi les 26 d’une 
des deux couleurs restantes, done pour tout i < j : 

card {Mj n = 

(c) Si on fixe trois couleurs ; < j < k, une main qui ne 
contient pas ces trois couleurs est uniquement de- 
terminee par le choix de 8 cartes parmi les 13 de la 
couleur restante, done pour tout i < j < k : 

card ( Mj n Mj n M k ^j = 
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(d) Enfin, il n’existe pas de main contenant ni carreau, 
ni cceur, ni pique, ni trefle. 

Nous en deduisons, d'apres la formule du crible : 

card (M)U MiUMjU M 4 ) 

= ^ card(M,-) 

1<*<4 

4 termes 

- ^ card {Mi n M 

l<i<j<4 

( 2 ) = 6 termes 

+ ^ card (a/; n Mj n M kj 

\<i<j<k<4 


( 3 ) = 4 termes 



element de la liste etant le numero du tiroir ou est range 
la boule numero k. 

II y a done n r rangements possibles de r boules discer- 
nables dans n tiroirs discernables, chaque tiroir pouvant 
contenir jusqu'a la totalite des boules. 

4. Nous rangeons r boules indiscernables dans n tiroirs, nu- 
merotees de 1 a n, qui peuvent contenir chacun la totalite 
des boules. 

Deposons successivement le contenu de chaque tiroir 
sur des emplacements numerates, en commengant par 
l’emplacement numero 1, en menageant un emplacement 
vide avant de poser le contenu (eventuellement vide) 
de chaque tiroir. En notant T pour chaque emplacement 
vide, B pour chaque boule deposee, on represente chaque 
repartition possible par une liste de la forme : 

tiroir 1 tiroir 2 tiroir n 

feTTTsrsTTTs t~bT 7 ~b 

Pl termes P 2 termes p n termes 


II y a ( 5 g 2 ) mains de 8 cartes dans un jeu de 52 cartes, done 
il y a : 



mains de 8 cartes contenant les 4 couleurs. 


21.19 


1. Nous rangeons r boules numerotees de 1 a r dans n ti- 
roirs numerates de 1 a n, chaque tiroir pouvant contenir 
au plus une boule. 

A chaque rangement possible est associee une r-liste sans 
repetition a valeur dans |[l,nj, le k - ieme element de la 
liste etant le numero du tiroir ou est range la boule nu- 
mero k. 

Il y a done 3V n rangements possibles de r boules discer- 
nables dans n tiroirs discernables, chaque tiroir pouvant 
contenir au plus une boule. 

2. Nous rangeons r boules indiscernable dans n tiroirs nu- 
merates de 1 a n, chaque tiroir pouvant contenir au plus 
une boule. 

A chaque rangement possible est associe P ensemble des 
tiroirs qui contiennent une boule. Chaque rangement est 
done caracterise par une partie a r elements parmi les n 
tiroirs. 

Il y a done rangements possibles de r boules indiscer- 
nables dans n tiroirs discernables, chaque tiroir pouvant 
contenir au plus une boule. 


3. 


© 


Nous rangeons r boules numerotees de I a r dans n ti- 
roirs numerates de 1 a n, chaque tiroir pouvant contenir 
jusqu’a la totalite des boules. 

A chaque rangement possible est associee une r-liste 
(avec repetition possible) a valeur dans |[l,n], le ^-ieme 


ou p k est le nombre de boules dans le k - ieme tiroir. 

Nous obtenons ainsi une n + r-liste (avec repetition) a 
valeur dans j B,T) dont le premier element est T, qui 
contient n fois la valeur T et r fois la valeur B. Une telle 
suite est entierement determinee par le choix des posi- 
tions des r valeur egales a B : ces r positions sont choisies 
parmi les n + r — 1 positions de 2 a n + r. 

Il y a done { n+ ' r > { rangements possibles de r boules indis- 
cemables dans n tiroirs discernables, chaque tiroir pou- 
vant contenir jusqu'a la totalite des boules. 


21.20 


On effectue n tirages avec remise d'une boule dans 
une urne contenant N boules numerotees de 1 a (V. 


1. Pour qu’une boule donnee f?, soit prelevee exactement k 
fois, 

(a) il faut choisir les k instants (parmi les n tirages) ou 

Bj est prelevee : possibilites, 

(b) pour les n — k tirages restants, il faut choisir une 
boule differente de soit N - 1 possibilites a cha- 
cun des n - k tirages. 

Au total, il y a done {£j(N— 1)" _A tirages possibles ou une 
boule donnee 6,- est prelevee exactement k fois. 

2. Pour qu’une boule donnee 6, soit prelevee exactement m 
fois au cours des r premiers tirages : 

(a) il faut choisir les m instants (parmi les r premiers 

tirages) oil Bj est prelevee : possibilites, 

(b) pour les r - m premiers tirages restants, il faut choi- 
sir une boule differente de Bj, soit N - 1 possibilites 
a chacun des r - m tirages. 

(c) pour les n - r demiers tirages, on peut choisir n’im- 
porte laquelle des N boules, soit N possibilites a 
chacun de ces n — r tirages. 
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Au total, il y a done ^j(lV - 1 lV" _r tirages possibles 
pour lesquels une boule donnee B, est prelevee exacte- 
ment m fois au cours des r premiers tirages. 

3. Pour qu'une boule donnee B, soit prelevee pour la s-ieme 
fois au r-ieme tirage : 

(a) il faut choisir les s - 1 instants (parmi les r - 1 pre- 
miers tirages) ou B, est prelevee : possibilites, 

(b) pour les r — s tirages restants entre le premier et le 
r— 1-ieme, il faut choisir une boule differente de B,, 
soit N — 1 possibilites a chacun des r—s tirages. 

(c) on preleve B, au r-ieme tirage, 

(d) pour les n - r demiers tirages, on peut choisir n’im- 
porte laquelle des N boules, soit N possibilites a 
chacun de ces n — r tirages. 

Au total, il y a done (jl|)(A r - 1 y~ s N"~ r tirages possibles 
pour lesquels une boule donnee B, est prelevee pour la 
.t-ieme fois au r-ieme tirage. 


21.22 


1. Un bureau comprenant j hommes et a - j femmes est 
entierement determine : 

(a) par le choix de j hommes parmi les n hommes de 
l'assemblee, 

(b) par le choix de a - j femmes parmi les p femmes de 
l’assemblee, 

Il y a done (")(„ P J bureaux possibles comprenant j 

hommes et a — j femmes, avec la convention = 0 
si k < 0 ou k > n : si j > n ou si a - j < 0, il n’y a aucun 
bureau possible comprenant j hommes et a - j femmes. 

2. Le nombre total de bureaux possibles est egal au nombre 
de choix de a personnes parmi les n+p personnes de l'as- 
semblee : il y a done possibilites. En decomposant 
suivant le nombre j d’ hommes possibles (qui varie entre 
0 et n) : 


Soient n et p deux entiers tels que 1 <P<n. 

1. Lorsque n > p > 1, n\ = n X (n - 1)! et p\ = p x (p - 1)! 
Utilisons la formule donnant les coefficients binomiaux 
en fonction des factorielles : 


€r 


p(n\) 


p\(n- p)\ 

pn x ( n - 1)! 

px(p- !)!((« — !)-(/>- 1 ))! 

En simplifiant par p et en factorisant par n : 

M = / (»-D! 

P \Pl "1(P-1)!((«-1)-(P-1))1 

n - 1 
p - 1 

Remarque : I’identite que nous avons demontree est un 
cas particulier de la formule du double produit binomial 

©(;)=(:)(;:*) /o ^ Mefe=L 
2. Nous pouvons calculer : 




En factorisant par n et en posant { = k - 1 : 


n / \ n ~ l / t 


D’apres la formule du binome de Newton : 




d+i)"- 


z 

j = 0 



n + p 
a 


j hommes et a - j femmes 

3. Dans l’exercice 20, nous avons demontre, lorsque p > 1 : 
(m\ (m- 1\ 

p U =m lp-i) 

Lorsque i > 1, pour p = i et m = n nous en deduisons : 


Ki- 1)1 . 1 = 0- 1) 


«-<: 


«£!) 


Lorsque i > 2, pour p = / - 1 et m = n - 1 : 




Done : 


i(t-l)h = n(n-l )”: 2 2 


Remarque : en divisant par 2, on retrouve un cas parti- 
culier de la formule du double produit binomial : 




Nous pouvons calculer la somme : 

\ 2 
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en notant que les termes i = 0 et i = 1 sont nuls, et en 
remarquant que 


Z'O-CI-E^-CX",- 


Nous pouvons factoriser par n(n - 1) : 


Z'Xi-d" =»(»-i)Z • 


n - 2\/ 


i - 2]\n - i 


7=0 


a - ])\] 


En posant j = n - i, p = n - 2 et a = n - 2 : 

i=0 

D’apres la question 2 : 
n / 

2 " ^("l = ,7 (' 7 _ !)l 


n + p 
a 


= n(n - 1)| 


2n-2' 

n-2 
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Objectifs 

. Definir les notions elementaires de statistiques : frequence, moyenne, mediane. . . 

. Savoir resumer une serie statistique par une representation graphique et par ses 
caracteristiques de position (moyenne, mediane) et de dispersion (ecart-type, 
quartiles) 

. Dans l’optique de l’utilisation pratique des statistiques, comprendre les pieges 
lies au choix des indicateurs statistiques. 

Prerequis 


Aucun. 


Les etudes statistiques sont basees sur 1’ observation de caracteres d’une population com- 
posee d ’individus. L’art du statisticien consiste a recueillir des donnees, puis a les de- 
pouiller de facon a resumer par un petit nombre de graphiques et de parametres l’infor- 
mation contenue dans la serie statistique des donnees relevees. Avant de detailler le trai- 
tement purement mathematique des donnees statistiques, nous souhaitons adresser deux 
mises en gardes aux lecteurs sur deux problemes pratiques auxquels sont confrontes les 
statisticiens : 

1 . Recueil des donnees statistiques 

La pertinence d’une etude statistique depend en premier lieu de la methodologie 
utilisee pour recuillir les informations statistiques. Nous pouvons l’illustrer par 
un exemple historique, celebre pour marquer symboliquement la naissance des 
instituts de sondage modernes. 

Lors de l’election presidentielle americaine de 1936, le magazine Literary Digest 
mena un sondage grandeur nature comme il l’avait deja fait avec succes pour 
chaque election presidentielle depuis 1920. Le magazine avait envoy e un bulle- 
tin de vote a 10 millions d’americains, et recu plus de 2, 3 millions de reponses 
qui predirent une large victoire du candidat republicain Alf Landon, qui recueillait 
55% des votes re 5 us par le magazine contre 41% au president sortant, le demo- 
crate Franklin Roosevelt. Le resultat des elections dementit de maniere cinglante 
les predictions du magazine, puisque Roosevelt l’emporta largement avec 61% des 
votes contre 37%, sur quelques 44 millions de suffrages exprimes. A l’oppose, 
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l’institut Gallup avait predit une victoire de Roosevelt avec 56% des votes contre 
44%, par un sondage restraint a quelque 3 a 5 000 personnes, mais mene suivant 
les principes nettement plus rigoureux de la methode des quotas. 

2. Interpretation des donnees statistiques 

Lorsque vous serez amends a presenter ou a prendre connaissance des resultats 
d’un etude statistique, prenez la peine d’exercer votre sens critique et ne vous lais- 
sez pas abuser par un resume rapide de quelques chiffres. Nous allons illustrer cette 
difficulte avec l’exemple des statistiques sur les revenus. 

L’institut national de la statistique et des etudes economiques (INSEE) publie des 
statistiques sur les revenus fiscaux des menages franfais. Les resultats de l’annee 
2004 sont resumes dans le tableau 22.1, qui precise les differents deciles de la 
distribution des revenus, ou le decile D n est le revenu annuel tel que n menages 
sur 10 ont un revenu fiscal inferieur a l)„, et le reste un revenu superieur a l)„. 


Tranche 

Limite superieure de tranche (decile) 

Revenu moyen 

< D| 

9 400 

4 970 

£>i a D 2 

13 680 

11 730 

D 2 a D 3 

17 040 

15 350 

D 2 a D 4 

20 780 

18 850 

D 4 a D 5 

24 860 

22 780 

D 5 a D 6 

29 540 

27 160 

De a D 2 

34 800 

32 100 

D 2 a D% 

42 110 

38 190 

D% a Dg 

54 920 

47 800 

> Dg 


86 260 


Tableau 22.1 Caracteristiques de la distribution des revenus fiscaux des 
menages franqais en 2004 en euros. 


On a coutume de resumer l’information extraite d’un tel tableau en calculant le 
revenu moyen des frail cais. II s’agit ici de la moyenne des revenus moyens de 
chaque classe, c’est a dire : 

7 = 32 519€ 

D’aucuns preferent mettre en avant le revenu median des menages, c’est a dire 
le revenu R m qui divise F ensemble des menages en deux moities egales : 50% 
d’entre eux ay ant un revenu inferieur au revenu median, et 50% d’entre eux ay ant 
un revenu superieur au revenu median. Dans le cas qui nous interesse, le revenu 
median est egal au cinquieme decile, c’est a dire : 

R m = 24 860€ 

Une lecture des donnees de 1’INSEE basee sur Fun ou l’autre des indicateurs prend 
un sens assez nettement different : ainsi, un menage dont le revenu est egal au 
revenu moyen a-t-il un revenu superieur d’un tiers au revenu median. . . De plus, 
on peut estimer que pres de 65% des menages ont un revenu inferieur au revenu 
moyen ! 


© 


581 



22 


COURS & METHODES 


Statistiques 


22.1 Cadre mathematique 

Une etude statistique porte sur une population, c’est a dire un ensemble fini Q, dont 
on etudie un ou plusieurs caracteres. Un caraetere est une application X de Q dans un 
ensemble E. X est un caraetere quantitatif s’il est a valeurs dans R, qualitatif sinon. Un 
element de Q est appele individu. 

Une serie statistique est donnee par l’observation de X sur un echantillon de la population, 
c’est a dire la restriction de X a un sous ensemble Jl de Q. Elle est donnee : 

. dans le cas discret : 

- soit par une distribution groupee, c’est a dire par une suite de couples (x,, «,), ou 
x\ < X 2 < ■ ■ ■ < x p sont les modalites du caraetere et n, le nombre de fois ou X 
prend la valeur x, dans 1’ echantillon 3K. 

- soit par une distribution non groupee c’est a dire une suite (x\ x„) ou x, designe 
la valeur de X pour le i-eme individu de la population Q. En modifiant eventuelle- 
ment l’ordre des individus, on peut supposer x\ < xi < ■ ■ ■ < x n . 

• dans le cas continu, par une suite de couples ([a,, a,+ i [, nf), ou ci\ < ai < • • • < a p et «,■ 
le nombre de fois ou la valeur de X appartient a la classe [a,-, a, + i [ dans l’echantillon 3K. 

Dans l’exemple d’un sondage comme les sondages Gallup, l’echantillon xH est couram- 
ment constitue d’un millier de personnes; au contraire les donnees sur les revenus fis- 
caux de l’etude de 1’INSEE, peuvent s’appuyer sur la collecte exhaustive des declarations 
d’impots des frangais, pour lequel l’echantillon 'R est confondu avec la population Q. 

Definition - Effectifs, frequence 

1. L’effectif de la valeur x,- (respectivement de la classe [a,, cij+\ [) est le nombre d’ele- 
ments de la populations pour lequel le caraetere X prend la valeur x, (respectivement : 
appartient a la classe [a,-, a (+ i [) 

n, = card jtn e Q|X(w) = x,} 

(resp. n, - card |o» e Q|X(w) e [a 

2. La frequence de la valeur x,- (respectivement de la classe [a,-, a,+i [) est : 

n . card | oj e Q|X(w) = x,} 
n card (Q) 

p 

ou on a note n = ^ n,. 

i= 1 

3. La frequence cumulee de la valeur x,- (respectivement de la classe [a,, a !+ \ [) est : 

Remarque - La somme des fre- 
quences est : fi = 1 . f = «l + »2 + • • • + = card e ^ - y -} 

,=1 ' n card(Q) 
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Exemple - Pyramide des ages 

Le tableau 22.2 decrit la pyramide des ages en France au 1 janvier 2010. Les chiffres 
disponibles sur le site de 1’INSEE sont precises par annee et par sexe ; ils sont re- 
groupes ici par decennies, sans distinction de sexe. 


Naissance 

Effectif Frequence Frequence cumulee 

2000 a 2009 

8 027 605 

12,41% 

12,41% 

1990 a 1999 

7 915 290 

12,24% 

24,65% 

1980 a 1989 

8 194 108 

12,67% 

37,32% 

1970 a 1979 

8 408 341 

13,00% 

50,33% 

1960 a 1969 

8 989 361 

13,90% 

64,23% 

1950 a 1959 

8 488 298 

13,13% 

77,35% 

1940 a 1949 

6 496 666 

10,05% 

87,40% 

1930 a 1939 

4 755 589 

7,35% 

94,75% 

1920 a 1929 

2 958 737 

4,58% 

99,33% 

1910 a 1919 

417 920 

0,65% 

99,98% 

1909 et avant 

15 459 

0,02% 

100,00% 


Tableau 22.2 Pyramide des ages en France au 01/01/2010 


Ainsi, si nous lisons la cinquieme ligne du tableau, au 1 janvier 2010, un effectif de 
8 989 361 personnes etaient agees de 40 a 49 ans (nees entre 1960 et 1969), soit une 
frequence de 13,90% de la population ; l’ensemble des personnes agees de moins de 
49 ans representant une frequence cumulee de 64,23% de la population totale de la 
France. 

22.2 Representation graphique 

On peut representer graphiquement une serie statistique : 

1 . Dans le cas discret, par un diagramme en batons ; dans lequel la hauteur du baton 
d’abscisse x, est egal a l’effectif de x;, 

2. Dans le cas continu, par un histogramme dans lequel l’aire du rectangle de base 
[a,-, Qj+i [ est proportionnelle a l’effectif de la classe correspondante. 


Exemple - Composition des families 

La composition des families (au sens de 1’INSEE) en France selon le nombre d’en- 
fants en 2007 etait la suivante : 


Tableau 22.3 


Nombre d’enfants 

Effectif 

en milliers en % 

Sans enfant 

8 296,2 

47,4 

1 enfant 

3 933,0 

22,5 

2 enfants 

3 547,0 

20,3 

3 enfants 

1 293,0 

7,4 

4 enfants ou plus 

431,4 

2,5 

Ensemble des families 

17 500,6 

100,0 


Composition des families selon le nombre d'enfants en 2007 


On peut representer cette serie statistique par le diagramme en batons de la figure 22. 1 
page 584. 
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Figure 22.1 Composition des families selon le nombre d'enfants en 2007 

Exemple - Histogramme de la pyramide des ages 

La pyramide des ages en France au 1 janvier 2010, donnee par le tableau 22.2 
page 583, peut se representer par l’histogramme de la figure 22.2 page 584. 

De facon traditionnelle, la pyramide des ages est represente par un histogramme 
tourne de 90°, qui distingue a gauche Lhistogramme de la population masculine et 
a droite celui de la population feminine. Avec les chifFres disponibles sur le site de 
1’INSEE, en distinguant par annee et par sexe, on dessine le double histogramme 
classique de la figure 22.4 page 585. 

effectif 

(millions 


7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 
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Figure 22.2 Pyramide des ages en France au 01/01/2010 


Exemple - Histogramme du revenu des franqais 

Le revenu fiscal des menages fran£ais en 2004 detaille par deciles dans le tableau 22. 1 
page 581 peut se representer par Lhistogramme de la figure 22.3 page 584. 

Dans cet exemple, les classes n’ont pas toutes la meme amplitude, et correspondent 
chacunes au meme effectif (soit 10% de la population) : les difFerents rectangles de 
Lhistogramme ont tous la meme aire. 


Figure 22.3 Revenu fiscal des menages frangais en 2004 
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Pour caracteriser une serie statistique, on peut rechercher une ou plusieurs valeurs qui 
resument au mieux la serie, par exemple : 

. une valeur dont l’effectif est maximal, 

. une valeur qui minimise l’ecart-moyen entre les valeurs observees et la position 
moyenne. Par exemple, on peut chercher une valeur x qui minimise l’ecart moyen : 

p 

fi \x - xa 

i= 1 

ou l’ecart quadratique moyen : 

p 

'YjfAx- Xi \ 2 
1=1 

Definition - Mode d’une serie statistisque 

Si X est une serie statistique discrete, un mode de la serie statisitique est une valeur x 
dont l’effectif est maximal. Si X est une serie continue, une classe modale de la serie sta- 
tisitique est une classe [c/„ fl 1+ i [ pour laquelle la hauteur sur l'histogramme est maximale. 


Definition - Moyenne d’une serie statistique 

Si X est une serie statistique discrete, la moyenne x de la serie est : 


x = 



n,x, 
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Si X est une serie continue, on se ramene au cas discret en associant a chaque classe son 
milieu, et la moyenne x est : 



Definition - Mediane d’une serie statistique discrete 

Si X est une serie statistique discrete, une mediane m e de la serie est une valeur qui 
separe la serie en deux parties d’effectifs egaux : 

• X > m e pour 50% ou plus des effectifs, 

. X < m e pour 50% ou plus des effectifs, 

L’ ensemble des medianes est soit reduit a un point, soit egal a un intervalle. Lorsque 
1’ ensemble des medianes est un intervalle, par convention la valeur mediane m e est le 
milieu de l’intervalle. 


Definition - Fonction de repartition d’une serie statistique discrete 

Si X est une serie statistique discrete, la fonction de repartition F est definie par : 


Fix) = 


cardjw 6 D.\x(a>) < x}} 


card(O) 


Z Hi 

n 


La fonction de repartition est une fonction en escalier, croissante, qui generalise les fre- 
quences cumulees. En particulier : F, = F(x t ). 
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Propriety - Mediane et frequence cumulee 

La mediane m e est caracterisee par une frequence cumulee de 50% : 

F(m e ) = 0.5 

ou F est la fonction de repartition. Plus precisement, on a 1’ alternative : 
. il existe i tel que Fj = 0.5. Dans ce cas : 

Xi + x M 

m,, — 

2 

. il existe i tel que F ,-_ \ < 0.5 < F , . Dans ce cas : m e = x,. 


Demonstration 

Nous allons demontrer simultanement les trois proprietes que nous venons d’enoncer. 
Soit ip la fonction d’ecart-moyen, definie par : 


= X ^ \ x ~ x j\ 

j 


Si x e \ xi , x ,+ 1 ] , 


{ .r - Xj si j < i 

~{x - xj) si j > i 


Sur [xi, x ,+ 1 ] , ip est la somme de fonctions affines de pente fj lorsque j < i ou —fj lorsque 
j > i. ip done une fonction affine sur [x t , x l+ \], de pente : 


a i ~ X f > X fj ~ ^ 



La pente est done strictement negative tant que F; < 0.5, nulle lorsque F, - 0.5, stricte- 
ment positive des que Fj > 0.5. En particular : 

1. Lorsque qu'il existe i tel que Fj - 0.5 : 


si j < i, Fj < 0.5, 
si j = i, Fj = 0.5, 
si j > i, Fj > 0.5, 


cij < 0 et i/j est strictement decroissante sur [ xj , Xj + 1 ] 

dj = 0 et i/j est constante sur [ Xj , Xj + {\ 

dj > 0 et i/j est strictement croissante sur [xj, Xj+ \ ] 


Le tableau de variation de </> est : 



L’ecart moyen est minimum sur [x,, Xj+i]. De plus : 

(a) si x > Xj+ 1 , X > x pour moins de 1 - | < 50% des efFectifs. 

(b) si x < Xj, X < x pour moins de /•’, | < 50% des efFectifs, 
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Les medianes sont exactement les points de l’intervalle [jc,-, x !+ \ 1 : elles minimisent 
l’ecart moyen. 

Notons que, si card (Q) = 2m est pair et si X est donnee par une distribution non 
groupee x\ < • ■ ■ < X 2 , n , alors F m = 22- = - : 1’ ensemble des medianes est l’inter- 
valle | x m , x m +\ [ 

2. Lorsque qu’il existe i tel que \ < 0.5 et F, > 0.5 : 

( si j < i, Fj < 0.5, ti j < 0 et if est strictement decroissante sur [xj, xy+i] 
si j > i, Fj > 0.5, dj > 0 et ip est strictement croissante sur [ xj , x ; +i] 

le tableau de variation de ip est : 



l’ecart moyen est minimum en un unique point qui est le point x,. De plus : 

(a) si x > X,-, X > x pour moins de 1 - F, < 50% des effectifs. 

(b) si x < X, , X < x pour moins de F;_ \ < 50% des effectifs. 

La mediane est alors unique, egale a x, et minimise l’ecart moyen. 

Notons que, si card (Q) = 2m + 1 est impair et si X est donnee par une distribution 
non groupee xi < • • • < x 2m+1 , alors F m = \ = f m+i : l a mediane 

est x m + \ . 


Exemple - Mediane de la composition des families 

Dans l’exemple 22.2, nous avons donne la statistique du nombre d’enfant par famille 
(au sens de 1’INSEE). Soit ip la fonction definie par : 

tp{x) = ^ f> l x _ x 'l 

i 

La figure 22.5 represente la graphe de la fonction ip. Nous pouvons verifier par un 
calcul explicite que ip est affine par morceaux, minimale lorsque x = 1. La valeur 
mediane de la distribution est done m e = 1 . 



Figure 22.5 Ecart moyen pour la statistique du nombre d'enfant par famille en 

2007 
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Remarque - Choix d’une caracteristique de position 

Le choix d’une ou plusieurs caracteristiques de position n’est pas neutre comme nous 
l’avons indique sur l’exemple du revenu des frangais illustre par le tableau 22.1. II ne 
faut pas hesiter a reflechir serieusement a la caracteristique la plus pertinente suivant le 
contexte. 

D’un point de vue pratique, la moyenne est plus facile a calculer que la mediane : il suffit 
d’additionner au fur et a mesure les resultats pour calculer la moyenne, alors qu’il faut or- 
donner les resultats avant d’identifier la mediane. Cela ne pose guere de probleme aujour- 
d’hui que nous disposons de moyens informatiques pour trier rapidement des donnees, 
mais vous pouvez imaginer le temps consacre a 1’ identification de la mediane lorsqu’il 
s’agissait de trier a la main quelques milliers de fiches... 


22.4 Caracteristique© de dispersion 

Definition - Caracteristiques de dispersion 
1 La variance empirique (ou ecart quadratique moyen) : 

p i p 

v = Yf (x, - X ) 2 = - V n, (x, - x ) 2 

t i n i i 

ou x est la moyenne de la serie. 

2. L’ ecart- type empirique cr = Vv 

3 Les quartiles < 2 ; pour i e [1, 3] sont les solutions de : F(Qi) = j 

4 Les deciles D , pour i e [1,9] sont les solutions de : F(I),) = jq 

Remarque - Deciles, quartiles et equation F(x) = y 

La definition de decile et de quartile est basee sur la resolution de l’equation d’incon- 
nue x : 

F(x) = y 

i i 

ou y = — ou — avec i e [1,3] ou i e [1,9] suivant les cas. Cette equation n’a pas 
necessairement de solution. Plus precisement, on a 1’ alternative : 

. II existe i tel que F, = y. Dans ce cas Fix) — y pour tout x e [jq, x,+i [ . 

. II existe i tel que F ,-_ \ < y et F, > y. 

A la difference de la mediane, il n’ existe pas de convention universelle satisfaisante pour 
identifier les quartiles et les deciles, et les resultats peuvent varier suivant le logiciel 
utilise entre x, et x,+i . Lorsque le nombre d’ observation est suffisamment eleve, les diffe- 
rences entre conventions differentes sont generalement negligeables. 

Remarque - Caracteristique de position et de dispersions associees 

Pour chaque caracteristique de position, on peut associer une caracteristique de disper- 
sion : 

1. a la moyenne sont associes la variance et l’ecart-type empirique, 

2. a la mediane sont associes les quartiles et deciles. 
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Remarque - Variance empirique et variance corrigee 

Dans le cours de seconde annee, on distinguera la variance empirique V e et la variance 
corrigee V c : 


V c = 



V e 


Si la serie statistique est un echantillon d’une serie qui suit une loi de moyenne m et de 
variance V, la variance empirique est un estimateur biaise de V, et la variance corrigee 
un estimateur sans biais de V . Les notions d’ estimateur et de biais seront definies et 
etudiees dans le cours de seconde annee. 


Synthese 


Savoirs 


. Caracteristiques de positions : moyenne, medianes, 
modes. La moyenne minimise l’ecart quadratique 
moyen (la valeur correspondante de l’ecart quadra- 
tique est la variance), la mediane minimise l’ecart 
moyen. 

Caracteristiques de dispersion associees : ecart-type 
(associe a la moyenne), deciles et quartiles (associes 
a la mediane), 

. Representations graphiques : histogrammes, dia- 
grammes en batons. 

Savoir-faire 


Le choix des caracteristiques de position et de dis- 
persion a une influence importante sur F interpretation 
des donnees statistiques. Vous pourrez en jouer lorsque 
vous presenterez une etude que vous aurez realise ; 

ne vous laissez pas abuser lorsque vous etudierez le 
resume d’une etude statistique faite par d’autres per- 
sonnes. 
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Introduction 

Les principes de base des probability ont ete degages par Blaise Pascal et Pierre 
de Fermat, dans un echange epistolaire concernant des questions mathematiques. 
La lettre du 29 juillet 1654 de Pascal a Fermat, mentionne le probleme du chevalier 
de Mere : 

Je n’ai pas eu le temps de vous envoyer la demonstration d’une difficulty qui etonnait 
fort M. de Mere, car il a tres bon esprit, mais il n’est pas geometre (c’est, comme 
vous savez, un grand defaut) et meme il ne comprend pas qu’une ligne mathemcitique 
soit divisible a Vinfini et croit fort bien entendre qu’elle est composite de points en 
nombre fini, et je n’ai jamais pu I’en tirer. Si vous pouviez le faire, on le rendrait 
parfait. 

Il me disait done qu ’il avait trouve faussete dans les nombre s par cette raison : 

Si on entreprend de faire un six avec un de, il y a avantage de V entreprendre en 4, 
comme de 671 d 625. 

Si on entreprend de faire Sonnez avec deux des il y a desavantage de l’ entreprendre 
en 24. 

Et neanmoins 24 est a 36 (qui est le nombre des faces de deux des) comme 4 a 6 (qui 
est le nombre des faces d’un de). 

Voila quel etait son grand scandale qui luifaisait dire hautement que les propositions 
n ’etaient pas constantes et que l’ arithmetique se dementait : mais vous en verrez bien 
aisement la raison par les principes oil vous etes. 

Apres avoir etudie le probleme du chevalier de Mere, nous introduirons le vocabu- 
laire des probability, en nous restreignant pour commencer aux ensembles finis. 
L’ etude des probability sur les ensembles infinis pose des problemes techniques 
delicats, et fera l’objet d’un chapitre specihque. 


Prerequis 

• Denombrement 


Objectifs 

• Dehnir le vocabulaire probabiliste des evenements et comprendre le lien entre 
formulation probabiliste et operations ensemblistes, 

• Dehnir les notions de probability sur un ensemble hni et leur propriety elemen- 
taires, 

• Dehnir les probability conditionnelles : formule des probability composees, for- 
mule de probability totales, formule de Bayes, 

• Comprendre les paradoxes lies a la formule de Bayes, 

• Dehnir la notion d’independance de plusieurs evenements probabilistes. 


© 1 . Obtenir un double six 
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23.1 le pro bleme du chevalier de Mere 


23 . 1.1 


23 . 1.2 


Premier cas : obtenir un six en quatre lancers 

Decrivons avec le vocabulaire probabiliste moderne le premier probleme evoque par 
Pascal : obtenir un six en quatre lancers. 

1. Modele : tirage avec remise. 

2. Univers : c’est P ensemble des resultats observables. Ici, un resultat est une suite 
(«i, « 2 , « 3 , « 4 ) ou n, est le resultat du lancer du /-erne lancer de de. L’univers SI est 
done : 

O = [1,6] 4 

II contient : card ( Q ) = 6 4 = 1296 elements. 

3. Evenements : les evenements sont les parties de SI. L’evenement interessant Pascal 
(succes) est P ensemble des elements de Q de la forme (n \ , ni, « 3 , 114 ) ou Pun des 
«,■ est egal a 6. Le complementaire (echec) est Pensemble des elements de la forme 
(ni,ft 2 ,« 3 ,« 4 ) ou «,■ e 111, 5] pour tout i. II contient done : card(echec) = 5 4 = 625 
elements. 

En passant au complementaire, le nombre de succes est done : 

card (succes) = card (£2) - card (echec) = 671 


4. Probability : les des ne sont pas supposes pipes : nous utiliserons done une probability 
uniforme. Si A est un evenement (c’est a dire une partie de Q), 


P(A) = 


card (A) 
card (SI) 


c’est a dire : nombre de resultats favorables divise par le nombre de resultats possibles. 

625 

La probability d’ echec est done : P(echec) = 

671 1 

et la probability de succes : P(succes) = > — 

1296 2 

Le rapport entre la probability de succes et d’echec est done bien 671 sur 625 comme 
l’ecrit Pascal : 

Si on entreprend de faire un six avec un de, ily a avantage de Ventreprendre en 4, comme 
de 671 d 625. 


Second cas : obtenir un double-six en vingt-quatre 
lancers 

Pour fixer les idees, nous imaginons que nous lan§ons un de bleu et un de rouge. 

1. Modele : tirage avec remise. 

2. Univers : Un resultat est une suite ((b\, rj), . . . , (£> 24 , ^ 24 )) ou b, est le resultat du 
lancer du de bleu au i-eme lancer, et r,- celui du de rouge. L’univers SI est done : 

^ = (m, 6] 2 ) 24 

II contient : card (£2) = (Yr j = 36 24 elements. 


592 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Espaces probabilises finis 


COURS & METHODES 


23 


3. Evenements : les evenements sont les parties de Q. L’ evenement interessant Pascal 
(succes) est l’ensemble des elements de Q de la forme ((bi,r\), (£> 24 , F 24 )) ou 

Fun des couples (b t , r,) est egal a (6,6). Le complementaire (echec) est Fensemble 
des elements de la forme ((b \ , rj), . . . , (£> 24 , ^ 24 )) ou ( bj , rf) + (6, 6) pour tout i. Pour 
chaque lancer, on a done 1 cas favorable (double-six) sur 36 cas possibles, done : 


card (echec) = (36 - l) 24 = 3 5 24 
4. Probability : probability uniforme. 

/ \ 24 1 

La probability d’echec est done : P(echec) = j - 0.5086 > — 

Ainsi, comme l’ecrit Pascal : 

Si on entreprend defaire Sonnez avec deux des, ily a desavantage de V entreprendre en 24. 


23.2 Probability sur un ensemble fini 

23.2.1 Algebre dee evenements 

Une experience aleatoire est une experience qui, reproduite dans des conditions iden- 
tiques, peut conduire a plusieurs resultats possibles et dont on ne peut pas prevoir le 
resultat a Favance. Par convention, nous noterons Q Fensemble de tous les resultats pos- 
sibles, que nous appellerons univers des resultats possibles. Un resultat de F experience 
est appele evenement elementaire. Un evenement aleatoire (associe a l’experience) est 
un sous-ensemble de F univers Q. dont on peut dire au vu de l’experience s’il est realise 
ou non. 

Le tableau qui suit presente les correspondances entres le vocabulaire des evenements 
d’une experience aleatoire et leur modelisation par des sous-ensemble de Q : 


Evenement aleatoire 

Modelisation 

Evenement contraire a A 

A 

A et B sont realises 

AnB 

A ou B est realise 

AU B 

La realisation de A entraine celle de B 

AcB 

A et B sont incompatibles 

Ans = 0 

Evenement certain (se realise toujours) 

Q 

Evenement impossible (ne se realise jamais) 

0 


Rappelons les proprietes elementaires de l’intersection et de la reunion : 
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Propriety - Intersections et reunions 

1. L’ intersection et la reunion sont commutatives : 

Al) B = B 1) A 
An B = B r\A 

2. L’ intersection et la reunion sont associatives : 

AU(BUC) = (AU5)UC 

A n (B n C) = (A n B) n C 

3. L’ intersection est distributive par rapport a la reunion : 

/ ' 

A n IJb, = IJ (A nBi) 

s iel / iel 

4. La reunion est distributive par rapport a 1’ intersection : 

\ 

AU L|b, =L|(AUB/) 

s iel / iel 

5. Formule de de Morgan : le complementaire d’une intersection est la reunion des 
complementaires, et vice versa : 

(n*)-uw 

iel / iel 

(i>)-nra 

iel / iel 

Dans le cadre d’une experience aleatoire modelisee par un univers Q, l’ensemble des 
evenements observables est stable par reunion et/ou intersection finie : A U B correspond 
a l’evenement : « A o\x B est realise », A n B a l’evenement : « A et B sont realises 
simultanement ». 

On dit que 1’ ensemble des evenements est une algebre dans le sens suivant : 

Definition - Algebre des evenements 

Soit Q l’univers d’une experience aleatoire et 'A un ensemble de partie de O. jA est une 
algebre d’evenements sur Q si : 

1. SA contient l’evenement certain Q. 

2. L’evenement complementaire d’un evenement de 'A est un evenement de !A : si A e 
Jl, alors A e Jl 

3. L’ intersection et la reunion de deux evenement de 'A est un evenement de 'A : si 
(A, B) e ^A 1 , alors A U B e CA et ,4 n B e CA, 

Si JK est une algebre d’evenements sur un ensemble fini Q, on dit que l’espace (Q, ^A) est 

un espace probabilisable. 
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Si O est un ensemble, f’(El) est un algebre, tout comme SAi, - {0, O). Si on se fixe un 
ensemble arbitraire d’evenements B, on peut definir l’algebre engendree par B : 

Propriety - Algebre engendre par une partie 

Si B est un ensemble d’evenements d’un univers Q, l’intersection de toutes les algebres 
contenant B est une algebre qui contient B, appelee algebre engendree par B. 

Definition - Systeme complet d’evenements 

Une famille finie d’evenements ( A,) ie/ est un systeme complet d’evenements lorsque : 

. Les evenements sont deux a deux incompatibles : 

Ai C\Aj — 0 lorsque i + j 

• La reunion des evenements est certaine : 

Ja, = q 

iel 

Si 2 = (Ai) ieI est un systeme complet d’evenements sur un univers fini Q, T algebre 
engendree par & est constitute par les reunions finies des A r 

Exemple 

Le chevalier de Mere lance 4 fois un de. Notons V* l’evenement : « le chevalier de 
Mere obtient pour la premiere fois 6 au A:-ieme lancer » (victoire au Meme lancer) et 
E l’evenement : « le chevalier de Mere n’obtient aucun 6 a Tissue des 4 lancers. » Les 
evenements (V\, VS, V 3 , V 4 , E ) foment un systeme complet d’evenements qui mode- 
lise T information sur le rang du premier 6. Les evenements (hi , V\ J (respectivement 

( E , EX) foment un systeme complet d’evenements qui modelise T information sur le 
fait d’obtenir un 6 au premier lancer (respectivement sur le fait d’obtenir un 6 parmi 
les 4 lancers). 

23.2.2 Probability sur un ensemble fini 

Definition - Probability sur un ensemble fini 

Une probability P sur un ensemble fini Q est une application definie sur une algebre AA 
de parties de Q, a valeur dans [0, 1] telle que : 

. P est additive : la probability de la reunion de deux evenements incompatibles est la 
somme des probabilites, c’est a dire : 

si A n B = 0, alors P(A U B) = P(A) + P(B) 

• La probability de l’evenement certain est 1 : 

P( Q) = 1 

On dit alors que (Q, 3K, P) est un espace probabilise. 

En pratique, une probability sur un ensemble fini Q est definie sur 'P(El), T algebre des 
parties de Q. Si Q - [1. nj, la probability P est alors determinee de fagon unique par la 
suite (pk)\<k<n definie par : 

Pk = pm) 
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Si A c [1, n], sa probabilite est : 

P(A) = Pk 

keA 

Une suite {pk)i<k< n definit une probabilite sur (|[1, «J,!P([[ 1, «])) si et seulement si : 

1, ( Pk)\<k< n est lme SL| ite a valeurs positives ou nulles, c’est-a-dire : 

VA e [1, n], pk > 0 

2. la probabilite totale vaut 1, c’est a dire : 

n 

1 

k= 1 

Exemple - Probabilite sur un ensemble fini 

Soit n > 1 et Q = [1, nj. A quelle condition sur a e P. la suite (p k )\<k<n definie par : 


Pk = ak 


definit-elle une probabilite sur ([[ 1 , nj, P([[l, «]])) ? 


Solution 

1. (pk)\<k<n est 3 valeurs positives ou nulles lorsque a > 0 

2. la probabilite totale est : 



n(n + 1) 


Exemple - Probabilite uniforme 

Soit O un univers fini. La probabilite uniforme sur O est la probabilite definie sur 
l’espace probabilisable (Q,P(Q)) par : 


P(A) 


card (A) 
card (fl) 


La probabilite d’un evenement A est egale au nombre de cas favorables (card (A)) 
divise par le nombre de cas possibles (card(Q)). En situation d’equiprobabilite, tous 
les evenements elementaires ont la meme probabilite, egale a .. ar( | (n) , et le calcul des 
probabilite decoule directement du denombrement. 


Exemple 

Lorsque le chevalier de Mere lance deux des equilibres (un de rouge et un de vert), 
l’univers Q des resultats possibles est [| 1 , 6 [| 2 , qui contient 36 elements et que l’on 
muni de la probabilite uniforme. 

1. La probabilite de tirer un double 6 est egale a ^ : il y a un seul cas favorable, 
contre 36 cas possibles, 

2. La probabilite d’obtenir un total de 7 est egale a 11 y a 6 cas favorables : le 
chiffre rouge «« peut varier de 1 a 6, le chiffre vert ny = 7 - variant de 6 a 1. 
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Propriety - Soit (Q, AR, P) un espace probabilise. 

1. Probabilite du complementaire d’un evenement A : 

P (a) = 1 - P(A) 

En particular, l’evenement impossible est de probabilite nulle : 

P(0) = 0 

2. La probabilite est croissante (au sens de l’inclusion) : si A c B sont deux evenements 
de l’algebre AR, alors P(A) < P(B) 

3. La probabilite verifie la formule du crible. Si A et P> sont deux evenements de l’al- 
gebre AJK, alors : 

P(A U B) = P(A ) + P(B) - P(A n B) 


Demonstration 


1. Si A 6 AA, nous savons que A n A - 0, done P(A n A) = P(A) + P(A). Comme 
A U A = O, nous en deduisons que : P(A ) + P(A ) = 1 

2. De meme, si A c B : P(B) = P(A) + P(B n A) done P(A) < P(B). 

3. On peut partitionner A IJ B en trois parties disjointes : A n B, B n A et A n B. 



P(A U B) = P(A HB) + P(A HB) + P(A n B) 


En ajoutant P(A n B), nous pouvons reconnaitre P(A ) et P(B ) : 

P(A U B) + P(A Pi B) = P(A nip + P(A !AB) + P(A n B) + P(A O B) 

P(A) P(A ) 


La formule du crible est l’analogue probabiliste des formules du crible en denombrement. 
Elle se generalise a la reunion d’un nombre fini d’evenements : 


Theoremt - Formule du crible 

Si (A,- sont n evenements de l’algebre des evenements d’un espace probabilise, la 
probabilite de la reunion se deduit des probabilites des intersections finies par la formule 
du crible : 


0a, =2<-d“ z p 


\i= 1 / k= 1 


J c|l,/il \jej ) 

card(7)=^ 
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Cette formule peut se demontrer a partir de la formule du crible pour la reunion de 2 eve- 
nements par recurrence sur n e W. Elle peut egalement se demontrer a partir de la for- 
mule du crible sur les fonctions indicatrices, en utilisant la linearite de l’esperance d’une 
variable aleatoire (definie au chapitre 24) en remarquant (comme nous le ferons dans 
le chapitre 24) que la probabilite d’un evenement est egale a l’esperance de sa fonction 
indicatrice. 

La formule du crible peut s’ecrire sous forme developee. Lorsque n = 2: 

P(AUB) = P(A) + P(B)-P(AnB) 


Lorsque n — 3 : 

P (AU BU C) = P (A) + P (B) + P(C) 

- P(AnB)-P(Ar\C)-P(BnC ) 

intersections 2 a 2 

+ P (A n B n C) 

intersections 3 a 3 


23.3 Probabilite conditionnelle 


Definition - Probabilite conditionnelle 


Si A est un evenement de probabilite non nulle d’un 

probabilite conditionnelle sachant A, notee P A , est 
par : 


Pa(B) = 


P(A n B) 
P(B) 


espace probabilise (O, JA, P). La 
la probabilite definie sur (O, Id) 


On note parfois p(z?|a) = P A (B). 


Theoremt - Probabilite conditionnelle 

Si A est un evenement de probabilite non nulle d’un espace probabilise (Q, P), 

(£2, PL P A ) est un espace probabilise. 


On represente couramment les probabilites conditionnelles par un arbre de probabilite : 



A 0 B 



A 0 B 

Pa(B) 


Les noeuds de 1’ arbre sont des evenements emboites, et on indique sous chaque branche 
menant d'un nceud A a un nceud A n B la probabilite conditionnelle P A (B). 

Notons que la probabilite d’un nceud AUB se deduit des probabilites des branches menant 
a ce nceud : 

P(A Pi B) = P(A)P a (B) 
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Remarque - L'hypothese 
P(Ai nA 2 n ••• n/4„_i) + 0 

nous assure que les probabili- 
ty conditionnelles sont bien 
definies. 


Si A i , . . . A„ sont n evenements tels que 


P(A l nA 2 n-- • n A„_i) + 0 


on peut representer cette situation par l’arbre de probabilite : 



Theoreme - Formule des probabilites composees 

Dans un arbre de probabilite, pour calculer la probabilite d’un noeud, on calcule le produit 
des probabilites conditionnelles des branches qui menent a ce noeud, c’est a dire : si A\, 
. . . A„ sont n evenements tels que 

P(Ai n A 2 n • • • n A„_0 + 0 

la probabilite pour que tous les evenements se realisent simultanement est : 

P{A\C\ A 2 n • • • n A n ) 

= P (Ai) xP M (A 2 ) x • • • x (A„) 


Exemple 

Comme le chevalier de Mere, nous entreprenons de faire un six en langant quatre fois 
de suite un de, et calculons la probabilite d’obtenir au moins un six. 

Solution 

1. Modele : tirage avec remise. 

2. Univers : l’ensemble des resultats possibles, c’est a dire l’ensemble des suites de 
4 valeurs dans 1 1, 6]. 

n = 0,6] 4 

3. Probabilite : l’algebre A est 1’ ensemble des parties de O. muni de la probabilite 
uniforme : 

P(A) = 

card (Q) 

Le chevalier remporte son pari s’il a tire au moins une fois 6 a Tissue des 4 lan- 
cers. En notant Eh l’evenement : « le chevalier n’a tire aucun 6 lors des k premiers 
lancers » (echec a Tissue du ^-ieme lancer) et ,S'/ ; : « le chevalier tire pour la pre- 
miere fois 6 au £-ieme lancer » (succes a Tissue du L-ieme lancer), nous pouvons 
modeliser le probleme par T arbre de probabilite : 



6 6 6 6 
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D’apres la formule des probabilites composees : 


P(E 4 ) = 



625 

1296 


La probabilite de remporter le pari est done : 


P(E 4 ) = 1 - P{E 4 ) 


671 

1296 


Theoremt - Formule des probabilites totales 

Soit A i, . . . A„ un systeme complet d’evenements. La probabilite totale d’un evenement 
B se decompose : 

n 

P{B) = 2 P(Aj n B) 

1=1 

Lorsque P{Aj) 4 0 pour tout i e [[ I , n || , la probabilite totale se deduit des probabilites 
conditionnelles : 

n 

P(B) = J]p(A i )P Ai (B) 

i=i 


Exemple - Tirage avec remise partielle 

On tire 2 boules dans une urne contenant 3 boules noires et 3 boules blanches. Si on 
a tire une ou plusieurs boules blanches, on les enleve definitivement et on remet la ou 
les boules noires tirees, puis on procede au tirage d’une nouvelle boule. Quelle est la 
probabilite de tirer une boule blanche au deuxieme tirage ? 

Solution 

Notons Bk 1’ evenement : « tirer k boules blanches au premier tirage », B 1’ evenement : 
« tirer une boule blanche au deuxieme tirage » et N Y evenement : « tirer une boule 
noire au deuxieme tirage ». Bq, H\, IP est un systeme complet d’evenements. Sachant 
Bit, l’urne contient 3 boules noires et 3 — k boules blanches lors du second tirage, 
done : 

Le premier tirage est modelise par un tirage simultane de 2 boules parmi les 6 boules 
de l’urne : 

1. Univers : les parties a 2 elements parmi les 6 boules de l’urne, 

2. Probabilite : Cl est muni de la probabilite uniforme : 

= card (A) 
card (Cl) 
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3. L’evenement Bq est F ensemble des parties a 2 elements parmi les 3 boules noires 
de Fume, done card(Z?o) = Q) = 3, e’est a dire : 


P(B °) - Is 


1 

5 


De meme, Fevenement IP est l’ensemble des parties a 2 elements parmi les 
3 boules blanches de Fume, done Cardiff) = (i) = 3, e’est a dire : 


pm = 


15 


1 

5 


Puisque Bq, B\, B 2 est un systeme complet d’evenements, nous en deduisons (sans 
denombrer B\ explicitement) : 


pm = 1 - pm - pm = | 


Nous pouvons resumer le probleme par l’arbre de probability : 



b 2 n N 


fi 2 ns 
b 1 n n 


B i 0 B 

B 0 niv 


B 0 n B 


D’apres la formule des probability totales : 


P(B) = P(B 0 nB) + P(B 1 n B) + P(B 2 n B) 


113 2 11 

- 5 X 2 + 5 X 5 + 5 X 4~ 


39 

100 


Lorsque l’on se donne un arbre de probability : 



Pa (B) 


AHB 

a n b 

AOB 

AHB 
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on peut chercher a calculer Pb(A) pour obtenir l’arbre obtenu en inversant la causalite : 

4" n W 



P B (A) A OB 

Les probability apres inversion de causalite se calculent par la formule de Bayes : 


Theorems - Formule de Bayes 

Soient A et B deux evenements tels que P(A) 4 0 et P(B) 4 0. La probabilite condition- 
nelle de A sachant B se deduit de la probabilite conditionnelle de B sachant A : 


Pb(A) = 


P(A) x P a (B) 
P(B ) 


Lorsque A = A m ou (AQ 0 <£<„ est un systeme complet d’evenements de probabilite non 
nulle, la formule de Bayes s’ecrit : 

/ \ \ m,„) X PaJB) 

P B (A m ) - --T— 

2 P(A k ) x P Ak (B) 

k = 0 


La formule de Bayes permet de comprendre un paradoxe absolument stupefiant : un test 
theoriquement quasiment infaillible peut echouer presque systematiquement : 


Exemple - Test de depistage 

Un laboratoire propose un test de depistage d’une maladie. Le test a une fiabilite 
extraordinaire de pres de 99% : 

1. Chez une personne saine, le test est negatif, sauf dans 0.5% des cas (faux positif), 

2. Chez une personne malade, le test est positif, sauf dans 2% des cas (faux negatif), 

Une etude epidemiologique indique qu’un francais sur 10 000 est porteur de la ma- 
ladie. Un patient subit le test : il est positif. Quelle est la probabilite pour qu’il soit 
effectivement malade ? 


Solution 


Commen 5 ons par modeliser le probleme par un arbre de probabilite. Notons S l’eve- 
nement : « le patient est sain », M l’evenement : « le patient est malade », T + l’eve- 
nement : « le test est positif » et T l’evenement : « le test est negatif ». On peut 
representer les hypotheses de l’enonce par l’arbre : 





2% 

Mfir 



98 L 

Mnr 

99, 5% 

snT- 



0.5L 

s n t + 
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Nous pouvons calculer : 

P{T + ) = P(S)P s (7 + ) + P(M)P M (T + ) 

= 0, 9999 x 0, 005 + 0, 0001 x 0, 98 
= 0,0050975 


La probability pour qu’il soit malade, sachant que le test est positif est done : 


P t+ (M) 


P(M ) 

P(T+) 

P(M)P m (T + ) 


P(T + ) 

0,0001 x 0,98 
0,0050975 
0, 98 

=* 2 % 


50,975 


Nous pouvons done conclure, de t'acon paradoxale, que lorsque le test est positif, le 
patient est dans pres de 98% des cas un patient sain. Bien que le test soit theorique- 
ment quasiment infaillible, il echoue done de fag on quasiment systematique lorsqu’il 
annonce un resultat positif ! 

Ce paradoxe s’explique intuitivement de fagon simple : supposons que nous prati- 
quons le test sur 20000 personnes, dont 2 malades et 19 998 personnes en bonne 
sante. Parmi les personnes en bonne sante, 1 sur 200 sera teste positive ; soit 
99, 99 personnes, chiffre que nous arrondirons a 100 personnes. Les personnes ma- 
lades seront testees positives (la encore, nous arrondissons 1, 96 individu en 2). Nous 
aurons done 102 tests positifs, pour deux malades. Les personnes testees positives 
auront done 2 chance sur 102 d’etre malade (soit environ 2%), et 100 chances sur 
102 d’etre en bonne sante ! 


23.4 I ndependance 


© 


Definition - Independance 

Deux evenements A et B sont independants lorsque : 

P(A n B) = P(A) x P(B) 


n evenement A \ , . . . , A n sont mutuellement independants si, pour tout partie / de || I . /((], 


fv* =n^ 


V iel / iel 


Remarque - Pour demontrer que n evenements sont mutuellement independants, il y a 
autant d’egalites a verifier que de parties I c J1, nj, soit 2" egalites. 

Notons que lorsque I est vide ou lorsque I est reduit a un element, il n’y a rien a verifier : 
il faut done verifier 2" — n — 1 egalites. 


Propriety - Independance et probability conditionnelle 

Deux evenements A et B de probability non nulle sont independants si et seulement si la 
probability conditionnelle de A sachant B est egale a la probability de A : Pb(A ) = P(A) 
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La notion d’independance peut s’averer subtile : ainsi, des evenements deux a deux in- 
dependants ne sont pas necessairement mutuellement independants : 

Exemple - Independance mutuelle 

Blaise et Pierre jouent a pile ou face avec une piece equilibree. 11 s lancent trois fois 
la piece. Soit A n l’evenement : « le resultat du deuxieme tirage est identique a celui 
du premier tirage », A 13 l’evenement : « le resultat du troisieme tirage est identique 
a celui du premier tirage » et A23 l’evenement : « le resultat du troisieme tirage est 
identique a celui du deuxieme tirage ». 

Ces trois evenements sont ils independants ? 

Solution 

Notons P (resp. F) un tirage donnant « pile » (resp. « face »), et ABC une suite de trois 
tirage ou Tissue du premier tirage est A (A etant egal a P ou F), celle du deuxieme 
est B et celle du troisieme est C. 

1 , Modele : tirage avec remise, 

2 , Univers : Q est T ensemble des 3 -listes (avec repetition eventuelle) a valeur dans 
IFF) : card (Q) = 2 3 = 8 

3 , Probability : (Q. V(D-)) est muni de la probability uniforme. 

Nous pouvons identifier les evenements A : 

4 1 

. A n = {PPP, PPF, FFP, FFF}, done : P(A n ) = - = -. 

8 2 

4 1 

. A n = [PPP, PFP, FPF, FFF), done : P(A 13 ) = - = -. 

8 2 

4 1 

. A 23 = {PPP, PFF, FPP, FFF}, done : P(A 23 ) = - = 

8 2 

Nous pouvons verifier que les evenements An et A13 sont independants : 


Ai 2 n A 13 = [PPP, FFF] 


Done : 

P(A n n An) = | = ^ = P(A l2 ) x P(A 13 ) 

On verifie de meme que les evenements Ai 2 et A 2 3 sont independants, ainsi que les 
evenementAi3 et A 2 3. 

Les trois evenements Ai 2 , A13 et A 2 3 sont done deux a deux independants. Nous pou- 
vons verifier, par contre, qu’ils ne sont par contre pas mutuellement independants : 


A12 n A13 n A 2 3 = {PPP, FFF } 


Done : 

P(A\2 n A13 n A 23 ) = - + P(An) x P(An) x P(A 2 3) = - 
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Tests de connaissances 


23.1 Un joueur lance trois des distincts (un de rouge, un de 
vert, un de bleu). Quel est Tunivers des resultats pos- 
sibles ? 

23.2 Soit n > 1 et p e]0, 1 [. A quelle condition sur a 6 R la 
suite (pk)i<k<„ definie par : 

P({k}) = p k = ap k 

definit-elle une probabilite sur |[l,n] ? 

23.3 Soit A un evenement d'un espace probabilise Q. Les 
evenements A et A sont ils incompatibles ? Sont ils in- 
dependants ? 

23.4 A et B sont deux evenements tels que P(A ) = 0.5 et 
P(B) = 0.2. Est il possible d’ avoir : 


1. P(AnS) = 0.2 

2. P(A U B) = 0.8 

3. P(A n B) + P(A U B) = 0.6 
Justifiez les reponses. 

23.5 Une urne contient 6 boules numerotees de 1 a 6. On 
en tire 3 sans remise. Quelle est la probabilite que la 
somme des numeros obtenus soit egale a la somme des 
numeros des boules non obtenues ? 

1. p=I 
F 2 

2. p = 0 


Exercices d’application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 608. 

■ Evenements 

23.6 

Un joueur joue a pile ou face avec une piece truquee : le cote 
pile sort avec une probabilite de 60%, face avec une probabi- 
lite de 40%. 

1 . Le joueur fait deux tirages consecutifs. Dessiner 1' arbre 
de probabilite modelisant 1’ experience. 

2. Quelle est la probabilite d’obtenir un seul pile au cours 
des deux tirages ? 

3. Le joueur fait trois tirages consecutifs. II obtient un 
seul pile apres les trois tirages. Quelle est la probabi- 
lite d’ avoir obtenu pile au premier tirage ? 

23.7 

Soit (fi, JK) un espace probabilisable. Soit (A„)„ £ n une famille 
d’evenements et A, B, C des evenements. A l’aide des opera- 
tions ensemblistes : f~j, |J et complementaire, ecrire les eve- 
nements suivants : 

1. l'un au moins des evenements A, B, C est realise. 

2. un et un seul des evenements A, B, C est realise. 

3. Tous les evenements (A„)„ eN se realisent. 

■ Equiprobabilite - denombrement 

23.8 

On pioche successivement 4 cartes d’un jeu de 32 cartes. 


Calculer la probabilite d’obtenir exactement 2 trefles et 2 
coeurs quand la pioche est 

1. sans remise 

2. avec remise 

23.9 

On lance 7 fois successives un meme de a 20 faces (que l’on 
suppose equilibre). Calculer la probabilite pour que : 

1. toutes les faces portent un numero distinct. 

2. toutes les faces portent un numero identique. 

■ Formule des probability composees 

23.10 

Dans un jeux de 32 cartes, on tire sucessivement 5 cartes en 
les remettant dans le jeu a Tissue de chaque tirage. 

1. Calculer la probabilite que le premier as apparaisse 

(a) a la premiere pioche, 

(b) a la seconde pioche, 

(c) a la troisieme pioche 

(d) a la quatrieme pioche, 

(e) a la cinquieme pioche, 

(f) jamais. 

2. Refaire la question precedente avec le second as. 


606 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Espaces probabilises finis 


TESTS & EXERCICES 


23.11 

Une urne contient 4 boules rouges et 4 boules noires. On re- 
tire les boules de l’urne deux par deux jusqu'a ce que l’urne 
soit vide, a chaque rang du tirage toutes les poignees de deux 
boules possibles etant supposees equiprobables. Quelle est la 
probabilite que tout au long de l'epreuve on n'obtienne que 
des paires bicolores ? 

■ Formule des probability totaies - Formule de Bayes 

23.12 

Parmi cent des cubiques, vingt-cinq sont pipes de telle sorte 
que la probabilite d'obtenir 6 soit \ et que les autres nume- 
ros aient la meme probabilite d’apparaitre. On prend un de au 
hasard parmi les cent et on le lance. 

1. On lance un de cubique. Quelle est la probabilite d'ob- 
tenir 6 ? 

2. On obtient 6. Quelle est la probabilite que ce de soit 
pipe ? 

3. Pour un de pipe, quelle est la probabilite d'obtenir 2 ? 

4. On lance un de cubique : on obtient 2. Quelle est la 
probabilite que ce de ne soit pas pipe ? 

23.13 

Un eleve a le choix entre deux modes de transport pour 
se rendre au lycee : le bus 6 et le bus 18. Le bus 6 (res- 


pectivement 18) a une probabilite a e]0, 1[ (respectivement 
b e]0, 1[) d'etre en retard. Le premier jour, il prend au hasard 
un des deux modes de transport. Par la suite, il utilise le meme 
que la veille si celui-ci etait a l'heure, sinon il en change. 
Pour tout k 6 N*, on note 5 l'evenement « l’eleve prend le 
bus 6 le k-ieme jour ». 

1. Calculer P(S Q en fonction de k, a et b. 

2. Quelle est la probabilite pi, pour que le bus emprunte le 
L-ieme jour soit a l’heure ? 

3. Que dire de p * lorsque k tend vers l’infini ? 

■ Independance d’evenements 

23.14 

Un joueur lance une piece de monnaie deux fois successive- 
ment. Considerons les evenements : 

• A : « tirer pile au premier lancer » 

• B : « tirer le meme cote aux deux lancers » 

• C : « tirer face au dernier lancer » 

1. Les evenements A et B sont ils independants ? 

2. Les evenements A et C sont ils independants ? B et C ? 

3. Les evenements A, B et C sont ils mutuellement inde- 
pendants ? 


Bxercices d’approfondissement 


23.15 ® 

On dispose d’une urne contenant 20 boules dont 8 noires, 
7 rouges et 5 blanches. On pioche, au hasard et sans remise, 
cinq boules. Calculer la probabilite de piocher 

1. uniquement des boules d’une meme couleur. 

2. uniquement des boules blanches sachant que toutes les 
boules sont d’une meme couleur 

3. deux boules d'une couleur et trois boules d’une autre 
couleur 

4. trois boules blanches sachant que l’on obtient les trois 
couleurs 

23.16 

Refaire l'exercice precedent lorsqu'il y a tirage successif de 
5 boules avec remise. 

23.17 

© 


Une urne contient 4 boules blanches et 5 boules noires. On 
pioche trois boules, on remet les noires et Lon garde les 
blanches. On tire une quatrieme boule. . . 

Quelle est la probabilite que celle-ci soit blanche ? 

23.18 

Une urne contient 13 boules dont 6 noires, 3 blanches et 4 
rouges. On pioche 4 boules. 

On pose 

• E : « obtenir exactement 2 blanches » 

• F : « obtenir exactement 2 rouges » 

1. On suppose qu’il n’y a pas remise. 

Calculer les probability suivantes : P(E n F ), Pf{E), 
Pe(F). 

Les evenements E et F sont-ils independants ? 

2. Recommencer l'exercice en supposant que l’on pioche 
avec remise 


607 



Espaces probabilises finis 


TESTS & EXERCICES 


23.19 ® 

John Keynes a demande a son editeur d’envoyer a un cer- 
tain nombre de personne un exemplaire de la theorie gene- 
rate de I’emploi, de I’interet et de la monnaie. II a pris soin 
d’ecrire une dedicace personnalisee pour chaque destinataire. 
Malheureusement, son editeur a melange les differents livres 
dedicaces et les a envoye au hasard. Sachant que Keynes a 
voulu envoyer un livre dedicace a n correspondants, quelle 
est la probabilite p„ pour qu'aucun correspondant n'ai reju la 
bonne dedicace ? 

Que peut-on dire lorsque n — * +<x> ? 

23.20 ® 

Une societe d’ assurance automobile propose trois tarifs a ses 
clients T\ < T 2 < T 3 . Les nouveaux clients paient le tarif T 2 
la premiere annee de leur contrat. Lorsqu'un client qui paie 
le tarif T k a un ou plusieurs accidents au cours d’une annee, il 
paie le tarif T k+i 1' annee suivante (ou reste au tarif maximal 
lorsque k = 3), sinon, il paie le tarif T k _\ P annee suivante (ou 
reste au tarif minimal lorsque k = 1). 

Nous faisons l’hypothese (irrealiste) que la probabilite 
d’avoir un ou plusieurs accidents au cours de l’annee est in- 
dependante du client et est egale a p = 10%. 


Pour tout k e [1, 3]| et pour tout n e N, notons p k (n ) la pro- 
babilite pour qu’un client paie le tarif T k la n-ieme de leur 
contrat. 


1. Identifier p k ( 1) pour tout k 6 Jl, 3J. 

(Pi(n) 

2. Soit n 6 N* et X„ = 


I Pi(n) 
[p?,(n)) 

matrice M e M 3 (R) telle que 


. Demontrer qu'il existe une 


V/7 6 ’ 


X„ + i = MX,, 


3. Demontrer que M est diagonalisable et identifier les va- 
leurs propres de M. 

4. Identifier le sous espace propre associe a la valeur 
propre 1. 

5. Si X\ - aU\ + PU 2 + yU 3 , ou U i est un vecteur propre 
associee a la valeur propre 1, U 2 et U 3 sont les vec- 
teurs propres associees aux deux autres valeurs propres 
A 2 > A 3 , demontrer que, pour tout n > 1 : 

X„ = aUi + A'±J3U 2 + A"yU 3 

En deduire que pi(n), p 2 (n ) et p 3 (n) convergent lorsque 
n — » +oo et calculer p k = lim p k (n ) pour k e Jl, 3|. 


Indications 


23.15 Pour denombrer l'evenement : « obtenir les trois cou- 
leurs », on pourra denombrer le complementaire (« obtenir 
aucun noir, et/ou aucun rouge, et/ou aucun blanc ») et utiliser 
la formule du crible. 

23.19 Si E k est l’evenement : « le L-ieme correspondant a 
regu la bonne dedicace », la reunion des E k (pour k variant de 
1 a n ) est le complementaire de l’evenement « aucun corres- 
pondant n’ai regu la bonne dedicace ». On pourra calculer la 
probabilite la reunion en utilisant la formule du crible. 


23.20 Question 4 : pour identifier p k = lim p k {n) pour 

n— *+oo 

k s [1, 3J, on pourra demontrer que : 


>r 

p~ 


= aUi 


\Pi) 


ou U i est vecteur propre pour la valeur propre l,et remarquer 
que : 

Pi + P 2 + Pi= lim (pi(n) + p 2 (n) + p 3 (n)) = 1 

n —*+ oo 
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L’univers fl = |[1,6] 3 est l’ensemble des triplets 
(n 1 ,n 2 ,n 3 ), ou n i est le nurnero du de rouge, n 2 celui du de 
vert, n 3 celui du de bleu. 


23.2 


1. ( Pk)i<k< n est 3 valeurs positives ou nulles lorsque a > 0 

2. la probability totale est : 

n n 

fc= 1 k= 1 


On calcule la somrne des n premiers termes d’une suite 
geometrique de premier terme p, de raison p : 


Yj Pk 


= ap 


i -p n \ 
i -p) 


= i 


i 

p 




F 


P 


jl0%. 

FF 

^60^ 

FP 

40% 

PF 



60 r < 

PP 


2. La probability d’obtenir un seul pile au cours des deux 
tirages est : 


P(PF U FP) = P(PF) + P(FP ) 

= 0.6 x 0.4 + 0.4 x 0.6 = 48% 


3. La probability d'obtenir un seul pile apres les trois tirages 
est : 


P(PFFUFPF U FFP) 

= P(PFF) + P(FPF) + P(FFP) 
= 3.6 x 0.4 1 2 = 28, 8% 


Deux evenements sont incompatibles lorsque leur 
intersection est vide. Par definition du complementaire, A n A = 

0. done A et A sont incompatibles. 


La probability d' avoir obtenu pile au premier tirage est : 
P(PFF) = 0.6 x 0.4 2 = 9, 6% 


Deux evenements sont independants lorsque la probability de 
l’intersection est le produit des probabilites. /’(AnA) = 0, 
done A et A sont independant lorsque P(A) = 0 ou 1, et ne sont 
pas independants sinon. 


Notons P i l’evenement : « obtenir un seul pile apres les 
trois tirages ». La probability d’ avoir obtenu pile au pre- 
mier tirage sachant que Lon a obtenu un seul pile apres 
les trois tirages est : 


23.4 


1. Lorsque B c A, P(A n B) = P(B) = 0.2. 

2. D" apres la formule du crible, P(A U B) = P(A) + P(B ) - 
P(A n B) < P(A) + P(B) = 0.7. Done il est impossible 
d’ avoir P(A Ufi)= 0.8. 


23.7 


Pp, ( PFF) = 


0.6 x 0.4 2 
3 x 0.6 x 0.4 2 


1 

3 


1. L’evenement A U B U C correspond a : « l’un au moins 
des evenements A, B, C est realise. » 


3. D’apres la formule du crible, P(A U B) = P(A) + P(B) - 
P(A n B), done P(A n B) + P(A U B) = P(A) + P(B) = 0.7. 
II est done impossible d’avoir P(A n B) + P(A U B) = 0.6 


La deuxieme reponse est correcte. 

n(n +1) 6x7 


La somme des numeros est 


= 21. Si la 


2 2 

somme des numeros obtenus est paire, celle des numeros res- 
tants est impaire et vice versa. Dans tous les cas, elles ne seront 
jamais egales. 


1. Notons P (resp. F) L evenements : on tire « pile » (resp. 
« face ») au premier lancer, PF (resp. FP, PP, FF) l’eve- 

nement : « pile » au premier lancer, « face » au second 
(resp. « face » au premier, « pile » au second, resp. « pile » 

et « pile » ou « face » et « face »). L’arbre suivant mode- 
lise Fexperience : 


2. Un et un seul des evenements A, B, C est realise corres- 
pond a : 

(a n (B u c)) u (s n (A u c)) u (c n (A u b)) 

3. Tous les evenements (A„), i£ n se realisent correspond a : 

neN 


23.6 


1. Tirage sans remise 

Modelisons Fexperience par un tirage simultane de 4 
cartes dans un jeu de 32 : 

(a) Univers : 

L'univers fl est l’ensembles des mains de 4 cartes 
parmi les 32 cartes, e’est a dire Fensemble des par- 
ties a 4 elements parmi les 32 cartes. 
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(b) Probability : 

(£1, P(Si)) est muni de la probability uniforme : si A 
est une partie de £2 : 


P(A) = 


card (A) 
card (£2) 


23.9 


• Univers : 

L’univers £2 est l'ensembles de 7-listes (avec repetition even- 
tuelle) parmi les 20 faces. 


ou card (£2) = ( 4 2 ). 

(c) Soit E 1" evenement : « obtenir exactement 2 trefles 
et 2 coeurs. Un evenement u) e E est entierement 
determine : 

i. Par le choix de 2 trefles parmi les 8 trefles du 
jeu de carte : Q possibilites, 

ii. Par le choix de 2 coeurs parmi les 8 coeurs du 
jeu de carte : Q possibilites. 

Done : 

card (E) = 

La probability d’ obtenir exactement 2 trefles et 2 
coeurs quand la pioche est sans remise est done : 


, (£ ,4 

(?) 


2. Tirage avec remise 

(a) Univers : 

L" univers £2 est l’ensembles de 4-listes (avec repe- 
tition eventuelle) parmi les 32 cartes. 

(b) Probability : 

(£2, P(Q)) est muni de la probability uniforme : si A 
est une partie de £2 : 


Probability : 


(£2, P(Q)) est muni de la probability uniforme : si A est une 
partie de £2 : 


P(A) = 


card (A ) 
card (£2) 


ou card (£2) = 20 7 . 


1. Soit D l’evenement : « toutes les faces tirees portent un 
numero distinct » 

Un evenement a> e D est une 7-liste sans repetition parmi 
les 20 faces : 2A 7 0 possibilites. 

La probability d’obtenir 7 numeros distincts est done : 


P(D) = 


•^20 

20 7 


2. Soit I l’evenement : « toutes les faces portent un numero 
identique » 

Un evenement at 6 / est entierement determine par le 
choix du numero : 20 possibilites. 

La probability d’obtenir 7 numeros identiques est done : 


P(A) = 


card (A) 
card (£2) 


ou card (£2) = 32 4 . 


(c) Soit E l’evenement : « obtenir exactement 2 trefles 
et 2 coeurs. Un evenement w € £ est entierement 
determine : 


23.10 


W) = 


20 

20 7 

1 

w 


i. Par le choix des instants ou on tire les 2 trefles : 
( 4 ) possibilites, 

ii. Par le tirage (avec remise) de 2 trefles parmi les 
8 trefles du jeu de carte : 8 2 possibilites, 

iii. Par le tirage (avec remise) de 2 coeurs parmi les 
8 coeurs du jeu de carte : 8 2 possibilites, 

Done : 

card (E) = Qj8 4 

La probability d’obtenir exactement 2 trefles et 2 
coeurs quand la pioche est sans remise est done : 


P(E) 


( 4 ) 8 4 

32 4 


Modele : tirage avec remise. 

Univers : 

L’ univers £2 est l’ensembles de 5-listes (avec repetition even- 
tuelle) parmi les 32 cartes. 

Probability : 

(£2, (P(£2) ) est muni de la probability uniforme : si A est une 
partie de £2 : 

card (A) 

P(A) - — 

card (£2) 


ou card (£2) = 32 5 . 
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1. Soit A k l’evenement : « le premier as apparaisse a la k- 
ieme pioche » et B k l’evenement : « aucun as n'apparait 
pendant les k premieres pioches ». 

Nous pouvons modeliser renonce par l'arbre de proba- 
bility : 



Nous voulons calculer les probabilites des evenements 
A k pour k e [1,51 et de l’evenement B 5 : « aucun as 
n'apparait lors des cinq tirages. » 

D'apres la formule des probabilites composees : 


P(A k ) = 



1 

8 



Sachant que Ton a tire des paires bicolores jusqu’au k - 1-eme 
tirage, une fois tire la premiere boule de la k - ieme paire, il reste 
8 - 2 k+ 1 boules, dont 4-k+ 1 boules d’une couleur differente. 
La probabilite de tirer une paire bicolore au £-ieme tirage est 
done : 

4-Jfc+l 5 -k 
Pk ~ 8 - 2k + 1 ~ 9-2 k 

D’apres la formule des probabilites totales, la probabilite de ne 
tirer que des paires bicolores est done : 


P = 


n 

k = 1 


5 - k 
9-2 k 


4 x 3 x 2 x 1 
7 x 5 x 3 x 1 


_8_ 

35 


De merne : 


P(B k ) = 



2. Soit C k l’evenement : « le deuxieme as apparait a la k- 
ieme pioche. » 

Notons que P(C 1 ) = 0. 

Pour k > 2, at e C k est entierement determine : 

(a) par le choix de l’instant ou est tire le premier as : 
k - 1 possibility entre 1" instant 1 et k - 1, 

(b) a cet instant : par le choix d’un as (parmi les 4 as du 
jeu) : 4 possibilites, 

(c) aux k— 2 autres instants entre 1 et k— 1 : par le choix 
d’une carte differente d’un as (parmi les 28 cartes 
differente d’un as dans le jeu) : 28* -2 possibilites, 

(d) a l’instant k : par le choix d’un as (parmi les 4 as du 
jeu) : 4 possibilites, 

(e) aux n - k instants de k + 1 a n : par le choix d’une 
carte quelconque parmi les 32 cartes du jeu : 32" _ * 
possibilites. 

Nous en deduisons : 

card (C k ) = (k - 1)4 2 28 A ^ 2 32"^ 


Notons P l’evenement : « le de est pipe », P l’eve- 
nement : « le de n’est pas pipe », E k l’evenement : « obtenir le 
numero k ». L’enonce se modelise avec l'arbre de probabilite : 


23.12 



pn £ 6 

P K~E ~ 6 

P^E 6 


1. P, P est un systeme complet d’evenements. D’apres la 
formule des probabilites totales : 

P(E 6 ) = P(Pn e 6 ) + p(p n e 6 ) 

113 11 

= — X h — X — = — 


2. D'apres la formule de Bayes : 


Pe 6 (P) = 


P(PnE 6 ) 
P(E 6 ) 



1 

2 


done : 


P(C k ) = 


(k - 1)4 2 28^ 2 32"^ 
32" 

(, k - 1)4 2 28*- 2 
32 1 


3. Si on lance un de pipe, nous savons que la probabilite 
d’obtenir 6 est 7 et que les autres numeros ont la meme 
probabilite p d’apparaitre. La probabilite totale est done : 

5 P +i = 1 


Lorsque Ton tire une paire de boules, nous pou- 
vons supposer que l’on tire d’abord une premiere boule, puis 
une seconde. 


et nous concluons que p = ■L. La probabilite d’obtenir 2 
(ou tout autre nombre different de 6 ) avec un de pipe est 
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4. Nous pouvons modeliser le probleme avec l’arbre de pro- 
babilite : 


p n e 7 



pnE 2 


P, P est un systeme complet d'evenements. D’apres la 
formule des probabilites totales : 


P(E 2 ) = P(P n E 2 ) + P(P n E 2 ) 

6_ _ _3_ 

“ 20 


3 111 

4 X 6 + 4 X T0 _ 40 


D’apres la formule de Bayes, nous pouvons calculer la 
probability que le de ne soit pas pipe sachant que Ton 
tire un 2 : 

- P(PE 2 ) 

p ^ p)= ~kii 

3 v 1 1 

4 X 6 8 


_3_ 

20 


_3_ 

20 


En multipliant numerateur et denominateur par 40 = 
8x5, nous pouvons conclure : 


Pe 2 (P) = 


3x2 


23.13 


Pour tout k 6 N*, notons u k = P(S k ). 

1. La famille ( S k , 5 k ) est un systeme complet d'evenements 
de probabilites non nulle. D’apres la formule des proba- 
bilites totales : 

u k+ i =Ps l (S k+1 )P(£JP 1 ^S k+l )P(st) 

“t b 1 -u k 

= (1 - a)u k + b{ 1 - u k ) = b + (1 - a - b)u k 

La suite (u k ) keH , est une suite arithmetico-geometrique 
du type : 

u k + i = a +/3u k 

ou a = b et /? = 1 - a - b. Si ( verifie {. = a + fit, c'est a 
dire : 

a b 

1 = 


1-/1 a + b 

nous en deduisons : 

(u k +i - b) — P (u k ~ () 

La suite ( u k - () keii * est une suite geometrique de raison 
P, done : 

Uk -e = p k ~ l («i - 6) 


1 

ui-t = - 


a - b 

2 a + b 2 (a + b) 

Nous en deduisons que, pour tout k > 1 : 


u k = 


a + b 


+ (1 -a- by 


a-b 
2 (a + b) 


2. Soit H k l’evenement : « le bus arrive a l'heure le L-ieme 
jour ». (S k ,S k ) est un systeme complet d’evenements, 
done d’apres la formule des probabilites totales : 

P(H k ) = P Sk (H k ) nSk) + P^i.H k ) P (s*) 

l-a l—b 1 — u k 

= (1 - a)u k + (1 - b)(l - u k ) 

= (1 - b) + (b — a)u k 

3. Nous savons que a s]0, 1[ et b e]0, 1[, done -1 < 
1 — a — b < 1, et 


(1 -a- bf 


■ 0 


Nous en deduisons : 


u k 


k->+oo a + b 


puts : 


P(H k ) ■ 


■ l = (1 - b) + (b - a) 


a + b 


C’est a dire : 


a + b 


a + b - ab - b 2 + b 2 - ab 

( b-a)b ] 


\ («+*)(!-*) 


a + b - 2 ab 
a + b 


= 1 


2 ab 
a + b 


23.14 



Nous pouvons modeliser le probleme par l'arbre : 

50% _ FF 
F 

50%' FP 
50% PF 

50%^ P 

5(Y( PP 

oil on note P l’evenement : « tirer pile au premier lancer », PF 
l'evenement : « tirer pile au premier lancer, face au second » 
etc 

A, B et C sont les evenements : 


612 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Espaces probabilises finis 


CORRIGES 


A : « tirer pile au premier lancer », c’est a dire : A = j PP, PF}. 
P(A) = P(PP ) + P(PF) = 25% + 25% = 50% 

B : « tirer le meme cote aux deux lancers » c’est a dire : 
B = { PP,FF). 

P(B) = P(PP) + P(FF) = 25% + 25% = 50% 

C : « tirer face au dernier lancer » c’est a dire : C = j PF, FF). 

P(C ) = P(PF) + P(FF) = 25% + 25% = 50% 

1. AnB = {PP}. 

P(A n B) = P(PP) = 25% 

= P(A)P(B) 


Nous en deduisons : 

P(A) = 


yig + yij + 

<z{5 

^*20 


En divisant par 5! au numerateur et au denominateur, 
nous retrouvons les coefficients binomiaux : 


P(A) = 


2. La probabilite de tirer uniquement des boules blanches 
sachant que toutes les boules sont d'une meme couleur 
est : 


0 

1 + 

@ 

+ 1 

Isj 

( 

'20' 

,5, 

) 


Pa(A-b) — 


P(A b n A) 
P(A) 


Done les evenements A et 6 sont independants. 
2. A n C = {PF}. 


P(A n C) = P(PF) = 25% 

= P(A)P(C) 

Done les evenements A et C sont independants. 
BflC = {FF}. 


P(B n C) = P(FF) = 25% 
= P(B)P(C) 


Done les evenements B et C sont independants. 

3. AnBnC = 0, done P{AnBnC) = 0 * P(A)P( B)P(C) = 
12, 5%. Les evenements A, B et C ne sont done pas mu- 
tuellement independants. 


23.15 


1. • Univers : 

L’univers Q des resultats possibles est l’ensemble des 
5-listes sans repetition parmi les 20 boules. 

• Probabilite : 

(fl, 'P(Q)) est muni de la probabilite uniforme : 


P(A) = 


card (A) 
card (O) 


ou card (D) = 

L’evenement A : « tirer des boules d’une meme couleur » 
se decompose en : 


• Ajy : « tirer 5 boules noires » : Ml possibilites, 

• A r : « tirer 5 boules rouges » : possibilites, 


« tirer 5 boules blanches » : JAj possibilites. 


Comme A g c A : 


P a{A b ) — 


P(Ab) 

P(A) 


Nous savons que P{A) = ■ Nous pouvons simplifier 

par card (D) : 


Pa(A b ) — 


card (A b ) 
card (A) 

3K o 


En divisant par 5! au numerateur et au denominateur, 
nous retrouvons les coefficients binomiaux : 


0) 

1 

_ 56 

3. Soit A l’evenement : « obtenir deux boules d’une couleur 
et trois boules d’une autre couleur. » 

Notons Ac,,c 2 l'evenement : « obtenir deux boules d'une 
couleur C i et trois boules d’une autre couleur Ci- » (o e 
Aci,c 2 est entierement determine par : 

(a) Le choix de 2 boules de la couleur C i : possi- 

bilites, si it] est le nombre de boules de la couleur 
Ci, 

(b) Le choix de 3 boules de la couleur C 2 : (" 2 ) possi- 
bilites, si «2 est le nombre de boules de la couleur 

C 2 , 

(c) L’ordre de sortie des 5 boules choisies : 5! possibi- 
lites, 
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Nous en deduisons : 



En faisant la somme sur toutes les possibilites, nous en 
deduisons : 


card (A) = 5 ! 



Done, en simplifiant par 5! au numerateur et au denomi- 
nateur : 


P(A) = 


1 





4. Soit A l’evenement : « obtenir les 3 couleurs et B l’eve- 
nement « obtenir 3 boules blanches. a> e A n B est entie- 
rement determine : 

(a) Par le choix de 3 boules parmi les 5 blanches : ( j) 
possibilites, 

(b) Par le choix d’une boule parmi les 8 noires : 8 pos- 
sibilites, 

(c) Par le choix d'une boule parmi les 7 rouges : 7 pos- 
sibilites, 

(d) Par le choix de l’ordre de sortie de ces 5 boules : 5! 
possibilites. 

Done : 

card (Anfi) = 5!x7x8x 

Nous pouvons denombrer le complementaire de A. Si B N , 
B r et B b sont les evenements : « ne tirer aucune boule 
noire (respectivement rouge, blanche) », alors : 

A = Bn U Br U Br 


card (B n ) = !H 5 l2 : a> e B N est une 5-liste sans repe- 
tition parmi les 20 - 8 = 12 boules qui ne sont pas 
noires, de meme pour B R et B b 

• card (Bn n B R ) = yil : a> 6 B N est une 5-liste sans re- 
petition parmi les 20 - 8 - 7 = 5 boules qui ne sont pas 
noires, ni rouges, de meme pour B N n B b , B r n B b et 
Bn n BrCi B b . 

Nous en deduisons : 
card (A) = yi 20 - card (a) 

<zi5 <z/5 <77 5 <7/5 , <7/5 , <7/5 , <77 5 

— '-'*20 '-'*12 '-'*13 c/ii5 1 '-/ig 1 c/1'7 1 *-/»g 

p b - P( ~ A 0 K> - card ( A n K) 

A P(A ) card (A) 

Nous pouvons simplifier par 5 ! et reconnaitre les coeffi- 
cients binomiaux au denominateur : 


P a(B) = 


7 x 8 x (0 
N 


Ou: 



23.16 


1. • Univers : 

L’univers £2 des resultats possibles est Pensemble 
des 5-listes (avec repetition eventuelle) parmi les 20 
boules. 

• Probabilite : 

(fl, P(Q» est muni de la probabilite uniforme : 


P(A) = 


card (A) 
card (XI) 


se denombre par la formule du crible : 

card (a) = card (B N ) + card (B R ) + card ( B c ) 

- card (Bn n B R ) 

- card (Bn n B b ) 

- card (Br n B b ) 

+ card (Bn D B r Pi B r) 

~ ‘^12 + ^13 + ^15 

< 7/5 < 7/5 < 7/5 . < 7/5 

c/t 5 c/1'7 c/ig 1 *-/»Q 

ou : 


ou card(X2) = 20 5 . 

L'evenement A : « tirer des boules d’une meme couleur » 
se decompose en : 

• A N : « tirer 5 boules noires » : 8 5 possibilites, 

A r : « tirer 5 boules rouges » : 7 5 possibilites, 

A b : « tirer 5 boules blanches » : 5 s possibilites, 

Nous en deduisons : 


P(A) = 


8 5 + 7 5 + 5 s 

20 5 
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2. La probability de tirer uniquement des boules blanches 
sachant que toutes les boules sont d'une meme couleur 
est : 


Pa(A b ) = 


P(A B nA ) 
P(A) 


(a) Par le choix de l’instant de sortie de la boule noire : 
5 possibilites, 

(b) Puis par le choix de l'instant de sortie de la boule 
rouge : 4 possibilites, 

(c) Le choix de la boule noire : 8 possibilites. 


Comme A B c A : 


Pa(A b ) = 


P(A b ) 

P(A) 


Nous savons que P(A ) = Bardin) • Nous pouvons simplifier 
par card (Cl) : 


Pa(A b ) = 


card (A b ) 
card (A) 
5 5 


8 5 


3. Soit A l'evenement : « obtenir deux boules d’une couleur 
et trois boules d’une autre couleur. » 

Notons A Ci>C2 l'evenement : « obtenir deux boules d'une 
couleur C i et trois boules d’une autre couleur C 2 . » cj e 
Aci.fr es t entierement determine par : 

(a) Le choix des instant oil on tire les 2 boules de la 
couleur C\ : 

(b) A chacun de ces instants, le choix d'une boule de la 
couleur C 1 : /t 2 possibilites, si n\ est le nombre de 
boules de la couleur C 1 , 

(c) A chacun des 3 instants restants, le choix d'une 
boule de la couleur C 2 : n\ possibilites, si n 2 est le 
nombre de boules de la couleur C 2 , 

Nous en deduisons : 



En faisant la somrne sur toutes les possibilites, nous en 
deduisons : 


(d) Le choix de la boule rouge : 7 possibilites, 

(e) Le choix des 3 boules blanches : 5 3 possibilites, 
Done : 


card (AflB) = 5x4x8x7x5 3 

Nous pouvons denombrer le complementaire de A. Si B N , 
B r et B b sont les evenements : « ne tirer aucune boule 
noire (respectivement rouge, blanche) », alors : 

A = Bn U B b U B b 

se denombre par la formule du crible : 

card (a) = card (B N ) + card (B K ) + card (B c ) 

- card (B n Pi B r ) 

- card (B n n B b ) 

- card (Br Pi B b ) 

+ card (Bn Pi Br Pi B b ) 

= 12 5 + 13 5 + 15 5 - 5 s - 7 5 - 8 5 + 0 5 


ou : 

. card (B n ) = 12 5 : oj e B n est une 5-liste (avec repeti- 
tion eventuelle) parmi les 20 - 8 = 12 boules qui ne 
sont pas noires, de meme pour B R et B b 

• card (B n Pi B r ) = 5 5 : a) 6 B N est une 5-liste sans re- 
petition parmi les 20 - 8 - 7 = 5 boules qui ne sont pas 
noires, ni rouges, de meme pour Bn Pi B b , Br Pi B b et 
B n Pi Br Pi B b . 

Nous en deduisons : 


card (A) = (8 2 7 3 + 8 2 5 3 + 7 2 8 3 

+7 2 5 3 + 5 2 8 3 + 5 2 7 3 ) 


Done : 


P(A) = 



+ 8 2 5 3 + 7 2 8 3 


+7 2 5 3 + 5 2 8 3 + 5 2 7 3 ) 


card (A) = 20 5 - card (a) 


Pa(B) : 


: 20 5 - 12 5 - 13 5 - 15 5 + 8 5 + 7 5 + 5 5 
P(A Pi B) card (A Pi B) 

P(A) ~ card (A) 

5x4x8x7x5 3 

20 5 - 12 5 - 13 5 - 15 5 + 8 5 + 7 5 + 5 s 


Modelisons le premier tirage par un tirage simul- 
tane de 3 boules parmi les 7 boules de l’urne : 


4. Soit A l'evenement : « obtenir les 3 couleurs et B l’eve- 
nement « obtenir 3 boules blanches, a) e A Pi B est entie- 
© rement determine : 


Univers : 

L'univers £2 est 1’ ensemble des parties a 3 elements parmi les 
9 boules. 
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• Probabilite : 

(£2, P(fl ) ) est muni de la probabilite uniforme : 


P(A) = 


card (A) 
card (£1) 


ou card (£2) = = 84 

Notons A k l’evenement : il y a k boules noires parmi les trois 
boules drees au premier tirage. 

a> 6 A k est entierement determine par : 

• Le choix des k boules noires : Q possibilites, 

Le choix des 3 - k boules blanches : possibilites. 

Done : 

Card( ^ ) = 0( 3 -J 


On pose 

• E : « obtenir 2 blanches » 

• F : « obtenir 2 rouges » 

1. Tirage sans remise. 

Nous pouvons modeliser l'enonce par un tirage simul- 
tane de 4 boules : 

• Univers : 

L’univers £2 est l’ensemble des parties de 4 elements 
parmi l'ensemble des 13 boules 

• Probabilite : 

(£2, P{Sl)) est muni de la probabilite uniforme : 


P(A) = 


card (A) 
card (£2) 


Ce que Ton peut resumer par le tableau : 


k 0 12 3 
card (A) k 4 30 40 10 


Notons p k = 


la probabilite de A k et q k 


1 ■ 


Pk- 


Soit B l'evenement : la quatrieme boule est blanche. La pro- 
babilite de B sachant A k est la probabilite de tirer une boule 
blanche parmi 9 - k boules, dont 4 blanches : 

P Ak (B) = 


9 -k 


On peut resumer les calculs par l’arbre de probabilite : 

%^ A k §ff A k 0B 

Q A k - — A k HB 


Pk 


4 

9-k 


D’apres la formule des probabilites composees : 

card (A*) 4 

P(A k 0 B) = 

v 84 9-k 

D’apres la formule des probabilites totales : 


P(B) = ^ P(A k n B) 


_ 4 4 30 4 40 4 10 4 

“ 84 9 + 84 8 + 84 7 + 84 6 


Tous calculs faits : 


a 

= I 
b 


23.18 


Une urne contient 13 boules dont 6 noires, 3 
blanches et 4 rouges. On pioche 4 boules. 


ou card (£2) = (* 4 3 ) = 715. 

Les evenements consideres ne tiennent pas compte de 
l’ordre de sortie des boules : nous ferons le calcul avec le 
second modele. 

Un element w 6 £ est entierement determine : 

(a) par le choix de 2 boules parmi les 3 blanches : 

= 3 possibilites, 

(b) par le choix de 2 autres boules parmi les 10 qui ne 

sont pas blanches : = 45 possibilites, 

Done : 


P(E) jm 

i 13 

u 
21 
~ 143 

De meme, un element in 6 £ est entierement determine : 

(a) par le choix de 2 boules parmi les 4 rouges : Q = 6 
possibilites, 

(b) par le choix de 2 autres boules parmi les 9 qui ne 
sont pas blanches : (0 = 36 possibilites. 

Done : 

£(£) = 

_ 196 
- 715 

Enfin, un element u> e E n £ est entierement determine : 

(a) par le choix de 2 boules parmi les 3 blanches : 

= 3 possibilites, 

(b) par le choix de 2 boules parmi les 4 rouges : Q = 6 
possibilites, 
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(B) 715 

Nous en deduisons les probabilites conditionnelles : 


Pe(F) = 


P f (E) = 


P(E n F) 


6 _ 

45 

P(E n F) 


(t)3 2 10 2 

P(E) = — - — 

13 4 

De meme, un element w 6 F est entierement determine : 

(a) par le choix des instants de tirages des 2 boules 
rouges : Q = 6 possibilites, 

(b) pour chaque tirage d'une boule rouge, par le choix 
d'une boule parmi les 4 rouges. Pour 2 tirages : 4 2 
possibilites 

(c) pour chaque tirage d'une autre boule, par le choix 
d'une boule parmi les 9 qui ne sont pas blanches. 
Pour 2 tirages : 9 2 possibilites, 


Remarquons que : 

6 

p E (F) = _ 

v 45 
196 

*7l5 =P(F) 

Done E et F ne sont pas des evenements independants. 
2. Tirage avec remise. 

Nous modelisons 1’ experience en tenant compte de 
l’ordre de sortie : 

• Univers : 

L'univers £2 est l’ensemble des 4-suites (avec repeti- 
tion eventuelle) parmi les 13 boules 

• Probabilite : 

(£2, !P(£2)) est muni de la probabilite uniforme : 

card (A) 

P(A) = — — — 
card (£2) 

ou card (£2) = 13 4 . 

Un element aj e E est entierement determine : 

(a) par le choix des instants de tirages des 2 boules 
blanches : ( 4 ) = 6 possibilites, 

(b) pour chaque tirage d'une boule blanche, par le choix 
d’une boule parmi les 3 blanches. Pour 2 tirages : 3 2 
possibilites 

(c) pour chaque tirage d’une autre boule, par le choix 
d'une boule parmi les 10 qui ne sont pas blanches. 
Pour 2 tirages : 10 2 possibilites. 


F(F) = — , 

13 4 

Enfin, un element at e E n F est entierement determine : 

(a) par le choix des instants de tirages des 2 boules 
blanches : Q = 6 possibilites, 

(b) pour chaque tirage d'une boule blanche, par le choix 
d'une boule parmi les 3 blanches. Pour 2 tirages : 3 2 
possibilites 

(c) pour chaque tirage d'une boule rouge, par le choix 
d'une boule parmi les 4 rouges. Pour 2 tirages : 4 2 
possibilites. 

Done : 

(?)3 2 4 2 

P(E n F) = w , 

13 4 

Nous en deduisons les probabilites conditionnelles : 


P(E n F) 
P(E ) 


P(E n F) 
P(E) 


P e(F) = 


Pf(E) = 


Nous verifions, de meme que lors d"un tirage sans re- 
mise : 

P e(F) * P(F) 

Done E et F ne sont pas des evenements independants. 

Commengons par modeliser l’experience. Nous 
pouvons associer a chaque resultat possible la permutation tr 
de [[ 1 , n ] | telle que le F-ieme correspondant regoit la dedidace 
ecrite pour le correspondant cr(k). 

• Univers : l'univers £2 des resultats possibles s’identifie a l'en- 
sembles des permutations cr de |[1 ,bJ, 
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Probability : l'ensemble des parties de fi est muni de la pro- 
bability uniforme : 


P(A) = 


card (A ) 


card (£1) 

oil card (O) = n ! 

Soit Ek l'evenement : « le fc-ieme correspondant a regu la bonne 
dedicace » et E l'evenement « aucun correspondant n"ai regu la 
bonne dedicace ». 

Si at appartient au complementaire de l’evenement E, un des 
correspondant a regu la bonne dedicace, done l’evenement 
complementaire de E est la reunion des evenement £). pour k 
variant de 1 a n. En particular : 


P(E) = 1 - P 


U £ * 

\k= 1 


D’apres la formule du crible : 


\k= 1 


7c[l,/i] V iel 
7*0 


\E, 


Si I est un sous ensemble a k elements de |[l,nj, l’evenement 

Ei = p| Ej s’identifie a l’ensemble des permutations qui fixent 
iel 

les points de i. Si at e Ej, ut\i = id; et la restriction de at au 
complementaire Cf de / est une permutation de CA qui est un 
ensemble a (n - k ) elements. Nous en deduisons : 

card (Ej) = (n - k)\ si card (7) = k 

En regroupant les parties non vides de |[l,nj selon leur cardi- 
nal k, et en notant qu’il y a parties a k elements dans Jl, nj, 
nous en deduisons : 


card 




7c[[l,n] 

card(7)=& 


©* 


=p-v k - 1 $ n -w 


En divisant par card (71) = n\, nous en deduisons : 

vt-i (n\(n-k)! 


( n \ 


U £ *- = X (_1) * 


k] n\ 




En passant au complementaire, nous en deduisons la probabi- 
lity cherchee : 


P(E) = 1 - J/-!)* 


k\ 


Que nous pouvons reecrire : 

P( E ) = f j (-l?± 


Nous reconnaissons la somrne partielle d’une serie geome- 
trique, done : 


P(E) > exp(-l) 


23.20 


1. D'apres les hypotheses, les nouveaux clients paient le ta- 
rif A; la premiere annee de leur contrat, done : 


Pi(l) = o 

M i) = i 
M i) = o 


2. Si note q = 1 -p la probability de ne pas avoir d’accident, 
d’apres les hypotheses : 

(a) le client paie le tarif T\ 1' annee n + 1 s’il payait le 
tarif Tj l'annee n et n’a pas eu d’accident, ou s’il 
payait le tarif T 2 l'annee n et n"a pas eu d’accident : 

Pi(n + 1 ) = qp\(n) + qpi(n) 

(b) le client paie le tarif T 2 l’annee n + 1 s’il payait le 
tarif T { l'annee n et s’il a eu un ou plusieurs acci- 
dents, ou s’il payait le tarif Ti l’annee n et n’a pas 
eu d’accident : 

Pi(n + 1 ) = ppi(n) + qp 3 (n) 

(c) le client paie le tarif Tj l’annee n + 1 s’il payait le 
tarif T 2 l'annee n et s’il a eu un ou plusieurs acci- 
dents, ou s’il payait le tarif T 3 l’annee n et s’il a eu 
un ou plusieurs accidents : 

Pi(n + 1) = pp 2 (n) + pp 3 (n) 

Nous en deduisons : 




P 2 W 

= 

,p 3 (n). 



qpi(n) + qp 2 (n ) x 
PPi(n) +qp 3 (n) 

ppi(n) + pp 2 (n ) 


e’est a dire : 


X„ +l = MX,, si on pose : M = 


q q O' 
P 0 q 
0 P P) 
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3. Les valeurs propres reelles ou complexes de M sont les 
nombres reels ou complexes A tels que M - AI 3 n'est pas 
de rang maximal. M - A1 3 a meme rang que les matrices 
successives : 

q — A q 0 

P -A <? 

,0 p p- A, 

Nous pouvons echanger l'ordre des lignes sans changer 
le rang : 

p — /I q L/[ * — L 2 

0 p p - A L 2 L } 

K q- A q 0 t L 3 < — 

En additionnant les trois lignes, sachant que p + q = 1 : 

' p -a q ' 

0 p p - A 

,1-/1 1 — A 1 — /l, L 3 4 — L\ + Z.2 + Z, 3 

Lorsque A = 1, M-AI 3 est done de rang 2. Lorsque A ± 1, 
nous pouvons diviser la derniere ligne par 1 - d et verifier 
que M - AI 3 a meme rang que les matrices successives : 

(p-A q 
0 p p-A 

U 1 1 

Nous pouvons echanger l'ordre des lignes sans changer 
le rang : 

11 1 'l Li <— L 3 

p —/I q Ln < — L\ 

,0 p p - aj l 2 «— l 2 


ip(A) = (p + A)(p - A) + p(q - p) 

= p 2 - A 2 + pq- p 1 = pq- A 2 

Nous en deduisons que M-AI 2 est de rang 3, sauf lorsque 
A = 1 ou lorsque A 2 = pq. Ainsi, M a trois valeurs 
propres distinctes : 1, yfpq et - yfpq. M est done diago- 
nalisable sur R et il existe une matrice inversible P telle 
que : 

10 O' 

M = P 0 y[pq 0 P 1 
,0 0 - Vm, 

'x 

4. X = y est vecteur propre pour la valeur propre 1 si et 

u 

seulement si MX = X, e’est a dire : 

qx + qy = x 
■ px +qz = y 
py + pz = z 

Nous savons que ce systeme est de rang 2. D’apres la 
premiere equation : qy = (1 — q)x = px car 1 - q = p, 
done : 


px 



D'apres la troisieme equation py = (1 - p)z = qz car 
1 - p = q, done : 


Par pivot de Gauss sur la premiere colonne : 

'11 1 ' 

0 -(p + A) q - p L 2 <— L 2 - pLi 

,0 p p- A , 

Lorsque p + A = 0, e’est a dire A = -p, M - AI 2 a le 
meme rang que : 

'11 1 ' 

0 0 q-p 
fi P 2 p , 


py p 2 x 



Nous en deduisons que nous pouvons exprimer les solu- 
tions en fonction de x : 



Comme q - p 0, M - AI 3 est done de rang 3. Lorsque 
p + A t 0, par pivot de Gauss sur la deuxieme colonne, 
e’est a dire en faisant L 3 «— (p + A)L 3 + pL 2 , M - AI 3 a 
meme rang que : 

'11 1 ' 

0 -(p + A) q- p 

,0 0 ip(A) , 



Le sous espace propre associe a la valeur propre 1 est 


done le sous espace engendre par le vecteur t/j 
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5. Soient U\, f / 2 et If 3 trois vecteurs propres pour les 
valeurs propres 1, yfpq et - yfpq. Nous savons que 
(f/i, U 2 - U 3 ) forment une base de R 3 . En decomposant 
Xi dans cette base, nous en deduisons qu’il existe a,/3 e t 
y tels que : 

Xi = aUi + /3U 2 + yU} 

Comme MU\ = U\, MU 2 = yfpqU 2 et MU 2 = 
— yj ~pqU 3 , nous pouvons demontrer par recurrence sur 
n> 1 : 

X n = aUi + ( yfpq)"pU 2 + (-1)" ( yfpq) n yU 3 


Lorsque n — > + 00 , nous en deduisons : 

Pi + P 2 + P3 = 1 
'pA (q 2 

Comme p 2 = a pq , nous pouvons identifier a. a ve- 

,PsJ Ip 2 , 

rifle en effet : 

a [q 2 + pq + p 2 ) = 1 


Puisque 0 < \[pq < 1, nous savons que ( yfpq) > 

0. Nous en deduisons done que les coordonnees de X„ 
convergent lorsque n — » +cx> vers les coordonnees de 
'Pi 

aUi. Si aUi = p 2 : 

,P3, 

Pl(«) » Pi 

n— >+00 

p 2 (n) > p 2 

n —*+ 00 

p 3 (n) > p 3 

n —*+ 00 


Nous pouvons developper : 

q 2 + pq + p 2 = (1 - p ) 2 + p(l - p) + p 2 
= 1 + p + p 2 


Done : 


Pf 

P2 

,P3, 


1 

1 + p + p 2 



De plus, nous savons que pour tout P 6 [[ 1,3] et pour 
tout n 6 N, Pk(n) designe la probabilite pour qu'un client 
paie le tarif T k la n-ieme de leur contrat. n etant fixe, la 
probabilite totale est egale a 1 : 

Pi(n) + Pi(n) + p 3 («) = 1 


Comme p = 0.1 et q = 0.9 : 

pA (0.8D f89%' 

p 0 = 0.09 =; 10% 

0 91 

IpsJ I0.01J 1 % 


620 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 




Variables aleatoires 
finies 

- 

CHAPITRE 24 


Plan 


24.1 Loi d'une variable 
aleatoire 

622 

24.2 Esperance 
et variance 
d'une variable 
aleatoire 

626 

24.3 Lois usuelles 

632 

Synthese 

643 

Tests et exercices 

645 

Corriges des exercices 

647 


Introduction 

Une variable aleatoire fmie est une variable X, resultat d’une experience aleatoire, 
qui peut prendre un nombre fini de valeurs : par exemple, le nombre de 6 obte- 
nus lorsque l’on lance deux des. le nombre de tirages « pile » lors d’une serie de 
10 tirages a pile ou face, le temps d’attente du premier succes lors d’un tirage sans 
remise etc. . . 

D’un point de vue technique, une variable aleatoire est un objet complique : X 
est une fonction, definie sur un espace probabilise (£2, Ch, P). D’un point de vue 
pratique, X est essentiellement determinee par sa loi, c’est a dire par la fonction 
definie sur l’ensemble image X(£l) par : x (-> P(X = x), mais aussi par la fonction 
de repartition : x i— > P(X < x), son esperance : 


E(X) = Y j xP( x = Xl ) 

2=0 


et sa variance : V (X) = ^ (x,- - E (X)) 2 P{X - x,) 

i=0 

qui decrivent la valeur moyenne de X et sa dispersion. Dans de nombreux exercices 
sur les variables aleatoires, nous ne definirons pas explicitement 1’ espace probabi- 
lise (O, P) sur lequel est definie la variable aleatoire X, et nous travaillerons 
directement a partir de la loi de X. 


Prerequis 

• Denombrement 

• Probability finies 

Objectifs 

• Definir la loi d’une variable aleatoire finie 

• Definir les caracteristiques de position (esperance) et de dispersion (variance) 

• Etudier les lois finies usuelles : loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale et loi 
hypergeometrique 
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24.1 

24 . 1.1 


Loi d’une variable aleatoire 

Variable aleatoire finie 

Definition - Variable aleatoire finie 

Soit (Q, J{) un espace probabilisable fini. Une variable aleatoire finie X est une appli- 
cation definie sur SI, a valeur dans R qui prend un nombre fini de valeurs {xi , x 2 , . . . , x n ], 
telle que, pour tout entier i e [[ 1 , n || : 

X _1 (x,) = jw e n|X(w) = x/} 

est un evenement de Falgebre Ch. 

Remarque - Enumeration des valeurs d’une variable aleatoire finie 

Si X est une variable aleatoire finie, on peut enumerer les elements de Fensemble X(S1) 
des valeurs prises par la variable aleatoire X : 

X(Sl) = jx,|; e [l,«]]j = jxi,x 2 , ...,x n 

oil les Xj sont ordonnes : 

X| < x 2 < • • • < x n 


Remarque - Evenement X e A 

1. Si x e R, on note {X = x] l’ensemble : 

{V = x) = |iu e n|V(w) = x} 

{X = x } est un evenement de Falgebre Jl : lorsqu’il existe i tel que x = x, e A'(Q), 
{X = x] est F evenement X _1 (x,), sinon, {X = x) est vide. 

2. Si A est une partie de R, alors : 

{X e A) — jin e n|X(o») e a} 

est un evenement de Falgebre JA, puisque reunion finie d’evenements de jH : 

{X € A) = U \X = Xi } 
iel 

si on note I Fensemble des entiers i tels que x,- e A, 

Lorsque A =] — oo, x], on note {X < x] Fevenement {X e A). On definit de fa 5 on 
similaire les evenements {X < x), {X > x) et {X > x). 


Propriete - Systeme complet et algebre associes a une variable aleatoire 

Si X est une variable aleatoire finie qui prend les valeurs jxi , x 2 , . . . , x„|, les evene- 
ments {X = X / ) i <,<„ forment un systeme complet d’evenements, appele systeme complet 
d’evenements associe a la variable aleatoire X. 

L’ ensemble des evenements de la forme {X e A) ou A c {xi, x 2 , . . . ,x„} forme une 
algebre d’evenements de Q incluse dans XI , appelee algebre associee a la variable 
aleatoire X. 
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24.1.2 Loi d’une variable aleatoire finie 

Definition - Loi d’une variable aleatoire finie 

Soit (£1, PR, P ) un espace probabilise, X une variable aleatoire finie definie sur (Q, PR, P ) 
a valeur dans {x\,X 2 , . . . , x n ). La loi de X est la fonction JP : X(£l) — > [0, 1] definie par : 

Vie[l,n], £( Xi ) = P(X = Xi ) 


Propriete 

Si X est une variable aleatoire finie a valeur dans {x \ , xj , . . . , x„), la loi de X verifie : 

n 

Y P(X = Xi ) = 1 

i=l 

Reciproquement, si X : {x\, X 2 , . . . , x n ) — > [0, 1] est une fonction verifiant : 

n 

Yj £ (X ‘ ) = 1 

;=i 

il existe un espace probabilise (Q, 3K, P ) et une variable aleatoire X definie sur (Q, 3K, P ) 
telle que £. est la loi de X. 


Demonstration 

La premiere propriete se deduit du fait que P(£l) - I et que X '(vi), . . .X '(x,,) est un 
sy steme complet d’evenements de £1. 

Pour la propriete reciproque, definissons Q = [x\,X2, . . . , x n ], PR = V(£l) et P par : 

P(A) - Y -Cte) 

i\Xi&A 

£. est la loi de la variable aleatoire X : Q — > {xi , X2, ■ • . , x„ ) definie par : X(u>) - oj. ■ 


Methode 1 Determiner la loi d'une variable aleatoire 

Pour determiner la loi d’une variable aleatoire X : 

1. on commence par modeliser le probleme en identifiant l’univers Q des resultats possibles, l’algebre 
PR des evenements et la probability P definie sur (Q, PR). 

2. on identifie ensuite les valeurs x\ , X 2 , x n prises par X, c’est a dire l’ensemble X(£l), 

3. on calcule enfin IPX = x) pour tout x e X(£l). 

Remarque - Dans certains cas, on pourra se contenter de resumer les hypotheses par un arbre de 
probability, s’il suffit a identifier la loi de X sans expliciter l’espace probabilise (Q, PR. P). 

Lorsque X = f( Y ) est definie a partir d’une variable aleatoire Y dont on connait la loi, l’etape de 
modelisation est inutile. 

Exemple d'application 1 

© Larons deux des equilibres. Soit X la somme des deux nombres obtenus. Determiner la loi de X. 


623 



24 


COURS & METHODES 


Variables aleatoires finies 


Solution 


Pour modeliser le probleme, imaginons que nous pouvons distinguer les deux des : l’un des des est 
rouge, l’autre vert. On peut representer l’univers £1 des resultats possibles comme l’ensemble de 
couples («i, «2) a valeur dans || 1 ,6|| 2 , ou n\ est la valeur du de rouge, «i celle du de vert. L’algebre 'R 
est l’ensemble des parties de £2. L’espace probabilisable (£2, 3\) est muni de la probability uniforme : 

= card (A) 
card (£2) 

ou card (£2) = 6 2 = 36. 

X(n\, n{) = n i + n 2 peut prendre toutes les valeurs comprises entre 1 + 1 = 2 et 6 + 6 = 12. X est done 
une variable aleatoire finie a valeur dans [2,12]]. 

Pour k e [2,7]], si X = k, n 1 peut varier entre 1 et k - 1 . Une fois fixe n 1 , nous savons que no — k - n\ . 
II y a done k— 1 possibility's : 

P(X = k) = - 

36 

Si k e [7,12], n\ peut varier entre k — 6 (lorsque ni = 6) et 6. Une fois fixe n 1, nous savons que 
«2 = k — «i. II y a done 6 — (k — 6) +1 = 13 — k possibility : 


P(X = k) = 


13 -k 
36 


On peut resumer la loi de X par le tableau : 


2 

* 12 

3 

11 

4 

10 

5 

9 

6 

8 

7 

P(X = x) 3L 

2 

36 

3 

36 

4 

36 

5 

36 

6 

36 


Exemple d'application 2 - Loi de Y = f(X) : exemple du carre 

Soit X une variable aleatoire a valeur dans [-2,3] dont la loi est donnee par : 


x -2-10 

1 

2 3 

P(X = x) 0,2 0,1 0,25 

0,15 

0,15 0,15 


Determiner la loi de Y — X 2 . 


Solution 

II est inutile d’expliciter l’espace probabilise (£2, Ch. P), mais il faut verifier que X est bien une variable 
aleatoire en calculant la probability totale : 

3 

2 p ( x = V = 1 

k=- 2 

Y - X 2 prend les valeurs 0 = 0 2 , 1 = (+1) 2 , 4 = (+2) 2 et 9 = 3 2 . Si k e [1,3] : Y — k 2 lorsque 
X = ±k, done : 

p(y = k 2 ) = P(X = k) + P(X = -k) 

en notant que P(X = -3) = 0. De plus Y - 0 lorsque X - 0, done P(Y — 0) = P(X = 0). Nous en 
deduisons la loi de Y : 


0 

1 

4 

9 

P(X = x) 0,25 

0,25 

0,35 

0,15 


624 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Variables aleatoires finies 


COURS & METHODES 


24 


24.1.3 Fonction de repartition 

Definition - Fonction de repartition 

Si X est une variable aleatoire time, la fonction de repartition de X est 1’ application F x 
definie sur R et a valeur dans [0, 1] definie par : 

F x (t) = P(X < t ) 

Propriete - La fonction de repartition est une fonction en escalier croissante, de limite 
0 en -oo, 1 en +°o, qui a un nombre fini de points de discontinuites. 

La donnee de la loi de X est equivalente a la donnee de sa fonction de repartition : 

1. La fonction de repartition se deduit de la loi de X : 

Vr e R, F x (t) = Yj p ( x = 

i tel que Xi<t 

2. La loi de X de deduit de la fonction de repartition : P(X = xf) mesure la discontinuite 
de la fonction de repartition au point x,. 

P(X = xi) = lim F x (t) - lim F x (t) 

t — >Xj t — >Xj 

t>Xi t<Xj 

Exemple 

Soit X la variable aleatoire a valeur dans [[1,3] dont la loi est donnee par le tableau : 

x I 2 3 

P(X = x) 0.25 0.5 0.25 

La figure ci dessous presente la fonction de repartition de X : 


Fx(t ) 



24.1.4 independance 

Definition - Independance 

Des variables aleatoires finies X\, . . . , X n sont mutuellement independantes si et seule- 
ment pour tout n-uplet (xi, . . . , x„), les evenements {Xi = .ri), ... {X„ - x„ } sont mutuel- 
lement independants. 
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Exemple - Lancer de de 

Blaise lance un de vert et un de rouge. Si X est le numero du de vert et Y celui du de 
rouge, les variables aleatoires X et Y sont mutuellement independantes. 

Exemple - Tirage sans remise 

Une urne contient 5 boules vertes et 5 boules rouges. Blaise tire (sans remise) 
4 boules, puis encore 2 boules. Si X est le nombre de boules vertes tirees lors du 
premier tirage et Y le nombre de boules vertes tirees lors du deuxieme tirage, les 
variables aleatoires X et Y ne sont pas mutuellement independantes. Par exemple, 
[X — 4 et Y — 2} est impossible, puisqu’il y a moins de 6 boules vertes; mais les 
evenements {X = 4} et {Y -2} ont une probability non nulle ; done : 

P(X = 4et Y = 2) + P{X = 4)P(Y = 2) 

et on verifie bien que X et Y ne sont pas independantes. 


Esperance et variance d’une variable aleatoire 

Esperance 

L’esperance d’une variable aleatoire X est la valeur moyenne de X : 

Definition - Esperance 

Soit X une variable aleatoire reelle finie a valeur dans X(Q) = {jci , X 2 , ■ ■ ■ , x„}. 
L’esperance de X est : 

n 

E (X) = Y, xP(X = a) = x,P(X - Xi ) 

xeX(n) i= 1 

Exemple 

Langons deux des equilibres. Soit X la somme des deux nombres obtenus. Determiner 
1’ esperance de X. 

Solution 

Nous avons demontre que la loi de X est resumee par le tableau : 


2 

3 

4 

5 

6 

7 

X 12 

11 

10 

9 

8 


P(X = x) 

2 

36 

3 

36 

4 

36 

5 

36 

6 

36 


Nous pouvons calculer l’esperance de X : 

12 

E (X) = Y kP (X = k) 

k = 2 
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En regroupant les termes comme dans le tableau : 


E (X) = 1 (2^ ^ ^ ( 4 + 10 ) + ± (5 + 9 ) 4 4 (?) 

14 14 14 14 14 

= — (1+2 + 3 + 4 + 5) + = — ( 14x 15 +6 x 7) 

36 „ 36 36 — - — 

15 7x30 

= 4 x ( 30 + 6 )) = 7 


Propriety 

1. L' esperance est lineaire 

Si X et Y sont deux variables aleatoires finies definies sur le meme espace probabilise, 
A et p deux reels, alors AX + pY est une variable aleatoire finie, d’esperance : 

E (AX + pY) = AE(X) + pE(Y) 

2. L’esperance est positive 

Si X est une variable aleatoire positive : 

Vw e LI, X(cj) > 0 

son esperance est positive : 

E (X) > 0 

3. L’esperance est croissant e 

Si X est une variable aleatoire finie qui majore une variable aleatoire finie Y : 

Vw e LI, X(u) > Y(u>) 
l’esperance de X majore celle de Y 

E (X) > E ( Y) 

4. La probability d’un evenement est l’ esperance de sa fonction caracteristique 
Si A est un evenement de l’espace probabilise (£2, 3K, P ) : 

P(A) = E(]L a ) 

Nous savons que la fonction caracteristique d’une reunion finie d’ ensembles veri- 
fie la formule du crible : puisque l’esperance est lineaire, nous en deduisons que la 
probability d’une reunion finie d’ensembles verifie la formule du crible. 


Demonstration 

1. Nous demontrerons la linearite de l’esperance dans le chapitre 27 sur les couples de 
variables aleatoires 

2. Si X > 0, E (X) se calcule comme somme de termes positifs ou nuls, done E (X ) > 0. 
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Remarque - Le theoreme de 
transfert permet de calculer 
E(f(X)) sans avoir a determi- 
ner la loi de f(X) lorsque la loi 
de X est connue. 


3. Si X > Y, alors, par linearite : 

E(X) = E (X - F) + E (F) > E (F) 

En effet X - Y > 0, ce qui justifie : E (X - F) > 0. 

4. Par definition, Fesperance de la fonction caracteristique se calcule par : 

E(1 a ) = 0.E(1 a = 0)+1.E(1 a -1) 

= P(A) 

Theoreme - Theoreme de transfert 

Soit X une variable aleatoire finie, et / une fonction definie sur X(Q) = {xj , X 2 , . . . , x „ ) . 
Alors y = f(X) est une variable aleatoire finie, et Fesperance de Y se calcule par la 
formule : 

n 

E (f(X)) - f(x)P(X = x) = ^ f(xd p (X - xd 

xeX(Cl) /= 1 


Demonstration 

y est a valeur dans F ensemble {r/i , 1 / 2 , ■ . • , y P } des images de {x\ , X 2 , . . . , x„j par /. On 
definit trois systemes complets d’evenements en posant : 

A/j = {« e n|X(w) = x,- et Y(oj) = y y} 

A l . - [w e Q|Z(w) = x,} = |^J Ajj 

i<j<p 

A.J = {« e D|F(m) = yj] - [J Ajj 

\<i<n 


On sait que : 


Nous pouvons calculer : 



si ijj = fix,) 
sinon 



Z P(Aij) 

j=i 


2 mw 

1 <i<n 

1 <j<p 


Nous pouvons inverser l’ordre de sommation : 


E(y) =Z Z y< p(A ^ 


U <i<p 


\ 


) 


Nous savons que : 




f(xi)P(Ai.) si yj - f(xd 
0 sinon 


Done : E (F) = £ /(*,-) />(/!,>) - £ f(Xi)P(X - x,) m 

i i 
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24.2.2 


La variance d'une variable 
aleatoire est toujours positive 
ou nulle. 


Exemple 

Soit X une variable aleatoire a valeurs dans [-2,31 dont la loi est donnee par : 

x : T _r l 0 T 2 3 

P(X = x) 0,2 0,1 0,25 0,15 0,15 0,15 


Calculer l’esperance d e Y = cos(jtX). 

Solution 

Nous pouvons appliquer le theoreme de transfert avec la fonction x t-> cos(7rx) : 
E(cos(7rX)) = cos(-2 n)P(X = -2) + cos (—n)P(X = - 1 ) + cos(0).P(V = -0) 

1x0,2 -1x0,1 1x0,25 

+ cos(n)P(X = 1) + cos(27 t)P(X - 2) + cos(3n)P(X = 3) 

-1x0,15 1x0,15 -1x0,15 

= 0,2 - 0,1 + 0,25 - 0,15 + 0,15 - 0,15 = 0,2 


Variance 

Definition - Variance 

La variance d’un variable aleatoire finie X est definie par : 

V(V) = E((V-E(V)) 2 ) 

L’ecart-type <x (X) est la racine carree de la variance : 

<r(X)= VVW 


Propriete 

1 Si X est une variable aleatoire finie : 

V (aX + b) = a 2 V (X) 

2 La variance de la somme de variables aleatoires finies deux a deux independantes est 
la somme des variances. 

Demonstration 

1. Par linearite, E (aX + b) — a E (X) + b, done : 

aX + b - E ( aX + b) - a (X - E (V)) 

En elevant au carre et en calculant l’esperance, on en deduit : 

V (aX + b) = a 2 V (X) 

2. La propriete concernant la variance d’une somme de variables independantes sera 
demontree dans le chapitre 27. 
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Remarque - Quand on ap- 
plique la formule de Huygens, 
E(X 2 ) peut se calculer a I'aide 
du theoreme de transfert. 


On peut calculer la variance par la formule de Huygens : 

Theoremt - Formule de Huygens 

La variance est la difference entre l’esperance du carre et le carre de l’esperance : 

v 00 = e (x 2 ) - (e (X) ) 2 


Demonstration -Developpons : 

(Z - E (Z)) 2 = Z 2 - 2Z E (X) + E (Z) 2 
En calculant l’esperance : 

V (Z) = E (Z 2 ) - 2 (E (Z) ) 2 + (E (Z) ) 2 
= E (z 2 ) - (E (Z) ) 2 


Exemple - Loi binomiale 

Si p e]0, 1 [, la loi binomiale 'Bin, p) est la loi du nombre Z de succes dans une suite 
de tirages independants avec remise, avec une probabilite de succes p a chaque tirage. 
Si on note q = I - p, on peut demontrer : 


Vk € [0, «], P(X = k)= , \p k q n ~ k 
\k) 

En utilisant la formule du double produit binomial : si £ < k < n : 

calculer la variance de Z. 

Solution 

Notons que, lorsque t = 1,1a formule du double produit binomial s’ecrit : 


In 

= n 

(n - 1\ 

u 


U- 1 / 


Lorsque £ — 2, comme 2 ( 2 ) = k(k - 1), la formule s’ecrit : 


k(k- 1)1 I = n(n- 1)| 


n - 2 
k - 2 


Nous pouvons calculer l’esperance : 

n n 

E(X) = Y j kP(X = k) = Y J k\ 


k = 0 


k = 0 


I p k q n ~ k 
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Le terme k = 0 est nul. Lorsque k + 0, d’apres la formule du double produit binomial 

* 6 ) = «K)> donc : 


E(X) = Y j n 


k= 1 


n— 1 
k- 1 


\p k q n ~ k 


Nous pouvons factoriser np et poser ( — k - 1 . En notant que n — k — (n— l) — £, nous 
reconnaissons la formule du binome : 


(=o ' ' 

( p+qy - 1 

Comme (p + q )" _1 = 1" _1 = 1, nous en deduisons : 

E(X) = np 

D’apres la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

Comme X(X - l) - X 2 - X, c’est a dire X 2 = X(X - 1) + X, nous pouvons verifier, 
par linearite de l’esperance : 

E(X 2 ) = E(X(X- 1)) + E(X) 


En utilisant le theoreme de transfert, calculons donc : 


n n / ' 

E (X(X -!)) = £*(*-! )P(X = k) = Yj k(k - 1 H 


k = 0 


k = 0 


\p k <r k 


Les termes k = 0 et k = 1 sont nuls. Lorsque k > 2, d’apres la formule du double 
produit binomial : 




Nous en deduisons donc : 


E (X(X ■ 


1)) = ^ n(n ■ 
k=2 


Dl 


I p k q n ~ k 


Nous pouvons factoriser n(n- \)p 2 et poser C — k—2. En notant que n—k = (n — 2)—(, 
nous reconnaissons la formule du binome : 

E (X(X - 1)) = n(n - 1 )p 2 V (" “ 2 W'" 2W 
t = o ' ' 

(p+qy- 2 


631 


24 


COURS & METHODES 


Variables aleatoires finies 


Comme (p + q) n 2 = 1" 2 = 1, nous en deduisons : 

E(X(X- 1)) — n(n — 1 )p 2 
Nous pouvons done conclure : 

E(X 2 ) 

V 00 = E (X(X - 1)) + E (X) - (E (X)) 2 

n(n-l)p 2 n P ( np ) 2 

2 2 2 2 2 

= n p - np + np - n p 

= np( 1 - p) = 

L’esperance est la valeur moyenne de la variable aleatoire X, l’ecart type mesure la dis- 
persion de X par rapport a sa valeur moyenne. Cette dispersion est quantifiee precisement 
par l’inegalite de Bienayme-Tchebychev : 

Theoreme - Inegalite de Bienayme-Tchebychev 

Soit X une variable aleatoire reelle finie d’esperance E (X) et de variance V (X). Pour tout 
reel strictement positif a, X verifie l’inegalite de Bienayme-Tchebychev : 

p(|Z-E(Z)|>a)< 

Demonstration 

Soitd = {a> e Q || X(a>) - E (X)\ > a). Si Y — (X-E (X)) 2 , nous savons que V (X) = E (F). 
De plus : 

(Y{u)) > a 2 siwsd 
|F(w) >0 si cj i A 

Done Y > a 2 1 a- Comme l’esperance est croissante : 

E(F) >E(a 2 l A ) = crP{A) 


24.3 Lois usuelles 

24.3.1 Loi uniforme 

Definition - Loi uniforme 

Soient (a, b) e Z 2 tels que a < h. La loi uniforme sur [a, /;J est la loi notee Id f[[«, /?]| ) 
definie par : 

Vkela,b], P(X = k) = - 

n 

si on pose n — b - a + 1. L’arbre ci dessous decrit la loi uniforme sur [1, nj : 
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X = n 



On note X c — » lb ([[ a , /?] ) lorsque X est une variable aleatoire qui suit la loi uniforme sur 
la,b 1 . 

Exemple - Lancer de de 

On lance un de equilibre. La variable aleatoire X egale au nombre obtenu suit la loi 
uniforme lb ([1,6]). 


Theorems - Esperance et variance de la loi uniforme 

Si une variable aleatoire X suit la loi uniforme 'll ([a, /?]), alors : 

a + b 
2 

n 2 - 1 
12 

si on pose n — b - a + 1 . 


E(X) = 
V(X) = 


Demonstration 

Soit Y = X - a.Y suit la loi uniforme sur [0, b - a] et nous pouvons calculer : 


b—a 


e(F) = 2- 


k = 0 



Nous calculons la somme des entiers de 0 a b - a, done : 


E(D = 


(b — a)(b — a+ 1) b — a 
2 n 2 


Comme X — a + Y, nous savons que : 


( b — a\ b + a 

— ) + A = — 

Y — X — a est de la forme Y = AX + /r avec A = 1 et /u = -a, done 

V (Y) = A 2 V (X) = V (X) 
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Y suit la loi uniforme sur [[(), n - 1J, done d’apres le theoreme de transfert : 

"- 1 pi 
(=0 

1 j (n — l)/i(2/? — 1) 


De plus 


(n- 1)(2 n- 1) 


E(F) = 


n — 1 


D’apres la formule de Huygens : 


V(F) = e(f 2 )-E(F) 2 

(n - 1 )(2n - 1 ) (n - l) 2 


n — 1 
12 

n — 1 


12 


12 


(2(2/1- 1 )- 3 ( 71 - 1 )) 

(4/1 - 2 - 3/i + 3^ = (// + l) 

(/1 2 - l) 


24.3.2 Tirage avec remise : le schema de Bernoulli 

Si p e]0, i [, la loi de Bernoulli '£( i , p) est la loi d'line epreuve aleatoire a deux modalites : 
succes (X - 1) ou echec (X = 0) 

Definition - Loi de Bernoulli 

La loi de Bernoulli de parametre p est la loi notee '£( \ , p) ou '£( p) decrite par : 

k 0 1 ~ 

P(X - k) q p 

ou p est la probabilite de succes et 


Q 


On note X S(l, p) ou X '£( p) lorsque X est une variable aleatoire qui suit la loi de 
Bernoulli de parametre p. 


= I - p la probabilite d’echec. 


X = 1 



X =0 
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Theorems - Esperance et variance de la loi de Bernoulli 

Si une variable aleatoire X suit la loi de Bernoulli B( 1 , p), alors : 

E (X) = p 
V (X) = pq 


Demonstration 

Par definition : 


E(X) = 0 x P(X = 0) + 1 x P(X = 1) 
= P(X = 1 ) = p 

Nous pouvons calculer la variance avec la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

, |1 si P epreuve est un succes 

Or : X 2 = X = \ F 

10 si 1’ epreuve est un echec 

Done E (X 2 ) = E (X) = p et nous pouvons conclure : 

V (X) = p- p 2 = p(l- p) = pq 


Loi binomiale 

Soit p e]0, 1[. Une suite de tirages mutuellement independants avec remise, de probabi- 
lity de succes p a chaque epreuve est un schema de Bernoulli de parametre p. 

Definition - Schema de Bernoulli 

Le schema de Bernoulli ou processus de Bernoulli de parametre p est une suite d’ ex- 
periences aleatoires mutuellement independantes, dont chaque epreuve suit une loi de 
Bernoulli de meme parametre p. 

Exemple - Jeu de pile ou face 

Le jeu de pile ou face est decrit par un schema de Bernoulli : lorsque Ton lance 
successivement une piece de monnaie equilibree, en comptant un succes pour chaque 
tirage « pile », les lancers successifs sont mutuellement independants, et la probabilite 
de succes a chaque tirage est egale a p - \. 

Definition - Loi binomiale 

La loi binomiale 'B(n, p) de taille n et de parametre p est la loi du nombre de succes lors 
de n tirages dans un schema de Bernoulli de parametre p : 

Vk e [0,n], P(X = k) = 


635 



COURS & METHODES 


Variables aleatoires finies 


ou q - 1 — p. 

On note X 'Bin, p) lorsque X est une variable aleatoire qui suit la loi binomiale de 
taille n et de parametre p. 

Demonstration 

1. Modele : tirage avec remise, 

2. Univers : O est l’ensemble des resultats possibles, c’est a dire l’ensemble des n-listes 
(avec repetition) a valeur dans {0, 1), ou 0 correspond a un echec et 1 a un succes 

3. Probability : si to = [xi, . . . ,x„] e Q, la probability P est definie par : 

P(M) = p k q n - k 


ou k — ^ Xi est le nombre de succes. 


4. Loi de X : un element co e {X - k) est entierement determine par le choix des k 
instants ou le tirage est un succes : ("'j possibility. Nous savons que, pour tout to e 


{X = k}: 


P(\oj\) = p k q n 


Done : P(X = k) = t k )p k q n ~ k 


Exemple 

Les diagrammes en baton ci dessous represented les loi binomiales B( 8, 0.5) et 
5(8,0.25). 


P(X = n) 



Theoremf - Esperance et variance de la loi binomiale 

Si une variable aleatoire X suit la loi binomiale B(n, p), alors : 

E (X) = np 
V (X) = npq 
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Demonstration 

Nous avons deja calcule l’esperance et la variance de la loi binomiale dans l’exemple 
de la page 630. Redemontrons ces formules en utilisant les proprieties de linearite de 
l’esperance et le fait que la variance d’une somme de variables deux a deux independantes 
est la somme des variances. Si on note Xi, Xi , . . .X n les n variables de Bernoulli : 

X 1 1 si le A- i erne tirage est un succes 
1 0 si le A-ieme tirage est un echec 

Le nombre de succes a Tissue des n tirages est : 

n 

* = I> 

k=l 

Les variables X * suivent la loi de Bernoulli S(1 , p) : elles ont done la meme esperance, 
egale a p, et la meme variance, egale a pep Par linearite de T esperance : 

n 

E(X) = ^ E (Xjc) = np 
k= 1 

Les variables (Xi , . . . , X„) sont deux a deux independantes, done la variance de la somme 
est egale a la somme des variances : 

n 

V(X) = Y J V(X i ) = n pq 

k= 1 

24.3.4 

Tirage sans remise : loi hypergeometrique 

Remarque - m = pN est le 
nombre initial de boules ga- 
gnantes 

Definition - Loi hypergeometrique 

Soit (N, m, n) e H 2 tels que n < N et m < N. Si on note p - , la loi hypergeometrique 

'H(N,n,p) de parametres ( N,n,p ) est la loi du nombre de succes lors d’une suite de n 
tirages sans remise dans une urne contenant N boules, dont une proportion p de boules 
gagnantes et q - 1 - p de boules perdantes : 

(pN\(qN\ 

P(X = k) = U [ "- k> 

\n) 


avec la convention = 0 si k < 0 ou k > n. 

On note X 'H ( N, n, p) lorsque X est une variable aleatoire qui suit la loi hypergeome- 

trique de parametres (N, n,p). 

Demonstration 

1. Modele : tirage sans remise, 

2. Univers : O est l’ensemble des resultats possibles, e’est a dire l’ensemble des n-listes 
sans repetition parmi les N boules de Turne, 
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Remarque - En pratique, 
on considere que I'on peut 
approximer la loi hypergeo- 
metrique 'HIN.n.p) par la 
loi binomiale &(n, p) lorsque 
N > lOn. 


3. Probabilite : (£1. r P(£l)) est muni de la probabilite uniforme : 

card (A) 

P(A) = 

card (fl) 


ou : 


card(O) - £R n = 


N! 




N (N - ri)\ 

4. Loi de X : un element co e [X - k] est entierement determine par : 

(a) Le choix de k boules parmi les pN bottles gagnantes : ( P k 'j possibilites, 

(b) Le choix de n - k boules parmi les qN boules perdantes : (j^ k ) possibilites, 

(c) Le choix de l’ordre de sortie des n boules : n\ possibilites, 

{pN\l qN 
k 


Done : 


card(X = k) = nl 


C’est a dire : 


P(X = k) = 




Exemple - Jeu de loto 

Un jeudi 12 octobre, Blaise decide qu’il vit un jour de chance et joue une grille de 10 
numeros entre 1 et 49 au loto. Le nombre X de numeros coches par Blaise qui font 
partie des 6 numeros tires le vendredi 13 suit une loi hypergeometrique r H{N, n, p) 
ohN = 49, n = 6 et p = 


Theoreme - Approximation de la loi hypergeometrique par une loi binomiale 

Soient n e N et p e]0, 1 [. Si N est un entier tel que pN e N et si Xn *H(N, n, p), alors 
pour tout entier k : 


p(x N = k) - — ♦ r )p k q n - k 

N—>+oo \/cf 


On dit que la loi binomiale S(n, p) est une approximation de la loi hypergeometrique 
74 ( N, n, p) lorsque N — > +oo. 


Demonstration 


P(X N =k) = 



En developpant les coefficients binomiaux, nous reconnaissons d’une part 
et d’ autre part le quotient de deux polynomes en N : 


P(X n =k) = 


'n\A(N) 

k)B(N) 


k facteurs n — k facteurs 

Ou : A(N) = pN(pN - 1) . . . ( pN - k + 1) qN(qN - 1) . . . (qN - n + k + 1) 
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Exemple 

Les diagrammes en baton ci dessous represented les loi binomiales 23(8, 1/3) et hy- 
pergeometriques 'H ( N, 8, 1/3) pour N - 30. 



Lorsque N = 120, la loi binomiale S(8, 1/3) est une bonne approximation de la loi 
hypcrgeometrique 'H(N, 8, 1/3) : 
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Theorems - Esperance et variance de la loi hypergeometrique 

Si une variable aleatoire X suit la loi hypergeometrique 'H(N, n, p ), alors : 

E (X ) = np 

(N — n\ 

vao = n pq(— t) 

Demonstration 

1. Esperance - Puisque nous connaissons la loi de X, nous pouvons calculer l’esperance 
en calculant : 

n n / AT \ ( 

k = 0 k = 0 ' ’ \n) 

Le terme k — 0 est nul. Lorsque k > 1, d’apres la formule du double produit binomial : 




Nous en deduisons done, en factorisant pN au numerateur et Q j au denominateur : 



En posant ( = k - 1 et en notant que n — k — (n — 1) - C : 



D’apres la formule de Van der Monde : 



Les termes ( N - n)l s’eliminent et les termes w w| l)! et se simplifient. Apres 

simplification, nous en deduisons : 
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2. Variance - Comme pour le calcul de la variance de la loi binomiale de l’exemple 
de la page 630, utilisons la formule de Huygens et utilisons le fait que E (x 2 'j = 
E(X(X- 1)) + Epf) : 

V (X) = E (X(X - 1)) + E (X) - (E (X)) 2 

E(X 2 ) 

Calculons done E (X(X - 1)). D’apres le theoreme de transfert : 

n 

E (X(X - 1)) = Yj k ( k - l ) p ( x = k ) 

,K> 


k = 0 


J]k(k- 1) 


k = 0 


pN' 

k 


0 


Les termes k = 0 et k = 1 sont nuls. Lorsque k > 2, d'apres la formule du double 
produit binomial : 


k(k-\)\ P *\ = pN{pN-\) 


pN - 2' 
k — 2 


Nous en deduisons done, en factorisant pN(pN - 1) au numerateur et Q ) au denomi- 
nateur : 


E(X(X- 1)) = 


pN(pN - 1) y ^(pN- 2\( qN 


C) 


k=2 


k-2 j\n - k 


En posant £ - k - 2 et en notant que n - k — (n - 2) 
E(X(X- 1)) = 


pN(pN - 1) y lpN-2\ 

l qN \ 

o U < > 

\(n -2)-() 


D’apres la formule de Van der Monde : 

n—2 

z 


{=0 


pN - 2 \l qN 

l )l(n -2)-(. 


(pN - 2) + qN' 
n — 2 

N - 2' 
n — 2 


Done : 


E(X(X-l)) = 


pN(pN - l)(N-2 
~ 0 ~ 
pN{pN - 1) 


n — 2) 

(N- 2)! 
(n-2)!(V-n)! 

(V-2) 


(n — 2)!(V — n)\ 

m 


Les termes (N - n)\ s’eliminent et les termes u ' l N t > et se simplifient. Apres 
simplification, nous en deduisons : 


E(X(X- 1)) = pN(pN - 1) 
= p(pN-\) 


n(n - 1 ) 
N(N - 1) 
n(n — 1) 
N- 1 
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Done : 


V(X) = p(pN- 1) 


n(n — 1) 
N - 1 


+ 


E(X(X-1)) 


pn 

E(X) 


( pnY [ 

(E(X)) 2 


Nous pouvons factoriser : 

V(X)=-^ 
7V- 1 
np 

~ N- 1 


(Vp/V - 1 )(« - 1) + (IV - 1) - pn(N - 
( pniV — pTV — n + l + N — 1 — p«7V + 


») 

pn) 


En regroupant et en simplifiant : 

V (X) = a + = npq {jj~T\) 

qN -qn 


Remarque - Calcul de l’esperance de H (N, n, p) par linearite 

Nous pouvons calculer l’esperance de la loi hypergeometrique en utilisant la propriete de 
linearite de l’esperance. Si on note X\ , X 2 , . . .X n les n variables de Bernoulli : 


X k 


1 si le A:-ieme tirage est un succes 
0 si le A:-ieme tirage est un echec 


Le nombre de succes a Tissue des n tirages est : 


*= 2 > 


k= 1 


Notons que les variables Xu ne sont pas mutuellement independantes ; mais qu’elles 
suivent toutes la loi de Bernoulli '£>( p). En effet : 

1. Xk vaut 0 ou 1 : elle suit done une loi de Bernoulli, 

2. Tevenement X/ ; = 1 est T ensemble des n-listes sans repetition, telle que le A:-ieme 
element de la liste est une boule gagnante. Une telle liste est entierement determinee : 

(a) Par le choix de la T-ieme boule, parmi les pN boules gagnantes, 

(b) Par le choix des n — 1 autres boules, qui forme une n— 1 liste sans repetition parmi 
les N - 1 boules restantes 

En particulier : cardlX) = pNiH!' N \ = card(Xi) 

Done : P(X k = 1) = P(X x = 1) = p 

n 

Par linearite : E (X) = ^ E (X k ) — np 

k= 1 
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Synthese 


5 avoirs 

• La fonction de repartition d’une variable aleatoire 
finie : 

F x : tw P(X < t) 

est une fonction en escalier, de limite 0 en -oo, 1 en 
+oo. La donnee de la fonction de repartition est equi- 
valente a la donnee de la loi de X : la loi de X mesure 
les discontinuity de la fonction de repartition. 

P(X = xi) = lim F x (t) - lim F x (t ) 

t—>Xi t — >Xj 

t>Xi t<Xi 

• L’esperance est la valeur moyenne de la variable 
aleatoire, et peut se calculer par le theoreme de 
transfert : 

n 

E (f(X)) = Y J f(Xi)P(X = x i ) 

i=\ 

• La variance est est definie par : 

V(X) = E((X-E(X)) 2 ) 


Elle peut se calculer par la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 1 

• L’inegalite de Bienayme-Tchebychev quantifie la 
dispersion d’une variable aleatoire : 

Va > 0, P(|X-E(X)|>a)<^^ 

a A 

• L’esperance des lois binomiales et hypergeome- 
triques se calculent en utilisant les proprietes de li- 
nearite de l’esperance : 

- X se decompose comme somme de variables de 
Bernoulli 

- l’esperance d’une somme est la somme des 
esperances. 

. Les lois usuelles des variables aleatoires finies et 
leurs caracteristiques sont precisees dans le tableau 
de la page 644. 


Savoir-faire 

. Determiner la loi d’une variable aleatoire finie, . Calculer l’esperance d’une somme de variables alea- 

. Calculer une esperance en utilisant le theoreme de toires 
transfert. 
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Tests de connaissances 


24.1 


24.2 


Blaise lance deux des successivement et mise 1 €. S’il 
tire 6 au premier lancer, le jeu s’arrete, il recupere sa 
mise et il gagne 1 €. S’il tire 6 au deuxieme lancer, il 
recupere sa mise et gagne 2 € sinon il perd sa mise. 
Soit X le gain a Tissue des deux lancers. Quelle est 
T esperance de X ? 

1) E (AT) = 2 

2) E(X) = -1 

3) E(X) = -i 

Quelle est la variance de X ? 

1)VQ0= — 

48 


24.3 


3)V(X)= \ 


Pour allumer un feu, on dispose de 3 allumettes. La 
probabilite d' allumer le feu avec une allumette don- 
nee est j. On reussit a allumer le feu. 

On note X la variable aleatoire egale au nombre d’ al- 
lumettes restantes. Quelle est l’esperance de X ? 


1) E (X) = 

2) E(X) = 

3) E(X) = 


5 

4 

35 

32 

10 

y 


Exercices d’application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 646. 

24.4 

Soit n 6 N*. Un joueur lance une flechette au hasard sur 
une cible circulaire de rayon 1 , divisee en couronnes concen- 

12 n- 1 

triques par les cercles de rayons -, -,..., . 

n n n 

On suppose que la flechette tombe necessairement sur la cible 
et que la probabilite qu’elle tombe sur une region donnee de 
la cible, est proportionnelle a l’aire de cette region. Si elle 
touche la cible dans la couronne limitee par les cercles de 
k k “I - 1 

rayons - et (pour k 6 [0; n - 1 J), le joueur gagne n-k 

n n 

euros. 

Soit X le gain du joueur. 

Determiner la loi de X, son esperance et sa variance. 

24.5 

Soit X une variable aleatoire de loi binomiale S(n, p). Calcu- 
ler Tesperance de la variable aleatoire 



24.6 

Une ume contient 10 boules blanches et 5 boules bleues. On 
vide Turne en effectuant des tirages successifs et sans remise. 
Soit r un entier compris entre 1 et 10. On note X le numero 
du tirage pour lequel on obtient la r-ieme boule blanche. 
Determiner la loi de X lorsque Ton tire sans remise toutes les 
boules de Turne. 

24.7 

On lance deux fois de suite un de equilibre. Soit X la variable 
aleatoire egale au plus grand des numeros tires. 


1) Determiner la loi de X, son esperance et sa variance. 

2 ) Determiner la loi de X lorsque Ton lance n fois de suite 
le de. 

24.8 

X est une variable aleatoire de loi binomiale S(n, p). Les re- 
sultats de X sont affiches par un compteur detraque : 

• le compteur affiche la valeur correcte de X lorsque X prend 
une valeur comprise entre 1 et n - 1 

• Lorsque X = 0 ou n, le compteur affiche un nombre au 
hasard compris entre 1 et n - 1 

Soit Y la valeur affichee par le compteur. 

1) Determiner la loi de Y. Quelle est, en moyenne, la valeur 
affichee par le compteur ? 

2 ) Quelle est la probabilite pour que le compteur affiche la 
valeur prise par X ? 

3) On suppose n = 2k. Le compteur affiche la valeur k. Quelle 
est la probabilite pour que X = k ? 

24.9 

Une piste rectiligne est divisee en cases numerotees 0, 
1, . . . n . . . de gauche a droite. Une puce se deplace vers la 
droite de 1 ou 2 cases au hasard a chaque saut. Au depart, la 
puce sur trouve sur la case 0. 

On note X„ et Y„ les variables aleatoires representant respecti- 
vement le numero de la case ou se trouve la puce apres n sauts 
et le nombre de sauts d’une case effectues au cours des n pre- 
miers sauts. 

1) Determiner la loi de Y,„ son esperance et sa variance. 

2 ) Exprimer X„ en fonction de T„, et calculer E ( X „ ) et V ( X n ) 
en fonction de n. 
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Bxercicee d’approfondissement 


24.10 ® 

Soient m et n deux entiers naturels tels que 1 < m < n. 

1) Montrer que 



Une urne eontient m boules noires et 2m boules blanches. 
On effectue des tirages sans remise d'une boule de cette urne 
jusqu'a ce que Ton tire la derniere boule noire. On note X,„ le 
nombre de tirages effectues. 

2 ) Determiner la loi de X m et verifier que 

£ P(X m = k)= 1 

keX m ( £ 2 ) 

3) Calculer P(Xi < 2), P(Xi < 4), puis, dans le cas general, 
determiner P(X m < 2m), 

4 ) Calculer E (X m ) 

24.11 ® 

Une urne eontient n boules blanches et n boules noires. On 
tire successivement une a une, sans remise, les boules de cette 
urne. Soit X le nombre de tirages juste necessaires pour obte- 
nir toutes les boules blanches. 

Determiner la loi de X, son esperance et sa variance. 

24.12 ® 

Soit n € N*. On dispose d'une boite S contenant n boules nu- 
merotees de 1 a n, et de n boites S\ a S n , chacune des boites 
S/, contenant k boules numerotees de 1 a k. 


On tire au hasard une boule dans S, puis, si le numero de la 
boule tiree est k, on tire au hasard une boule dans S/,. 

On note X le numero de la boule obtenue a Tissue du 
deuxieme tirage. 

Determiner la loi de X et T esperance de X. 

24.13 ® 

Un joueur parie a la roulette : il decide de jouer 1 € sur une 
couleur (rouge ou noil) a chaque partie. Le plateau eontient 
37 cases : 18 rouges, 18 noires, et 1 verte. Si la couleur choi- 
sie sort, il gagne 1 € et recupere sa mise, sinon, il perd sa 
mise. Soit X„ le gain du joueur apres n parties. Xo = 0 et pour 
tout entier n : 

X„ + 1 s’il gagne la (n + l)-ieme partie, 

X„ - 1 s’il perd la (n + l)-ieme partie. 

1) Identifier la loi de la variable 

X„ + u 
Y - — 

" 2 

2 ) En deduire l’esperance et la variance de X„. 

3 ) En utilisant Tinegalite de Bienayme-Tchebychev, donner 
une estimation (par exces) du plus petit entier n tel que : 

P(X„ < 0 ) > 95 % 

On exprimera n en fonction de p = |l et q = 1 - p. 


Indications 


24.5 Utiliser le theoreme de transfer! et transformer 

24.10 On pourra raisonner par recurrence sur n pour mon- 


trer que 



24.11 On pourra utiliser la formule de Pascal generalisee : 
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La reponse 2 est correcte. Si on note E et S le suc- 
ces (tirer un 6) ou 1" echec (tirer une autre valeur), ES un echec 
suivi d’un succes, EE une suite de deux echecs, on peut resu- 
mer les hypotheses par l’arbre : 


5 



X prend trois valeurs possibles : 


En passant au complementaire : 


P(Y < 3) = ^ 


Si n < 3, l’evenement Y < 3 est realise lorsque Y = n. Nous en 
deduisons : 


Py< 3 (Y = n) = 


P(Y = n) 
P(Y < 3) 


21 

7 

s 


Comme X = 3 — Y, done Y = 3 - X, nous en deduisons la loi 
deX : 


1) X = 1 pour l'evenement S , 

2) X = 2 pour l'evenement ES , 

3) X = -1 pour l'evenement EE. 


E(X) = 1 ,P(X = 1) + 2 ,P(X = 2) - \ .P(X = -1) 


= i + 2 (5 x I)_f£ 
6 6 6 6 


:l(6 + 10-25) = -! 


1 

"4 


Huygens : 


Ou : 


La reponse 1 est correcte. D'apres la formule de 
V(20 = e(x 2 )-(E(X)) 2 

E(X 2 ) = 1 2 P(X = 1) + 2 2 P(X = 2) 

+ (-l) 2 P(X = -l) 




= — ( 6 + 20 + 25) = — = — 
36 v ; 36 12 


V(X) = 

12 \4 


1 65 

— (68 - 3) = — 
48 48 


La troisieme reponse est correcte. 


Si p = q = - et Y est le nombre d'allumettes utilisees avant 
2 

d’allumer le feu : 


P(Y = n ) = pq n ~' = 


1 


De plus Y > 3 si les 3 premieres tentatives se soldent par un 


echec : 


P(Y > N) = q 3 = 1 = i 


P(X = k) = P y <i(Y = 3 -k) 

( 8 

- — ttt si 0 < k < 2 
= 7x 2?~ k 

0 sinon 


Nous en deduisons : 


E (X) = kP(X = k) 


= P(X = 1) + 2 P(X = 2) 


- 

7 


La probability est proportionnelle a l'aire. L’aire 
totale de la cible est : 

JK = n 

n - i 


L'aire de la couronne delimitee par les cercles de rayon 

n — £ + 1 
et est : 


271 t = n 


n-£+ 1\ 2 ln-t 2 


Nous savons que a 2 - b 2 = (a - b)(a + b). Pour a = 

n — t 1 2n-2£ + \ 

et b - , a - b = — et a + b - , done : 

n n n 


Yl — £ + 1 




tt(2 n — 2€+\) 


Lorsque la flechette touche la cible dans la couronne delimitee 
n — £ n — £ + 1 

par les cercles de rayon et , (ou 1 < £ < n) le 

n n 

joueur gagne £ euros, done : 


£R e 2n — 2£ + 1 

P(X = ' ) = i = ^^- 


647 



CORRIGES 


Variables aleatoires finies 


La loi de X est done : 


Done : 


< 2 n -26+1 


P(X = o ■ 


si 1 < l < n 
sinon 


Nous pouvons calculer l'esperance : 

n 

E(X) = Y j mx = e) 

e=i 

1 n 

= — V £{2 n -2£+\) 

n z 


(2n+ 


n ^ 

>2 


(2/7 + 1) 


e = l e=i / 
n(n + 1) 


-2 


n(n + l)(2n + 1) 


Nous pouvons factoriser par n(n + 1)(2 n + 1) : 
n(n + 1 )(2n + I) / I 1 


E(X) = 


n L 


2 3 


(/z + l)(2n +1) n 
6/z +°° 3 


Puis la variance, en utilisant la formule de Huygens : 
V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 
ou : 

n 

e(x 2 ) = Yjf 2p (x = o 

£=l 

1 " 

= — y ^(2/z - 21 + 1) 

n l Z_j 


n \ 
>3 


(27Z + 1)^V-2^V 


= - (2/7+1) 
n l 


-2 


i= l t=i > 

77(77 + l)(2/z + 1) 
6 

2 


77 (/7 + 1) 


Nous pouvons factoriser par 22LL ; 

E (x 2 ) = n(n + 2 1] ( (2 ,7 + l) 2 - 3/z(/7 + 1)) 


6/z 2 

77+1 

6/7 


(z/ 2 + 77 + l) 


V(X): 


f/7 + l)(/7 2 + n + 1) (/7 + l) 2 (2n + l) 2 


6/7 


(6n) 2 


^6/z (/z 2 + 77 + l) - ( n + l)(2/z + l) 2 ) 
(2/z 3 - 2ir + /7 — lj 


77+1 
36 /7 2 
77+1 

3 6/z 2 

(n + 1 )(t7 - l)(2/z 2 + 1) n 2 
~ 36/z 2 +~l8 

D'apres le theoreme de transfert : 


E(F) = E 


1 


1 +X 


k = 0 

Si on pose q = 1 - p : 

■w-ZrU* 

t=o ' 

Nous pouvons simpifier : 

1 ln\ n\ 


\ p k q n-k 


1 +k\kj (k + l)k'.(n-k)\ 

(n+ 1)! 


(77 + l)(jfc + l)!((/z + 1) - (k + 1))! 

1 In + 1\ 


Done : 


n + 1 \k + 1 




En posant 6 = k + 1 et m = 77 + 1 : 


= — - — f { m )pW"~ c 

(» + i )p{^VJ 

Nous reconnaissons la formule du binome pour le calcul de 
(p + q) m , ou manque le terme d’indice 0 : ( fyp°q"' = q m : 


E (Y) = 


1 


(77 + \)p 

1 - q" +> 
(77 + 1 )p 


(. P + qT-tf 

V 1 
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Nous pouvons modeliser 1' experience : 

Modele : tirage exhaustif sans remise 

Univers : £2 est l’ensemble des 15-listes sans repetition parmi 
les 15 boules de Fume. 

Probabilite : (£2, P(Sl)) est muni de la probabilite uniforme : 
card (A) 


P(A) = 


card (£2) 


ou card (£2) = 15!. 

Soit k F instant ou on tire la r-ieme boule blanche. On tire la 
r-ieme boule blanche apres le r-ieme tirage, done k > r. II reste 
10 - r boules blanches parmi 15 - k boules : 10 — r < 15 — k, 
done k < 5 + r. 

Fixons done k 6 Jr, 5 + rj. a) e {X = k } est entierement deter- 
mine par : 

1) Par le choix des instants de sortie des r— 1 premieres boules 

blanches parmi les k— 1 premiers tirages : possibilites, 

2) Par le choix des instants de sortie des 10- r dernieres boules 
blanches parmi les 15 - k derniers tirages : (Jgl*) possibilites. 

On a alors determine l'instant de sortie des 10 boules blanches, 


3) Par le choix de Fordre de sortie des 10 boules blanches parmi 
les 10 instants oil sortent les boules blanches : 10! possibilites, 

4) Par le choix de l’ordre de sortie des 5 boules blanches parmi 
les 5 instants oil sortent les boules blanches : 5 ! possibilites. 


Done : 


card (X = k) = 5!10!| 


'k- 1\/15 - M 
r - 1/\10 - rj 


En divisant par 15!, nous reconnaissons le coefficient binomial 
(Jg). La loi de X est done : 


P(X = k) = 


1 Ik- 1 


0 


15 -a 

10 - r) 


si r < k < 5 + r 
sinon 


24.7 


1) Nous pouvons modeliser l’experience : 

• Modele : tirage avec remise 

• Univers : Q. est F ensemble des 2-listes (avec repetition even- 
tuelle) parmi les 6 chiffres du de. 

• Probabilite : (F2, P{Sl)) est muni de la probabilite uniforme : 


card (A) 
pi A \ = _ _ . 
card (£2) 


ou card (£2) = 6 2 . 
a) Loi de X 


Nous pouvons identifier la fonction de repartition de X. u> 6 
|2l < k ) est une 2-liste (avec repetition eventuelle) parmi les k 
chiffres compris entre 1 et k : 


6 


Comme P(X = k) = P(X < k)-P(X < k- 1), nous en deduisons 
la loi de X : 


(2k-\ 

P(X = k) = i 36 
0 


si 1 < k < 6 
sinon 


b) Esperance 


E (X) = ^ kP(X = k ) 
, 2k - 1 


k= 1 
6 




36 


36 


2 2 > 2 - 2 > 


T6 {2 


\ k= 1 k= 1 7 

6x7xl3\ 6x7 


= -( 2xl3 -3) 

= 7X23 = 161^ 

36 36 

Notons que si Y* est le fc-ieme numero tire, nous savons que 

6 + 1 

X = maxfF, , Y 2 ) > Y u done E(X) > E(Yf) = — = 3,5. 
c) Variance 

D’ apres la formule de Huygens : 

V (X) = E (X 2 ) - (E (X)) 2 

Ou : 


e(x 2 ) = Yj k2p{X = k) 

(2k- 1 


*=1 

6 


: 2> 2 


36 


36 


6 \ 

2 




Hi 2 

791 

"36" 


6 x 7\ 6x7x13 


6 
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Done : 


Nous pouvons verifier que k Q done : 


V(X) = 


791 / 161 > 

"36" _ ("36", 

791 x 36 - 161 2 2555 


E(X) = \JL + .p n U»-i)» 


36 2 


1296 


n - 1 n — 1 

n— 1 

+ ft 

*=1 


sc:; 


P <7 


= 1,97... 

2) Lorsque l’on fait n lancers, nous pouvons modeliser ["expe- 
rience : 

• Modele : tirage avec remise 

• Univers : fl est l’ensemble des n-listes (avec repetition even- 
tuelle) parmi les 6 chiffres du de. 

Probabilite : (£2, P(Sl)) est muni de la probability uniforme : 


En posant ( = k - 1, nous reconnaissant la formule du binome 
pour (p + q)"- 1 , au terme (" n Z^jp" 1 pres : 


E (X)=-(q"+p n ) 


+ h pTj 


n - 1 


<(«-!)-< 


I p q 




P(A) = 


card (A) 
card (£2) 


/ q + P 

= n I — - — + p - p' 


ou card (Q.) = 6”. 


Nous pouvons identifier la fonction de repartition de X. ai 6 
{ X < k ) est une w-liste (avec repetition eventuelle) parmi les k 
chiffres compris entre 1 et k : 


k\ n 


P(X < k) = 


Comme P(X = k) = P{X < k)-P(X < k- 1), nous en deduisons 
la loi de X : 


' k" - (k - 1)" 


P(X = k) = { 6" 

0 


si 1 < k < 6 
sinon 


= n\p + 


2) Le compteur affiche la valeur prise par X lorsque X t 0 ou 
X t n. Done : 

P(Y = X) = I - ( P(X = 0) + P(X = 1)) 

= 1 - (P n + q") 

3) D’apres la formule de Bayes : 

P(X = ketY = k) 


P Y=k(X = k) = 


P(Y = k) 


1) Si A: 6 [1, n - 1J, d'apres la formule des probabilities totales : 

P(Y = k) = P(X = 0)P x=0 (Y = k) 

+ P(X = k)P x=k (Y = k) 

+ P(X = n)P x=n (Y = k) 


— + \k Pq + ~ 


Nous pouvons calculer l’esperance : 

n— 1 


Comme Y = k lorsque X = k, l’evenement {X = k et Y = k) est 
egal a {X = k], done : 


Py-k(X = k) = 


P(X = k) 
P(Y = k) 




I2k\ k k , P 2t +<l 2i 

{ k )p q + l upt 


E (X) = Yj k p (X = k) 


Cf 




1) Si un saut d’une case est comptee comme un succes, un saut 
de deux cases comme un echec, Y„ compte le nombre de suc- 
ces dans un processus de Bernoulli, ou la probabilite de succes 

est egale a — a chaque iteration. Y n suit done la loi binomiale 
S |/t, — J. En particular, si p = q = — : 


E(Y„) = np = - 
V ( Y „ ) = npq = ^ 
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2)Si Y„ = k, la puce a fait k sauts d’une case et n - k sauts de 
deux cases. Elle est done sur la case X n = k + 2 (n - k) = 2 n - k, 
done : 

X n = 2n - Y„ = aY n + b 
oil a = -1 et b = 2 n. En particular : 


E {X^ = a E (Y n ) + b = 2n -E(Y n ) 
V (X„) = a 2 V (Y„) = V (F„) 


Done : 


24.10 


E(X„) = 2n~ 
n ^ 

y (x„) = - 


3 n 

y 


1) Demontrons par recurrence sur n 6 N* la propriete P(ri) : 


2) Pour modeliser le probleme, nous supposons que nous fai- 
sons un tirage exhaustif. 

a) Univers L" ensemble £2 des resultats possibles est l’ensemble 
des 3«i-listes sans repetitions parmi les 3m boules (ou encore 
1’ ensemble des permutations des 3m boules), 

b) Probabilites P(Yl) est muni de la probabilite uniforme : 


P(A) = 


card (A) 
card (£2) 


ou card (£2) = (3m) ! . 

Lorsque X m (co) = k : 

a) La L-ieme boule tiree est noire, 

b) Les m boules noires sont tirees entre 1" instant 1 et k, done 
k - m boules blanches sont tirees entre l’instant 1 et k — 1. 


Vm > 



a) Initialisation 

Lorsque n = 1, il suffit de verifier l’egalite pour m = 1 : 



Lorsque m > 2, la somme a gauche ne contient aucun terme : 
elle est done nulle, et egale a = 0 car m > n. 

b) Her edit e 

Supposons la propriete vraie au rang n, et verifions la au rang 
n + 1 . Decomposons la somme pour k variant de 1 a n + 1 en 
somme pour k variant de 1 a n (pour laquelle nous pouvons 
appliquer l'hypothese de recurrence), auquel nous ajoutons le 
terme correspondant a k = n + 1 : 

M-zfcK’.) 

k=m ' ' k=m ' ' ' ' 

~o~ 


a> 6 {X m = (} est entierement determine : 

a) Par le choix des m - 1 instants ou on tire les m - 1 premieres 
boules noires, entre 1" instant 1 et k — 1 : (*”*) possibilites, 

b) Par le choix de Lordre de sortie des m boules noires, aux 
m - 1 instants choisis et a l’instant m : ml possibilites, 

c) Par le choix de l'ordre de sortie des 2m boules noires, aux 
2m instants restants : (2m ) ! possibilites. 

Nous en deduisons : 


P(X m = k) = 


C,-i) m! ( 2 ' w ) ! 

(3m)! 


La loi de X„, est done : 


P(X m =k) = 


t!) 

(3 


si m < k < 3m 
sinon 


En posant n = 3m, d'apres la formule demontree a la ques- 
tion 1 : 



Nous pouvons done verifier : 


Nous pouvons ensuite appliquer la formule de Pascal : 



n + 1 
m 


3 m 

PW™ = *) 

k=m 



= l 


cm 


3) Lorsque m = 1, m - 1 = 0 et nous pouvons calculer : 


c) Conclusion 


La propriete est vraie pour n = 1, elle est hereditaire, done elle 
est vraie pour tout entier n > I . 


P(Xi < 2) = P(Xi = 1) + P(Xi = 2) 
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De meme, lorsque m = 2, m - 1 = 1 et nous avons : 

P(X 2 < 4) = P(X 2 = 2) + P(X 2 = 3) 

+ P(X 2 = 4) 



2n (si on tire toutes les boules noires avant de tirer la derniere 
boule blanche). Nous pouvons modeliser l'experience : 

• Modele : tirage exhaustif sans remise 

• Univers : £2 est 1' ensemble des 2/7-listes sans repetition parmi 
les 2 n boules de l’urne. 

Probabilite : (£2, P(Sl)) est muni de la probabilite uniforme : 


a> € { X m < 2m) est entierement determine : 

a) Par le choix des m instants ou on tire les m premieres boules 

noires, entre 1" instant 1 et 2m : possibility, 

b) Par le choix de l’ordre de sortie des m boules noires, aux m 
instants choisis : m! possibilites, 

c) Par le choix de l’ordre de sortie des 2m boules restants, aux 
2m instants restants : (2m)! possibilites. 

Nous en deduisons : 

n/v , 0r) m! ( 2m )! (2m)!m!(2m)! 

r(X m < Am) = = 

7 (3m)! m!m!(3m)! 

= (( 2m)!) 2 
m\(3m)\ 


P(A) = 


card (A) 
card (£2) 


ou card (£2) = (2 n)\. 
1) Loi de X 


Soit k 6 J/7, 2n ]] . at € {X = k ) est entierement determine par : 

a) Le choix de l’instant de sortie des n — 1 premieres boules 

blanches parmi les k - 1 premiers tirages : possibilites, 

b) L’ordre de sortie des n boules blanches pendant les n— 1 ins- 
tants determines precedemment et a l'instant k:n\ possibilites, 

c) L’ordre de sortie des n boules noires parmi les n instants res- 
tants : n\ possibilites 

Nous en deduisons : 


4) Nous pouvons calculer l’esperance, en notant que 

*fc) = m 0 : 

3m 

E(« = ^W„ = t) 



card(X = k) = (m!) 2 |^ 


Done : 


P(X = k ) = 


(2»)! 


La loi de X est done donnee par : 


P(X = k) = 


j _tk-i 

—j\n - 1 
0 


si n < k < 2 n 
sinon 


D’apres la formule de Pascal generalisee : 


z 


3m + 1 
m + 1 


C'est a dire, apres simplification : 


E (X,„) = m 


(3m+l\ 

U+jJ 

(’;) 

m\(2m)\ 


(3m +1)! 

(3m)! )\(2m)\(m + 1)! 
m(3m +1) 
m + 1 


Le nombre de tirages necessaires pour obtenir 
toutes les boules blanches varie entre n (si on tire successive- 
ment toutes les boules blanches sans tirer une seule noire) et 


2) Esperance 
Par definition : 

2 n 

E (X) = Yj kp ( x = k ) 

k=n 



Nous pouvons simplifier : 

Ik - l \ _ Jk(ifc-1)! 

\n - 1/ (n - l)!(fc - ri)\ 
nk\ 

n\(n - k)\ 
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Done : 



n (2n + 1\ 

(2") \ n + 1 / 

car, d'apres la fomiule de Pascal generalisee : 



D’apres la formule de Pascal generalisee, si on pose i = k + 1 
et m = n + 1 : 



Done : 


(In + 2\ _ (In + 2\ 
\ m + 1 / \ n + 2 ) 


E(X(X+1)) = 


n(n + 1) (2 n + 2^ 

ft) U + 2 / 


On obtient en effet les ft^ 1 ) parties de // + 1 elements parmi 

[1,2/7 + 1J par reunion des (*) parties dont le plus grand ele- 
ment est egal a k + 1 (les n autres element etant choisi parmi 
O.fcl) pour k variant de n a 2/7. 

On peut simplifier : 


E(X) = 


n (2n + 1)! 

1^7/!(/7+ 1)! 

( n !) 2 


77(2/7 + 1) 
n + 1 


~ 2/7 

+oo 


3) Variance 


//(// + 1) (2/7 + 2)! 

/7 !(/7 + 2) ! 

( n !) 2 

77(2/7 + l)(2/7 + 2) 

(« + 2 ) 


Done : 


w 77(2/7 +1X2/7 +2) 

in + 2 ) 

E(X(X+1)) 


77(2/7 + 1) 
(77 + 1) 

E(X) 


/ 77(2/7 + 1)V 
\ (II + 1) ) 

(E(X)) 2 


D’apres la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

De plus, par linearite de l’esperance : 


Nous pouvons factoriser : 


V(X) = 


77(2/7 + 1) 

(77 + 2) (77 + l) 2 


u n 


E (X 2 ) = E (X(X + 1)) - E (X) 

Ou nous pouvons calculer avec le theoreme de transfert : 

In 

E (X(X + 1)) = ^ k(k + ] ) P(X = k ) 


( 2 ;) h ' ,!_1 


Nous pouvons simplifier : 


77-1/ (n — 1) !(fc - 77)! 

n(n+ !)(£+ 1)! 


(77+ l)!((/7+ 1) — (fc + 1))! 

lk+\\ 


= 77 (/7 + 1) 


77+1 


U„ = 2(77 + l) 2 - ( 77 + 1 ) (77 + 2) 
- 77(77 + 2)(2/7 + 1) 


Done : 


V(X) = 


77 2 (2/7 + 1) 


(77 + 1 ) 2 +«> 


4/7 


Notons Xi le numero de la premiere boule dree. 
Soit (, 6 |[ I , /7 ]] et k e || I , f||. Nous pouvons calculer la probabi- 
lite de l’evenement ( Xi = k et X = £) : 

X [ = k et X * t 

X 1 t k 


Q 


I, = k 



k et X 
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D’apres la formule des probability composees, lorsque k> £ : 


P(Xi = ketX = £)= — 
kn 


De plus, lorsque k < £ on ne peut pas tirer une boule numerotee 
£ au deuxieme tirage : 

P(X\ =ketX = £) = 0 

En faisant la somme pour k variant de 1 a n, nous en deduisons : 

n 

P(X = £) = Y J p (X 1 =ketX= £) 

k= 1 
n , 

= yi 

4—f kn 


II n’existe pas de formule plus simple pour calculer la somme 
des inverses des entiers de 1 a £. La loi de X est done : 


P(X = f)=-^- 

Nous pouvons calculer l'esperance de X et de X 2 : 

n 

E(X) = Y t tP(* = e) 

e=i 

i n n p 

= ~y Y- 

n 4-f ,, k 


Nous pouvons intervertir l’ordre de sommation dans la somme 
double, en notant que k > £ : 


I rltt 




1 A k + 1 


k= 1 i=\ 

k(k+ 1 ) 


2 n 


2Z + Z 1 

k = 1 k = 1 

»(«+!) n 


l/n+l \ n + 3 
■ + 1 = — 


2 \ 2 


De merne : 

n 

E (X 2 ) = Y J £ 2 P(X = £) 
e=\ 

-Ivv£-I v 

n k n k 

€=\ k=e \<£<k<n 

1 n k f 2 1 n 1 * 

= _y y _ = _y_ V ^ 2 


k=\ e=\ 


*(*+l)(2fc+l) 

5 


1 H 

= — Z (k+r)(2k+\) 


2k 2 +3k+l 


1 

6 n 


2 ye + 3 y k+ yi 


k = 1 fc=l 


n(n+l)(2n+l ) n(/i+l) M 


1 Un+ l)(2n+ 1) 3(n + 1) 

6 1 * — +1 


1 

36 


( \ 
2(n + l)(2n + 1) +9{n + 1) + 6 


' 4«2+6n+2 


= —Un 2 + 15 n + 17) 

36 v > 

Done, d'apres la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

= _L(v + 15 „ + 17 ) .(ill)’ 

= 777 (l 6 n 2 + 60/i + 68 - 9 n 2 - 54n - 8 l) 
144 v ’ 

— (7n 2 + 6 // - 13) 

144 V ’ 


24.13 


1) Y n = — — -, done : Y 0 = 0 et : 


Y„+\ = 


Y n + 1 s'il gagne la in + l)-ieme partie, 
Y n s'il perd la (n + l)-ieme partie. 


Y„ compte le nombre de succes lors des n premieres parties : il 
suit done la loi binomiale : 
de succes a chaque tirage. 


suit done la loi binomiale S(n, p) ou p = est la probability 
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2) Nous savons que : X„ = 2 Y n - n. Done : 

E(X„) = 2 E (Y„) -n = 2 np -n = -(1 - 2 p)n 
V (X n ) = 2 2 V (Y n ) = Anpq 

3) Nous savons que, lorsque X„ > 0, 


V (X„) 

Lorsque — <5%, nous en deduisons que P(X„ > 0) < 

5%, done P(X n < 0) > 95%. 

V(X„) 


< 5% 


Anpq 


1 


(1 - 2 p) 2 n 2 ~ 20 


Apq 


1 


(1 - 2 pf-n ~ 20 


X„ -E(X n ) > a„ 


80 pq 

0 - 2 p) 2 


< n 


ou a„ = (1 - 2p)n > 0 car p < —. D’apres 1'inegalite de 
Bienayme-Tchebychev : 

P(X n >0) < P (X n - E (X„) > a„) 
<P(\X„-E(X„)\>a n ) 


Done, lorsque n > 
Tchebychev : 


80 pq 
0-2 p) 2 ’ 


d'apres Linegalite de Bienayme- 


P(X n < 0) > 95% 


18 1 18x19 

Lorsque p = — , 1-2 p = — , pq = — — — et nous pouvons 

calculer : 


Vtf„) 

rJl 


© 


8 ° Pq , = 80 x 18 x 19 = 27 360 
(l-2p) 2 
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Introduction 

L’ etude des probabilites sur un ensemble fini repose sur un petit nombre de pro- 
prietes simples : positivite, additivite et la probabilite totale de l’univers est egale 
a 1. 

Dans ce chapitre, nous etendons la definition des probabilites au cas ou l’univers Q 
est un ensemble infini. L’ extension de la definition presente des difficultes d’ordre 
technique : comment generaliser la propriete donnant la probabilite de la reunion 
d’ensembles disjoints lorsque Ton considere la reunion d’une infinite d’ensembles 
disjoints ? 

A cette difficulty technique repond la notion technique de cr-algebre (ou tribu) 
et la notion de cr-additivite (ou additivite denombrable ) : une fois explicitees ces 
notions, les proprietes et les formules usuelles des probabilites sur les ensembles 
finis se generalised au cas des ensembles infinis. 


Prerequis 

• Probabilites sur un ensemble fini 

• Series 


Objectifs 

• Etendre les definitions et les proprietes des probabilites sur un ensemble fini aux 
ensembles infinis 



Contrairement aux expe- 
riences aleatoires finies, pour 
lesquelles on peut toujours 
expliciter I'univers fini n des 
resultats possibles, l'algebre.71 
des evenements observables 
et la probabilite P definie sur 
I'algebre M, il est beaucoup 
plus difficile d'expliciter 
(Q.,tn,P) lorsque I'on modelise 
une experience aleatoire 
infinie. 


Exemple - Processus de Bernoulli 

Faisons une experience de pensee : lan£ons une infinite de fois une piece equilibree, 
et notons le resultat de chaque tirage par 0 pour « pile » et 1 pour « face ». Dans cette 
experience (appelee processus de Bernoulli ), le resultat final est une suite (u n ) ne N . 
de 0 et de 1 qui constitue un evenement elementaire : u n = 0 si on obtient « pile » 
au n-ieme tirage, u„ = 1 si on obtient face au /i-ieme tirage. L’ ensemble des resul- 
tats possibles est done l’ensemble, note {0, 1} N , des suites a valeurs dans {0, 1 j : il 
constitue I’univers Q. 

Pour tout entier n on peut considerer les evenements E„ : « tirer au moins n piles ». 
Lorsque n > 1, E n est distinct de I’univers Q, mais paradoxalement, on peut demon- 
trer, une fois explicitee I’algebre Ch des evenements observables et la probabilite P, 
que E„ est un evenement de probabilite egale a 1 . 
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25.1 cr-algebre des evenements 


Definition - cr-algebre 

Une cr-algebre d’evenements sur un ensemble Q est un sous ensemble id de P(Q) tel 
que : 

1. id contient l’evenement certain Q, 

2. id est stable par passage au complementaire, 

3. id est stable par reunion denombrable. 

Si id est une cr-algebre d’evenements sur un ensemble Q, on dit que l’espace ( O, id ) est 

un espace probabilisable. 

On utilise aussi le terme de tribu pour designer une cr-algebre. 

Remarque - Cas des ensembles finis 

Si O est un ensemble fini, la notion de cr-algebre de parties de O coincide exactement 
avec la notion d’algebre id de parties de Q. 

Propriete - 

Si id est une cr-algebre de parties d’un ensemble Q : 

. id contient l’evenement impossible 0 (complementaire de l’evenement certain). 

. si A et B sont deux evenements de id. alors B \ A = B fi A est un evenement de id, 

• id est stable par reunion finie. 

. id est stable par intersection finie ou denombrable. 

Demonstration 

n +oo 

Si Ai, . . . A n , la reunion finie IJ est egale a la reunion denombrable (J si on pose 

k= 1 k= 1 

A/c — 0 lorsque k > n + 1 : id est done stable par reunion finie. 

D’apres les loi de de Morgan, le complementaire d’une intersection est la reunion des 
complementaires, e’est a dire, si I est fini ou denombrable : 

(Pi a,-) = P Ai et done Q A,- = ((J X) 

iel iel iel iel 

Une intersection finie ou denombrable d’elements d’une tribu id appartient done 
a id, puisque id est stable par reunion finie ou denombrable et par passage au com- 
plementaire. ■ 

Si Q est un ensemble, la tribu triviale 'P(kl) est une cr-algebre, tout comme la tribu gros- 
siere ido = {0, 0). Si on se fixe un ensemble arbitraire d’evenements B, on peut definir la 
cr-algebre engendree par B : 


Propriete - cr-algebre engendree par une famille d’evenements 

Si B est un ensemble d’evenements d’un univers Q. l’intersection de toutes les cr- 
algebres contenant B est une cr-algebre qui contient B, appelee cr-algebre engendree 
par B. 
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Demonstration 

Puisque la tribu triviale P( Q) est une cr-algebre, qui contient B, l’intersection £Ab de 
toutes les cr-algebres contenant B est bien definie. Elle contient naturellement B, puis- 
qu’ intersection de parties de £1 contenant chacune B. est stable par passage au comple- 
mentaire, par reunion et intersection finie ou denombrable, puisqu’ intersection de parties 
de Q qui verifient ces proprietes : JA# est done bien une cr-algebre contenant B. De plus, 
par construction de 3K b, toute cr-algebre contenant B contient la cr-algebre engendree 
par B. a 

Definition - Systeme complet d’evenements 

Une famille finie ou denombrable d’evenements (A,), e/ est un systeme complet d’evene- 
ments lorsque : 

. les evenements sont deux a deux incompatibles : 

A, C\Aj — 0 lorsque i + j 
• la reunion des evenements est certaine : 

Ja,- = q 

iel 


Si S = (A,W est un systeme complet d’evenements sur un univers Q. la cr-algebre 
engendree par & est constitute par les reunions finies ou denombrables des Aj. 

25.2 Probabilite 


Definition - Probabilite sur un ensemble £1 

Une probabilite P sur un espace probabilisable (£1. £R) est une application definie sur JA, 
a valeur dans [0, 1 ] telle que : 

1. P est cr-additive : la probabilite d’une reunion finie ou denombrable d’evenements 
deux a deux incompatibles est la somme des probabilites, e’est a dire que si (A„)„ eN 
est une famille d’evenements deux a deux incompatibles : 


Aj n Aj = 0 lorsque i ± j 
alors la serie ^ P(A n ) converge et : 


/ +oo \ +oo 


Ja„ =2>(a„) 


\n=0 ' n = 0 


2. la probabilite de l’evenement certain est 1 : 

P(£2) = 1 


On dit alors que (Q, P ) est un espace probabilise. 

Remarque - Evenement d’un espace probabilise 

Lorsque (£1, JA, P) est un espace probabilise, on reservera le terme evenement aux parties 
A de Q appartenant a la cr-algebre JA. Les parties de Q qui n’appartiennent pas a fA ne 
seront pas des evenements de l’espace probabilise (Q, JA, P). 
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Remarque - Cas des ensembles finis 

Lorsque O est un ensemble fini, cette definition est equivalente a la definition du cha- 
pitre 23. En effet, dans ce cas, une cr-algebre J?l ne comporte qu’un nombre fini d’evene- 
ments. Si la suite (A„) neN est une suite d’evenements deux a deux incompatibles, seul un 
nombre fini d’evenements est non vide, et la propriete de cr-additivite est alors equiva- 
lente a la propriete d’additivite. Ainsi, toute probabilite sur un ensemble fini au sens du 
chapitre 23 est cr-additive, done est une probabilite au sens de ce chapitre. 


Remarque - Cas des ensembles infinis : difference entre additivite et cr-additivite 

Si P est une application additive (mais pas necessairement cr-additive) a valeurs dans 
[0, 1 ] definie sur un espace probabilisable (Q,,iA), si (A„)„ eN sont des evenements deux a 
deux incompatibles, alors la serie £ P(A„) converge et la somme verifie : 


+00 


2 P(A k) 


< P 


+°o \ 

l> 


\k = 0 > 


P est cr-additive lorsqu’il y a egalite dans l’inegalite precedente. 


Demonstration - Si P est cr-additive, alors P est additive. Inversement, si on suppose 
que P est une application additive (mais pas necessairement cr-additive) a valeurs dans 
[0, 1 ] definie sur un espace probabilisable (Q, J71), alors P est croissante (cf chapitre 23) : 
si A c B, 

P(B ) = P(A) + P(B \ A) > P(A) 

En particulier, si (A„) neN sont des evenements deux a deux incompatibles : 

Aj nAj = (b lorsque i + j 


n +oo 


alors : 

[J A k c (J A k 

Done, puisque P est croissante : 

< » 

k = 0 k = 0 

\ f +°° \ 

p lw< p IH 

\k = 0 J \k = 0 / 


C’est a dire, puisque P est additive : 

n +oo \ 

X P(A k ) < P JA, 

k = 0 U-0 


La serie 2 P(A n ) est done une serie a termes positifs, dont les sommes partielles sont ma- 
jorees par P (|J/)“q A/, j : d’apres le theoreme de la limite monotone, cette serie converge 
et la somme verifie : 


Y^P(A k )<P Ja, 


k = 0 


\k = 0 / 
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Exemple - Probabilite sur N 

Lorsque Q - IT et Falgebre des evenements Jl est F ensemble des parties de N, la 
probabilite P est entierement determinee par la suite (p n ) ne N definie par : 

Pn = P ({«}) 

Si A est une partie de N, sa probabilite est : 

P{A) = p, 

ieA 

Une suite {p n )„ e n definit une probabilite sur (N, 'P(N)) si et seulement si : 

1. (Pn ) n€ n est une suite a valeurs positives ou nulles, c’est a dire : 

V/r e N, p„ > 0 

2. la probabilite totale vaut 1, c’est a dire : 

+oo 

Z pn = 1 

n—0 


Exemple 

A quelle condition sur a e R la suite (p„) ne ^ definie par : 

a 

Pn = 5" 

definit-elle une probabilite sur (N, !P(N)) ? 

Solution 

1. (pn)n€i'i est une su i te s valeurs positives ou nulles lorsque a > 0. 

2. la probabilite totale est : 

+oo +oo 

Cl 

n—0 n—0 


Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier terme a, de rai- 
1 

sons — : 


X | 



5 a 
~4 


+oo 


YjP" 

n—0 


l 


4 

5 
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Les probability sur un ensemble quelconque sont additives : elles verifient done les 
proprietes des probabilites sur un ensemble fini : 
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Propriety 

Soit (Q, 3K, P) un espace probabilise. La probabilite P est cr-additive, done additive. Elle 
verifie done les proprietes des probabilites finies : 

1. complementaire d’un evenement A : 

P (a) = 1 -P(A) 

En particulier, l’evenement impossible est de probabilite nulle : P(0) = 0. 

2. croissance (au sens de l’inclusion) : pour tout couple d’evenements (A, B ) : 


(A c B) => P(A) < P(B ) 


3. formule du crible : 


P 



2<-i>“ 2 4f | A > 

k= 1 7c|[l,n] jej > 

card (J)=k 


Lorsque l’on considere une suite croissante (respectivement decroissante) d’evene- 
ments ou une reunion (respectivement une intersection) d’evenements, la propriete de 
cr-additivite permet de calculer la probabilite de la reunion (respectivement de l’intersec- 
tion) : 


Theoreme - Limite monotone 

Soit un espace probabilise. Si (A„)„ eN est une suite monotone d’evenements, 

alors la suite (P(A„)) neN converge et plus precisement : 

• si (A„)„ e N est croissante, e’est a dire si A„ c A n+ \ pour tout n e N : 

' +oo > 

P(A„) ♦ P I J A* 

n— >+oo — ' 

\k = 0 / 


• si (A„)„ £ n est decroissante e’est a dire si A„+i c A„ pour tout n e N : 


P(A„) 


» P 

n—>+ oo 


f +oo > 

n ^ 


\k = 0 > 


Corollaire - Intersection ou reunion denombrable d’evenements 

Si (A„)„ eN est une suite quelconque d’evenements : 


n \ 

l> 

\k= 0 ) 

> p 

n—>+ oo 

' +oo \ 

U* 

-k=0 

' n s 

Qa, 

\k= 0 ^ 

> P 

n— >+oo 

' +oo > 

n* 

<k= 0 / 
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Remarque - L'evenement im- 
possible (c'est a dire 0) n'est 
pas necessairement le seul 
evenement negligeable. 


Demonstration 

1. Suite croissante : si (A„)„ e N est une suite croissante d’evenements, nous pouvons 
definir une suite (B , ,)„ eN d’evenements deux a deux incompatibles par : 

| Bq-Aq 

|Vn e N, B n+ i = A„+i \ A„ 

et nous pouvons verifier que, pour tout entier n : 

An = Bk 

k<n 


+oo +oo 

Nous en deduisons : [ J A„ = [ J B„ 

n = 0 n—0 

Les evenements ( B n ) m:V etant deux a deux incompatibles, nous pouvons appliquer la 
propriete d’additivite denombrable : 


/+oo \ 


\n = 0 


I Ja„ = y P{B k )= lim V P(B k ) 

v_y z_j n— >+oo ^ i 


k = 0 


k = 0 


Comme A„ — (J Bk, ou les evenements (Bk) o<k<n sont deux a deux incompatibles, 

k<n 

nous savons que : 


p(a„) = 2 pm 

k = 0 


Nous avons done demontre : 

+oo > 
<n = 0 / 


P(A n ) > P 

n — >+oo 


2. Suite decroissante : lorsque (A„) ngN est une suite decroissante d’evenements, la suite 
des complementaires est une suite croissante d’evenements : la probability de A„ 
converge done vers la probability de la reunion des A„. En passant au complementaire, 
nous en deduisons que la probability de A„ converge vers la probability du comple- 

mentaire de la reunion des A„, qui est l’intersection des (A,,) = A„. 

3. Suite quelconque : lorsque (A„) n€i j est une suite quelconque d’evenements, la suite 
des reunions (J A^ est une suite croissante d’evenements, celle des intersections f"| A^ 

k<n k<n 

est une suite decroissante d’evenements, et nous pouvons appliquer les resultats du 
theoreme de la limite monotone a ces suites. 


Definition - Evenement negligeable 

Un evenement negligeable (ou presque impossible) d’un espace probabilise est une eve- 
nement de probability nulle. 
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Propriete 

Toute reunion finie ou denombrable et toute intersection d’ evenements negligeables est 
un evenement negligeable. 
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Exemple - Processus de Bernoulli 

Le processus de Bernoulli consiste a lancer une infinite de fois une piece. Les resul- 
tats possibles sont les suites (u n ) ne N , de 0 et de 1, ou u„ - 0 si on obtient « pile » au 
/z-ieme tirage, u„ — 1 si on obtient face au /z-ieme tirage. 

En admettant que les evenements elementaires sont negligeables (nous le demontrons 
page 665), demontrer que P evenement E n « obtenir « pile » a tous les tirages, sauf 
un » est negligeable. 


L’evenement « obtenir « pile » a chaque tirage, sauf au /z-ieme tirage » est un evene- 
ment elementaire : il est done negligeable. Comme la probabilite est cr-additive, toute 
reunion finie ou denombrable d’evenements elementaires est egalement negligeable. 
L’evenement « obtenir « pile » a tous les tirages, sauf un » est la reunion denombrable 
des evenements E„ : il est done egalement negligeable. 

Definition - Propriete vraie presque surement 

Une propriete Q est vraie presque surement si la probabilite qu’elle soit realisee est 
egale a 1, e’est a dire : 


Un evenement est presque certain s’il est de probabilite 1. 

On peut utiliser l’abreviation « ps » pour « presque surement ». 

Propriete - Toute reunion et toute intersection finie ou denombrable d’evenements 
presque certains est un evenement presque certain. 


Exemple - Processus de Bernoulli 

Dans le cas du processus de Bernoulli, demontrer que les evenements : « tirer au 
moins n fois pile » sont presque certains. D’apres le theoreme de la limite monotone, 
l’intersection de ces evenements : « tirer une infinite de pile » est done egalement 
presque certaine. De meme, l’evenement « tirer une infinite de face » est presque 
certain, done l’evenement : « tirer une infinite de pile et une infinite de face » est 
presque certain. 

Solution 

Pour tout entier n, notons E n les evenements : « tirer au moins n piles ». Pour tout 
entier N > n, l’evenement E„ contient l’evenement E n N : « tirer au moins n piles lors 
des N premiers tirages ». Si E n N est 1’evenement contraire : « tirer moins de n piles 
lors des N premiers tirages », X, nombre de pile tires lors des N premiers tirages, suit 
la loi binomiale &(N, j) : 


Solution 


P ({w e Q tel que Q(u>) est vrai}) = 1 



n termes inferieurs ou egaux a N 


Or: 
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n - 1 


Done : 


, N\ 1 N n 

'’ N ) ~~ ( i- )~i v - 9^" 


jt=0 


n 


etant fixe, calculons la limite lorsque N — > +oo de P(E nN \. D’apres les theoremes 

r" N" 

2 n n—*+co 


de croissances comparees : — 

2 x A' — > +c<i 

en deduisons : 


x” N n 

-> 0, done : —77 > 0. Par encadrement, nous 


P ( E„,n ) 


/V— >+00 


En passant au complementaire : 


P (E„, n ) > 1 

N — >+00 

Comme E„ contient l’evenement E n N pour tout N > n : 

VN>n, 1 >P(E n )>P(E, hN ) 

Par encadrement, lorsque N — > + 00 , nous en deduisons : 

P(E n ) = 1 

25.3 Probability conditionnelle 


La theorie des probabilites conditionnelles sur les espaces probabilises finis se transpose 
telle quelle pour les espaces probabilises quelconques : 


Definition - Probabilite conditionnelle 

Si A est un evenement de probabilite non nulle d’un espace probabilise (O, 'A, P). La 
probabilite conditionnelle sachant A, notee P A , est la probabilite definie sur (Q, PA) par : 


Pa(B) = 


P(A n B) 
P(B ) 


(Cl, PA, Pa) est un espace probabilise. 

La formules des probabilites composees reste vraie lorsque Q est un ensemble infini : 


Theoremc - Formule des probabilites composees 

Dans un arbre de probabilite, pour calculer la probabilite d’un nceud, on calcule le produit 
des probabilites conditionnelles des branches qui menent a ce nceud. 

Si A 1 , . . . A„ sont n evenements tels que 


P(A\ n A 2 n • • • n A„_o + 0 
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la probabilite pour que tous les evenements se realisent simultanement est : 

P (Aifi A 2 n • • • fl A n ) = P(Ai) X P Al (A 2 ) X • • • X P Al n-nA,^ ( A„ ) 
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Remarque - Les evenements 
A n n B etant deux a deux dis- 
joints, la serie de terme ge- 
neral P(A n n B) = P An (.B)P(A n ) 
est une serie a termes posi- 
tifs dont les sommes partielles 
sont majorees par P(fi) = 1 : la 
serie est done convergente. 


Exemple - Processus de Bernoulli 

Dans le cas du processus de Bernoulli, demontrer que les evenements elementaires 
sont de probabilite nulle. 

Solution 

Soit co un evenement elementaire du processus de Bernoulli, e’est a dire les resultats 
successifs d’une suite infinie de tirage de « pile » ou « face ». Pour tout entier n, notons 
A„ P evenement : « les n premiers tirages sont exactement les n premiers resultats de 
co ». Nous savons que : 

P Al n-nA n _Mn) — ~ 

est la probabilite que le resultat du n-ieme tirage soit le resultat predit par co. Comme 
co e A n c A n \ c • • • c A i, d’apres la formule des probability composees, nous en 
deduisons que, pour tout n e N* : 

P({w}) < P(A n ) = P (A! n ^i 2 n • • • n A n ) 

= P (Ai) X P Al (A 2 ) X • • • X {An) = — 

n termes egaux a | 

Lorsque n — > +oo, 0. Par encadrement, nous concluons : P(\oj\) = 0. 

La formules des probability totales reste vraie pour un systeme complet fini d’ evene- 
ments, et se generalise au cas d’un systeme denombrable. 


Theorenn - Formule des probability totales 

Soit (A„)„ gN un systeme complet d’evenements. Si B est un evenement, la serie ^ P(A, 
B) est convergente et la probabilite totale de B se decompose : 


n 


n—0 


P(B) = 2 P(A n n B) 


n—0 


Lorsque P(A n ) + 0 pour tout n e N, la probabilite totale se deduit des probability 
conditionnelles : 

+oo 

P(B) = j] P(A n )P An (B ) 

n—0 


Exemple 

Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On tire successivement une 
boule dans l’urne : si la boule est blanche, on remet la boule et on rajoute une boule 
blanche, si elle est noire, on la remet dans l’urne sans rajouter d’autre boule. Quelle 
est la probabilite de tirer une boule noire au tirage suivant le premier tirage d’une 
boule noire ? On exprimera cette probabilite sous forme de serie, sans chercher a en 
calculer la somme. 

Solution 

Commengons par verifier que l’evenement Aq : « on ne tire jamais de boule noire » 
est de probabilite nulle. Soit B n l’evenement : « on ne tire aucune boule noire lors 
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des ^-premiers tirages ». (B n ) neVS est une suite decroissante d’evenements tels que 

+OO 

Ao = P| B n , done, par limite monotone : 

n= 1 

P(A 0 ) = lim P(B „ ) 

n — >+oo 


Si on ne tire aucune boule noire lors des n - 1 premiers tirages, au n-ieme tirage, 
I'urne contient n boules blanches et une boule noire, done : 


P Bn JB n ) 


n 

n + 1 


D’apres la formule des probabilites composees, sachant que (B n ) ne N est une suite 
decroissante d’evenements : 


P(B n ) = P(B 1 )P Bi (B 2 )...P b ,,_ 1 (B„) 

/ 1 \ / 2 \ / n \ 1 x 2 x • • • x n 1 

\2/\3/ ln+1/ 2 X 3 • ■ ■ X (n + 1) n+ 1 «-»+ oo 


done P(Aq ) = 0. 

Soit (/!„)„> | les evenements : « la premiere boule noire est tiree au n-ieme tirage ». 
A„ = B„ | n N„ ou B„ i l’evenement : « on ne tire aucune boule noire lors des n - 1 
premiers tirages » et N„ designe l’evenement : « on tire une boule noire au n-ieme 
tirage ». Si on ne tire aucune boule noire lors des n — 1 premiers tirages, au n-ieme 
tirage, I’urne contient n boules blanches et une boule noire, done : 


Pb„JN h ) 


1 

n + 1 


Comme P(B „- 1 ) = i, nous en deduisons : 


P(A n ) = 


1 

n(n + 1) 


(An)n€ii est un systeme complet d’evenements tous de probabilite non nulle, sauf Ao. 
D’apres la formule des probabilites totales, si N est 1’evenement : « tirer une boule 
noire au tirage suivant le premier tirage d’une boule noire » : 


+oo 

P{N) = PA„(N)P{A n ) 

n= 1 


Sachant A n , au n+ 1-ieme tirage, I’urne contient n boules blanches et une boule noire, 
done Pa„ (N) - , et on en deduit : 


+oo 

P(N) = ^ 

n= 1 


l 

n(n + l) 2 
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La formule de Bayes permet de calculer la probabilite d’une cause sachant la conse- 
quence : 
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Theoreme - Formule de Bayes 

Soient A et B deux evenements tels que P(A) 4 0 et P(B) 4 0. La probability condition- 
nelle de A sachant B se deduit de la probability conditionnelle de B sachant A : 


Pb(A ) = 


P(A) x P a (B) 
P(B ) 


Lorsque (A*) teN est un systeme complet d’ evenements tous de probability non nulle, la 
formule de Bayes s’ecrit : 


PB(A n ) = 


P(A n ) x P A Ui) 

+oo 

2 P(A k ) x P Ak (B) 

k = 0 


25.4 I ndependance 


© 


La notion d’independance d’evenements sur un espace probabilise fini se generalise aux 
espaces probabilises quelconques : 


Definition - Independance 

Deux evenements A et B sont independants lorsque : 

P(A fi B) = P(A) x P(B) 


Une famille finie ou denombrable d’evenement (A,), e/ est une famille d’evenements mu- 
tuellement independants si, pour tout partie finie J de /, 


’o' 

\jeJ 


= n p(A ' } 
& 


En utilisant la formule du crible, nous pouvons verifier que l’independance d’une famille 
d’evenements entraine l'independance des complementaires : 


Propriete - Independance des complementaires 

Si (A,) /e/ est une famille d’ evenements mutuellement independants, la famille des com- 
plementaires , j est egalement une famille d’ evenements mutuellement indepen- 
dants. 


Demonstration 

Verifions le pour deux evenements A et B. D’apres les loi de de Morgan, Fintersection 
des complementaires est le complementaire de la reunion. En utilisant la formule du 
crible, nous en deduisons : 

P (a n B j = 1 - (P(A) + P(B) - P(A)P(B)) 

P(AUB) 

= (1 - P(A))(1 - P(B)) = p{a^P (l) 
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Propriete - Independance et probability conditionnelle 

Deux evenements A et H de probability non nulle sont independants si et seulement si la 
probability conditionnelle de A sachant B est egale a la probability de A : 

P b {A) = P{A) 


La notion d’ independance se generalise egalement aux cr-algebres : 

Definition - Independance de tr-algebres 

Deux cr-algebres d’evenements d’un espace probabilise sont independantes lorsque tout 
evenement de l’une est independant de tout evenement de l’autre. 

Lorsque les cr-algebres sont engendrees par des systemes complets d’ evenements, on 
peut se contenter de verifier que les evenements qui engendrent les cr-algebres sont inde- 
pendants : 


Propriete - Independance de cr-algebres 

Si (A„)„ £ n et (^h)hcn sont deux systemes complets d’evenements tels que, pour tout 
couple d’entiers k et t, At : et Ip sont des evenements independants, alors les cr-algebres 
engendrees par (A„)„ eN et ( sont des cr-algebres independantes. 


Synthese 

6 avoir s 


. notion de cr additivite, 

croissante d’ evenements converge vers la probability 
de L intersection. 

. theoreme de limite montone : la probability d’une 
suite croissante d’ evenements converge vers la pro- 
bability de la reunion, la probability d’une suite de- 

. evenement negligeable, propriete vraie presque sure- 
ment, 

. independance d’une famille d’evenements. 

Savoir-faire 


. Verifier qu’une fonction definit bien une probability, 
. Utiliser les proprietes de cr-additivite. 

» Utiliser les formules des probabilites composees, des 
probabilites totales et de Bayes. 

Mots-cles 

. Ensembles denombrables, 

• cr additivite, limite monotone, 
. independance. 

formules des probabilites composees, 
. formules des probabilites totales, 

. formule de Bayes 
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Tests de connaissances H 


25.1 On lance successivement une piece equilibree une in- 

25.4 Blaise lance une de jusqu’a obtenir un 6. Quelle est la 

finite de fois. Les evenements : « ne jamais obtenir 

probability pour que Blaise continue a lancer indefini- 

« pile » » et « ne jamais obtenir « face » » sont ils inde- 

ment son de ? 

pendants ? 

25.5 Blaise lance une de jusqu'a obtenir un 6. S’il obtient 6 

25.2 A quelle condition sur a € R la formule : 

au n-ieme lance, il remporte n€. Sachant que Blaise a 

, Cl 

gagne 10€ ou moins, quelle est la probability qu’il ait 

/>((*))=- 

tire 6 au premier lancer ? 

definit-elle une probability sur N ? 

25.3 A quelle condition sur a € R la formule : 

2 ^6 

2 "a 

/kin)) = — 
n\ 

6 9 

definit-elle une probability sur N ? 

3) 

' 6 10 - 5 10 




Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 
sont donnees page 67 1 . 

25.6 

Soit I) un espace probabilisable. 

1) a) Si A et B sont des evenements negligeables, montrer que 
A U B est encore negligeable. 

b) Si (A„)„j=n est une suite d’evenements negligeables, mon- 
trer que U A„ est encore negligeable. 

neN 

2) a) Si A et B sont des evenements presque-surs, montrer que 
A n B est presque-sur. 

b) Si n est une suite d’evenements presque-surs, mon- 
trer que p| B„ est presque-sur. 

neN 

25.7 

On dispose d'une piece amenant « pile » avec la probability 
p e]0, 1 [ et « face » avec la probability q. On considere une 
suite infinie de jets independants. 

Pour n 6 N*, on delink les evenements F„ : « on obtient 
« face » au /?-ieme lancer » et R„ : « on obtient le premier 
« face » au n-ieme lancer ». 

1) Donner une definition simple et comparer les evenements : 


'=U F - 


et R ■ 




2) Calculer P{R). 

3) Justifier les inclusions R„ c F„ c R t U • ■ • U R„. 


25.8 

Pascal propose a Blaise un pari au jeu de pile ou face. Au 
premier tour du pari, Blaise lance une piece de monnaie. Si 
la piece tombe sur « pile », Blaise a remporte le pari. Sinon, 
il lance deux pieces de monnaies : si les deux pieces tombent 
sur « pile », Blaise remporte le pari de Pascal, sinon, il conti- 
nue avec trois pieces. 

Au n-ieme tour, si le jeu n’est toujours pas termine, il lance n 
pieces de monnaie equilibrees et l’emporte si toutes les pieces 
tombent sur « pile ». 

Soit A„ l’evenement « a Tissue du /;-ieme tour, Blaise n’a tou- 
jours pas remporte le pari de Pascal ». 

1) Determiner P(A n ). 

2) Montrer que ln(.P(A„)) est la somme partielle d'une serie 
convergente. 

3) En deduire que Pascal a une probability non nulle de rem- 
porter le pari. 

25.9 

On lance une piece equilibree jusqu’a obtenir « pile ». n etant 
le nombre de lancers elfectues, on remplit une urne avec 3" 
boules dont une de couleur blanche et les autres de couleurs 
noire, et on precede a un tirage d’une boule dans cette urne. 

1) Quelle est la probability d’obtenir une boule blanche ? 

2) On obtient une boule blanche. Quelle est la probability que 
la piece ait donnee « Pile » du premier coup ? 
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Exercices d’approfondissemeirt 


25.10 

Un pion evolue sur 3 cases A, B, C. A l'instant t = 0, il est 
en A. Puis, il se deplace de fagon aleatoire sur les cases en 
respectant les regies suivantes : 

• s’ il est en A ou B a l’instant t = n, il va a l’instant suivant 
sur l'une des deux autres cases de fagon equiprobable. 

• s’il est en C a l’instant t = n, il y reste. On dit que la case C 
est une case absorbante 

Notons A„ (respectivement B„ et C„ ) l’evenement « a l'ins- 
tant t = n, le pion est sur la case A (respectivement sur 
les cases B et C) » et notons a„ = P(A„), b„ = P(B „ ) et 
c„ = P(C n ). 

1) Trouver des relation de recurrence entre a n , b n , c n et a„+i, 

bn+ 1 . Cfi+1 • 

2) Calculer c„ en fonction de n puis trouver 


c) En deduire que 

_ (*)* - (ff 
Uk = ~[Z^f~ 

K p' 

d) Que se passe t-il quand N — » +oo ? On distinguera deux 

1 1 
cas : p < - et p > 

‘ 2 ‘ 2 

2) Etudier le cas p = — . 

25.13 ® 

Un magasin possede n caisses. Les clients se repartissent de 
fagon independante et equiprobable entre les n caisses. On 
note A/, l’evenement : «il y a k clients dans le magasin ». On 
suppose que que pour tout k e N : 

i/c 

P(Ak) = 77 exp(-d) 
k\ 


lim c n 

n—*+ oo 


3) On veut montrer que l’evenement E=« le pion atteint la 
case C » est presque-sur. 

a) Montrer que pour tout n, E c (a„ U B,). 

b) Conclure. 

25.11 

Deux joueurs A et B lancent un de equilibre. A joue le pre- 
mier : s’il obtient le nombre « 1 », il gagne, sinon B joue : si 
B obtient le nombre « 2 » ou « 3 », il gagne, sinon A rejoue. . . 
On introduit les evenements (/, : « le i-eme lancer de A donne 
un 1 » et V, : « le i-eme lancer de B donne un 2 ou un 3 ». 

1) Calculer P(U,) et P(V,). 

2) Quelle est la probabilite que A gagne. 

3) Verifier que presque-surement, le jeu s’arrete. 

25.12 ® 

Un joueur effectue une serie de paris mutuellement indepen- 
dants. A chaque pari, il gagne 1€ avec la probabilite p e]0, 1[ 
et perd 1€ avec la probabilite q = 1 — p. Le jeu prend fin 
quand le joueur est mine ou quand il a accumule V€ (N > 3 
fixe). 

Notons iik la probabilite de mine du joueur lorsqu’il possede 
une somrne de k€ au depart. 

1) Nous supposons dans cette question que p t — . 

a) Calculer uq et un. 

b) Montrer que u k = pu k+ 1 + qiik- i • 


ou A > 0 est fixe. 

1) Verifier que 

P{A k) = 1 
k=0 

2) On note B m l’evenement « m clients sortent par la caisse 
n°l ». Calculer P{B m ) pour tout entier m. 

3) La caisse n°l a vu passer m clients un jour donne. Quelle 
est la probabilite qu’il y ait eu dans le magasin nm clients ? 


25.14 ® 


Soit (A„)„ e fj une suite d'evenements. 

1) On suppose que la serie 2 P(A„) est convergente. Montrer 
que l'evenement 

t \ 


B = 



Ak 


n>0 V k>n ) 


est de probabilite nulle. 

2) On suppose que la famille (A„)„ etI est une famille d’evene- 
ments mutuellement independants et que la serie 2 P(A„) est 
divergente. 

a) Montrer que pour tout x > 0, 1 - x < exp(-.v). 

b) On pose pour n 6 N, 

C„ = f]Al 

k=n 

Montrer que P(C „ ) = 0 pour tout n. 

c) En deduire que l’evenement B defini a la question 1 est 
presque sur. 
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2) Notons B l’evenement : « la premiere sequence PF appa- 
rait avant la premiere sequence FP » et, si n > 2, notons B„ 
l’evenement : « la premiere sequence PF apparait pour la pre- 
miere fois aux lancers n - 1 et n, et il n’y a pas eu avant de 
sequence FP ». 

Quelle relation y-a-t-il entre l'evenement B et les evenements 
B 2 

Calculer P(B„) et en deduire P{B). 

3) Notons C l’evenement : « la premiere sequence PP appa- 
rait avant la premiere sequence FF » et C„ : « la premiere 
sequence PP apparait pour la premiere fois aux lancers n — I 
et n, et il n'y a pas eu avant de sequence FF ». 

Decomposer C„ en evenements elementaires selon la parite 
de n. 

Calculer P(C„) et en deduire P(C). 



25.12 Question 1 .b : on pourra utiliser le resultat du premier 

montrer que la probabilite de B„, qui est la reunion des A k 

pari. 

pour k > n tend vers 0 lorsque n — > +oo. 

Question 2 : 1’ equation caracteristique associee a la suite re- 

Question 2.b : C„ est une intersection denombrable d’eve- 

• ^ 

currente lineaire adrnet pour racines 1 et — . 

nements. En particulier, C„ est inclus dans les intersections 

P 

finies Cj’, = [Q A k . En utilisant l’independance des A k , puis 

25.13 Question 2 : introduire un systeme complet d’evene- 

l’inegalite de la question 2. a. on pourra verifier que la pro- 

ments lie au nombre de clients en magasin. 

babilite des intersections finies C p „ a une limite nulle lorsque 


p — > +oo. 

25.14 Question 1 .Be, st 1’intersection des evenements 

Question 2.c : on pourra comparer le complementaire de B 

B n = U At : il est done inclus dans chaque evenement B n . 

et la reunion des evenements de probabilite nulle C„ pour 

Pour demontrer que B est de probabilite nulle, il sufiit de de- 

conclure que B est negligeable. 


© 


25.15 

Considerons une suite de lancers independants d’une piece 
pour laquelle la probabilite d'obtenir « pile » est p 6]0, 1[ et 
la probabilite d’obtenir « face » est q = 1 - p. 

1) Soit n 6 N et E„ l’evenement : « la sequence PF apparait 
pour la premiere fois aux lancers n - 1 et n ». Nous savons 
que P(E 0 ) = 0, P(Ei) = 0 et P(E 2 ) = pq. 

En decomposant l’evenement E„, justifier l’egalite : 

n— 1 

P(E n ) = piq"-' 
i= i 

En deduire une expression simplifiee de P(E n ) en fonction 
de p et q. 
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Nous avons verifie dans le cours que les evene- 
ments A : « ne jamais obtenir « pile » » et B : « ne jamais obtenir 
« face » » sont negligeable. P(A) = P(B ) = 0, A n B = 0 done 
P(A n B) = 0 = P(A)P(B). Les evenements A et B sont done 
independants. 


Les evenements S k ■ « Blaise ne tire pas 6 au L-ieme tirage » 
sont mutuellement independants, done : 

i° \ 10 /c\ 10 

p =i-rV(^H- y 

VA-l ) k= 1 ' ' 


II faut verifier que la probabilite totale est egale 
a 1. En faisant la somme de la serie geometrique de premier 

terme a, de raison nous obtenons : 

3 


a ( 1 i 3a 
Zj yi T 


La probabilite totale est done : — = 1, et nous en deduisons : 

2 

° ~ 3' 

II faut verifier que la probabilite totale est egale 
a 1. Nous reconnaissons la somme d’une serie exponentielle, 
done : 

+°° 

Z 2 n a. 

— = a exp(2) 
n\ 


La probabilite totale est done : a exp(2) = 1, et nous en dedui- 
sons : a = exp(-2). 

Notons A l’evenement : « ne jamais obtenir 6 » et 
A„ l'evenement : « ne jamais obtenir 6 lors des n premiers lan- 
cers ». Les lancers etant independants, la probabilite pour que 
Blaise lance n fois le de sans obtenir une seule fois 6 est : 


P(A„) = - >0 

\ O / n->+° o 

Nous savons que pour tout n > 1, A c A„, done 0 < P(A ) < 
P(A„). Lorsque n — > +oo nous en deduisons par encadrement : 
P(A) = 0. La probabilite pour que Blaise continue a lancer in- 
definiment son de est done nulle. 


La reponse 3 est correcte. Notons S l’evenement : 
« Blaise tire 6 au L-ieme tirage » et Gio l’evenement : « Blaise 
tire 6 lors de l'un des 10 premiers tirages ». Nous devons cal- 
culer la probabilite de 5 1 sachant G io- D’apres la formule de 
Bayes : 


Pg 10 (S i) - 


P(S i n G 10 ) 
P(Gio) 


- b(Gio) 


La probabilite de Gio = S i U S 2 U • • • U S 10 se calcule en passant 
au complementaire : 


10 \ to \ 

j5j=i-p 

k=\ ) \k=l ) 


Pg 10 (S 1 ) - 


l-(l) 1 


b'O-S 1 


1) a) D’apres la formule du crible : 

P(A U B) = P(A) + P{B) - P(A n B) 

< P(A) + P(B) = 0 + 0 = 0 

b) Soit (A„)„ eN une suite d’evenements negligeables. Notons 
B„ = U A*. Nous pouvons demontrer par recurrence sur 

0 <k<n 

n 6 N que B n est de probabilite nulle : Bo = Aq est en effet 
presque impossible, et B„ + 1 = B„ U A„+i est de probabilite nulle 
car reunion de deux evenements de probabilite nulle. 

n 

Puisque B„ = U A k est une suite croissante d'evenements, 

k = 0 

d’apres le theoreme de limite monotone : 


II A* = lim P I J A k = 0 

' — ' n—>+oo ' — ' 


2) a) Si A et B sont des evenements presque-surs, les comple- 
mentaires sont de probabilite nulle : 

p(a) = p(b) = o 

done, d’apres la question 1 : 

p(aub) = 0 

En passant au complementaire : 

P(AnB)= i-p(aub)= 1 

Done A n B est presque-sur. 

b) Si (S„)„ eN est une suite d'evenements presque-surs, les com- 
plementaires sont de probabilite nulle : 

Vk e N, P(B k ) = 0 

done, d’apres la question 1 : 


p U B k =0 

ik = 0 


En passant au complementaire : 


B t = l-P\\ B,. = 1 


Done p| B k est presque-sur. 

k=0 
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25.7 


1) Les evenements : F = IJ F„ et R = IJ R,„ sont identiques. 

neN* me N* 

II s’agit de l'evenement : « obtenir au moins une fois « face » ». 

En effet : si l'un ou T autre evenement est realise, on obtient au 
moins une fois « face », soit qu'on obtienne « face » au n-ieme 
lancer, pour un entier n, soit qu’on obtienne « face » pour la 
premiere fois au m-ieme lancer, pour un entier m. 

Reciproquement, si co e Q appartient a l’evenement : « obtenir 
au moins une fois « face » », notons n l’instant oil on tire « face » 
pour la premiere fois. Alors <±> s F„ c F et at 6 R„ c R. 

2) Les evenement ( R„)„ e n sont deux a deux incompatibles, done 
la probabilite de la reunion est la somme de la serie des proba- 
bility : 

+oo 

P(R) = Y, F(K " ) 

n= 1 

Les lancers sont mutuellement independants, done : 

P(R n +i) = P(F\nF\n---nT„n F n+l ) 


Done : 


= P (FT) P (^) ■ • ■ P (f„) RC^+0 = p"q 

n facteurs egaux a p ^ 


+oo 

p(R) = Y p n ~ lq 

n=l 


Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier 
terme q , de raison p : 


P(R) = q 



= 1 car 1 - p = q 


3) L'evenement R„ : « on obtient le premier « face » au n-ieme 
lancer » realise F„ : « on obtient « face » au n-ieme lancer », 
done R„ c F„. 

Si l’evenement F„ : « on obtient « face » au n-ieme lancer » est 
realise, alors on sait que le premier « face » est obtenu a ce lan- 
cer ou a un lancer precedent, done l’evenement : « on obtient le 
premier « face » k- ieme lancer » est realise pour une valeur de 
k < n, done F„ c R[ U • • • U R„. 


25 .8 


1) Notons p n = P(A n ) et G„ l’evenement : « Blaise remporte 
le pari de Pascal a l’issue du n-ieme tour ». Sachant A„, Blaise 
l’emporte a Tissue du n+ I -ieme tour si les n+ I pieces tombent 
sur « pile ». Notons Pkj,+i l’evenement : « la k-ibme piece donne 
« pile » au n + 1-ieme lancer ». 


Pa„{G„ + i) = P 




\k=l 
n + 1 


= Y] P(.Pkn + 1 ) 


1 

27TT 


La situation peut alors se modeliser avec l’arbre de probabilite : 

2 M +l Gn + 1 



D’apres la formule des probabilites composees, nous en dedui- 
sons : 


Pn + 1 = 



Pn 


De plus, nous savons que Blaise Temporte au premier tour si la 
premiere piece lancee tombe sur « pile » : 


Pl 2 2 1 


Nous en deduisons done par recurrence sur n > 1 : 




2) Notons S„ = ln(/ , (A„)). S „ est la somme partielle de la serie 

Y Un °“ : 


Ui = ln(pi) 

Vn 6 N Un+i = ln(p„ +1 ) - In (p„) 

D'apres la question 1, nous savons que, pour tout n > 1 : 


Un+ 1 — In I 1 


1 


1 


2" +1 1 +oo 2" +1 


La serie ^ est une serie geometrique absolument 

convergente, done la serie ^ u n est absolument convergente, 

n> 1 

done convergente. Nous en deduisons qu’il existe un reel £ tel 
que : 

ln(P(A„)) > l 


e'est a dire : 


P(An) ■ 


exp(7) 


3) L’evenement A : « Pascal remporte son pari ». A est realise 
lorsque Blaise est toujours perdant a Tissue du n-ieme tour pour 
tout n 6 N, e’est a dire : 

+oo 

A = p|A„ 

n= 1 

qui est l’intersection d’une suite decroissante d'evenements. 
Nous savons done que la probabilite de A est la limite des pro- 
babilites de A„. D’apres la question 2, il existe un reel i tel 
que : 

P(A) = exp(Q 

done P(A) = exp(f) t- 0. Pascal a done bien une probabilite 
non nulle de remporter son pari. 
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1) Notons P„ l’evenement : « obtenir le premier pile au zz-ieme 
lancer », P„ l’evenement : « ne jamais obtenir pile », B„ l’eve- 
nement : « lancer n fois la piece avant d’ obtenir « pile », puis 
tirer une boule blanche », N n l’evenement : « lancer zz fois la 
piece avant d'obtenir « pile », puis tirer une boule noire ». 

Vu l’independance des lancers : 


TO = 2» 

Sachant P„, on tire une boule dans une urne contenant 3" boules 
dont 1 blanche : 

P ^Bn) = ^ 

Nous pouvons done resumer les hypotheses par l’arbre de pro- 
babilite : 

Pn N » 


Q 


1 


1 


B„ 


2 " 3 " 

et en deduire, d’apres la formule des probabilites composees : 

1 1 


P(B„) = 


2" 3" 


Soit B l’evenement : « tirer une boule blanche ». (P„)„ eNU {«,) est 
un systeme complet d’evenements, done, d’apres la formule 
des probabilites totales : 


P(B) = £mn p„) 

n= 1 

+oo +oo 1 


Nous devons calculer la somrne de la serie geometrique de pre- 
I , 1 

mter terme - de raison - : 

6 6 


P(B) = 7 1 


61-i 


2) D’apres la formule de Bayes, la probabilite d’ avoir obtenu 
« pile » au premier coup sachant que l’on obtient une boule 
blanche est : 



c, i n c n+1 

b„ n c„+ 1 
b n n a„ + i 
a n n C n +i 

An nfi„ + i 


(A„, B„, C„) est un systeme complet d’evenements ; la formule 
des probabilites totales donne : 

P(A n+1 ) = P(A n+1 n A,) + P(A„ +l n B„) 


+ P(A „+ 1 n C n ) - 
0 

De meme, nous obtenons : 

G-n+l = 

b „+ 1 = 


b n 

c n+l ~ — + ~ + c n 


2) Si nous posons d„ = a„ + b„, nous savons que do = 1 car le 
pion est sur la case A a l’instant 0, que c„ = 1 - d„ et : 


Vzz 6 : 


, dn 
a n + 1 - — 


La suite ( d„ )„ eN est la suite geometrique de premier terme 1 , de 
1 

raison done : 

2 

1 

Vzz 6 N, d„ = — 

2 n 

Nous en deduisons : 


c„ = 1 - > 

2" 


P B (P l) ^ 


P(BrP D P(B { ) 


P(B) 
1/6 _ 5 
1/5 ~ 6 


P(B) 


25.1 0 


1) Les hypotheses de l’enonce peuvent se resumer par l’arbre 
de probabilite, qui decrit 1’evolution possible entre l’instant n 
et n + 1 : 


3) Soit E l'evenement « le pion atteint la case C ». 

a) Comme la case C est absorbante, si le point atteint C, il y 
reste. Si l’evenement complementaire E est realise, le point 
n’atteint jamais C. En particulier, a l’instant zz, le pion est soit 
sur A, soit sur B, done l'evenement A„ U B„ est realise, e’est a 
dire : 

E c (A„ U B„) 

b) Nous avons calcule : 

p(a„ U S„) = d„ = ^ 
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Pour tout neN,£c (A„ U B„), done : 

0 < P(E) < p(a„ U B„) = L 
Par encadrement, lorsque n — > +oo, nous obtenons : 

0 < P(E) < 0 

done E est de probabilite nulle, e’est a dire : E est presque sur. 


D’apres la formule des probabilites composees : 


P(A, + 1) = P Ci (Aj+i)P(Ci) = i 


La suite (B(A,)) i£N , est done une suite geometrique de premier 
1 5 

terme P(A\) = -, de raison L’evenement Ga : « A gagne » 
6 9 

est la reunion disjointe des evenements A,, pour i variant de 1 a 
+<x>. La probabilite de Ga est done la somme des probabilites : 


1) On lance un de equilibre. Les 6 issues possibles sont equi- 
probables, done : 

p m=\ et IW)=! = i 

2) Soit A, Tevenement : « A l’emporte a tissue de son i-eme 
lancer » B, l’evenement : « B l’emporte a Tissue de son i-eme 
lancer » et C, Tevenement : « ni A, ni B ne l’emporte a Tissue 
de leur i-eme lancer ». 

La probabilite de A, +1 sachant C, est la probabilite pour A d’ob- 
tenir 1 au / + 1-eme lancer : 

Pc, (A m) = 7 
o 

La probabilite de B, + i sachant C, est la probabilite que 
A echoue, multipliee par celle que B obtienne 2 ou 3 au 
i + 1-eme lancer : 

5 1 5 

P Ci (Bi+i) = g x - = — 

La probabilite de C;+i sachant C, est la probabilite que A et B 
echouent : 

P Q (C i+ 1) = 1 - B c ,.(A i+ i) - P Ci {B i+ 1) = | 

Nous pouvons resumer les hypotheses par l'arbre de probabili- 
tes : 

Bi c B i+ 1 



Q 


C, 



Ci 


+i 


0 Ai+i 

D’apres la formule des probabilites composees : 


P(C, +i ) = P c,(C,+i )P(Ci) = 

La suite (B(C,) ieN . est une suite geometrique de premier terme 
5 5 

P(Ci) = -, de raison done : 

9 9 


Vi > L P(Cd= - 


P(G A ) = £ PA,) 


Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier 
1 5 

terme P(Ai) = — , de raison — , done : 

6 9 


P(G a ) = 




3) Le complementaire de l'evenement S : « le jeu s’arrete » est 
inclus dans l’evenement C,- : « ni A, ni B n’ont encore gagne a 
Tissue de leur i-eme lancer » pour tout ; 6 N. Done : 


P(S) < P(Cj) 


Lorsque i — > +oo. 


P(Cd = M . 

y y / i->+cc 


done S est de probabilite nulle. En passant au complementaire, 
nous en deduisons que S est un evenement presque certain. 


1) On suppose p — . 

a) Quand le joueur possede 0€ au depart, il est deja mine, done 
u 0 = 1 . 

Lorsqu'il possede N€., il a deja accumule la somme fixee et ne 
joue pas, done u N = 0. 

b) Notons G+ l’evenement : « remporter le premier pari », R + 
l’evenement : « finir mine, apres avoir remporte le premier 
pari » 5 + l’evenement : « ne pas finir mine, apres avoir rem- 
porte le premier pari », G_, R- et S - les evenements corres- 
pondant lorsque Ton perd le premier pari. 

Si G + est realise, le joueur possede k + 1€ a Tissue du premier 
pari. La probabilite de finir mine sachant G + est done egale 

aMjt+i. 

De merne, si G_ est realise, le joueur possede k- 1€ a Tissue du 
premier pari. La probabilite de finir mine sachant G est done 
egale a 
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Nous pouvons resumer par l’arbre de probabilite : 

^ 5 + 

d) i. Lorsque p < 1/2, si nous posons x = p/q, nous savons que 
x < 1 et nous pouvons ecrire : 

D 

. G+ 



1 1 

Q 


Hi: l 1 

R + 

x k x ff 

Uk~ ! 

1 x" 





x N - k - 1 

' G 



x N -l 



Hi ■ 1 

R _ 

Comme 0 < x < 1, nous concluons : 


(G + ,G_) est un systeme complet d'evenements. Si R est l’eve- 

nement : « le joueur finit mine », d’apres la formule des proba- 0-1 

bilites totales : u * > - — - = 1 

N—>+oo 0 — 1 


u k = P(R n G+) + P(R n G_) 

= P C+ (R + )P(G + ) + Pq_{R-)P{G-) 
= pu k +i + qu k - i 


c) La suite est une suite recurrente lineaire d’ordre 2, 

qui verifie : 

{ uq = 1 et un = 0 
Vfc 6 N Uk — pM/t+i + giq-i 

Une suite geometrique (p")„ eN verifie la relation de recurrence 
si et seulement p est racine du trinome : 

p = pp 2 + q c’est a dire : p = pp 1 + 1 - p 


ou encore : 

P ~ 1 = P (p 2 ~ l) = P(P ~ 1)(P + 1) 
Done, en regroupant et en factorisant par p - 1 : 

(p — 1) (1 — P (p + 1)) = 0 

(1 -p)-pp=q-pp 


qui a pour racines p = 1 et p = — . 

P 

Nous en deduisons que (uGken est combinaison lineaire des 

q 

suites geometnques de raison 1 et — . II existe done a et b tels 

P 

que : 

Vk 6 N, Uk = a + b(—\ 


Comme u N = 0, nous savons que a = -b{ — ) N . De plus, Uo= 1, 

P 

done a + b = 1, c’est a dire : 


*|l-(f)* =1 


Nous en deduisons done : 
Vk€ N, 


u k = 


( q/p) k - (glpf 

1 - (q/p) N 


La mine est presque sure lorsque le joueur cherche a remporter 
N € lorsque N — > +oo si le jeu est defavorable. 

ii. Lorsque p > 1/2, si nous posons x = q/p , nous savons que 
x < 1 et nous pouvons ecrire : 


X* - A JV 

Uk = T^r 

Comme 0 < x < 1, nous concluons : 

Uk > x* 

N—>+co 

Le joueur a done une probabilite non nulle de remporter N € 
lorsque N — > +oo si le jeu est favorable. 

2) Lorsque p = — , le raisonnement des questions La et Lb 
reste valable. La suite (Mk)km est une suite recurrente lineaire 
d'ordre 2, qui verifie : 


uq = 1 et un = 0 


Vk 6 N u k 


u k + 1 + u k-l 
2 


c’est a dire : Uk+i - 2uk + u k - 1 = 0. L" equation caracteristique 
associee a la recurrence lineaire admet 1 pour racine double, 
done il existe aetb tels que : 


Vfc 6 N, Uk = a + bk 


Comme u N = 0, a = —bN. De plus, u 0 = 1, done —bN = 1, et 
nous concluons : 


e N, u k 


N-k 

IV N—>+oo 


La mine est done presque sure lorsque le joueur cherche a rem- 
porter N € lorsque N — » +oo si le jeu est equilibre. 
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1) Verifions que la probability totale est egale a 1 en calculant : 

Z PiAk) = Z ^ ex p ( -^) 

k= 0 k=0 ' 

En factorisant par exp(-/(), nous reconnaissons une serie expo- 
nentielle : 


3) D’apres laformule de Bayes, la probability qu'ily ait eu dans 
le magasin nm clients sachant que la caisse n°l a vu passer m 
clients un jour donne est : 


P B m (Anm) — 


P(B„, n A„„,) 
P(B m ) 


^ P(A k ) = exp(-d)^ L = 1 


k=0 
exp(/l) 


2) La famille (Afc) t£N forme un systeme complet d’evenements. 
D’apres la formule des probabilites totales : 


P(B m ) = £ P A k (B m )P(A k ) 


P(B,„ n A„,„) = P A „ m (B„ t )P(A nm ) 


™L ? MV»Zl exp( ., !) 

m ) ( nm)\ 


En developpant le coefficient binomial, les termes (nm)! 
se simplifient. Comme A nm = A m A (n ~ 1)m et exp(-/t) = 
exp(-/>/t) exp(-^/l) nous pouvons regrouper : 


Les clients se repartissent de fa^on independante et equipro- 
bable entre les n caisses. Sachant qu’il y a k clients dans le 
magasin, le nombre de clients qui sortent par la caisse n°l suit 
done la loi binomiale S ( k , p) ou p = - est la probability, pour 
chaque client, de sortir par la caisse n° 1 . 

Nous en deduisons (en notant q = 1 - p) : 


P At (B,„) = I" I p m q k ~ m 


P(B,„) = PA t (B,„)P(A k ) 


k=Q 

+00 




(^j est nul lorsque k < m, done : 
k\ 


P(B m ) = ^ 




«!(m-W A "Z eXP< -' ,) 


Nous pouvons simplifier par k\ et factoriser : 


L22 (1 „\k-m 


P(B m ) = — A m exp(-/l) V 

m a—J ( _ 


(m - k)\ 

En posant C = k — m, nous reconnaissons une serie exponen- 
tielle : 



exp(-( 1 -< 7 >t)=exp(-/i/l) 

(A P r ... i 

— cxp(-pA) OU p = - 

ml n 


P(B m nA nm ) = t-^ e - pA 


(Aqf 


n—\)m 


o~<l X 


m\ ((n - l)m)! 
P(B m ) 


Done : 


25.14 


P B m (Anm) ~ 


(Aq)° 


[n—l)m 


(( n - 1 )m)\ 


-qX 


ou q = 1 

n 


1) B est 1’ intersection des evenements B n = U ^ • En parti- 

\k>n 

culier, B c B n pour tout entier n, et : 


P(B) < P 


U* 


La probability d’une reunion est inferieure ou egale a la somme 
des probabilites. Done : 


P(B) < ^ P(A k ) 


Le terme de droite est le reste de la serie convergente 2 P(A „ ) : 
il converge vers 0 lorsque n — > +cx>. Nous en deduisons que 
l'evenement B est negligeable. 

2) On suppose que la famille (A„)„ est independante et que la 
serie 2 P(A n ) est divergente. 

a) Soit / la fonction definie sur [0, +oo[ par : x i-> exp(-.r) - 
(1 - x). Remarquons que /( 0) = 0 et que / est de classe C“ sur 
[0, +°o[, de derivee successives : 

f'{x) = - exp(-.r) +1=0 lorsque x = 0 
f"(x ) = exp(-.r) > 0 sur [0, +<x>[ 
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Le tableau de variation de / sur [0, +oo[ est done : 



0 +oo 

f"(x) 

+ 

fix) 

0 / 

fix) 

+ 

fix) 

o /■ 

fix) 

+ 


Et nous pouvons conclure, pour tout x > 0 : 
1 — x < exp(-.r) 


Done C„ est un evenement de probabilite nulle. 

+ 00 

c) B est 1’ intersection des evenements B„ = IJ A k , done son 

k=n 

complementaire est la reunion des complementaires : 

+ 00 

B„ = P|A* = C n 

k=n 

Les evenements (C„)„<=n sont de probabilite nulle, done leur 
reunion (qui est le complementaire de B) est de probabilite 
nulle. Puisque le complementaire de B est de probabilite nulle, 
nous en deduisons que B est un evenement presque certain. 


b) Pour n 6 N et p > n definissons 

oo p 

c n = {~}T k ztc p n = [^T k 

k=n k=n 

Cornme C„ = C v n m p| Aj , nous savons que C„ c C p , done : 

V=p + 1 / 

Vp>n, P(C„) < P(Cf) 

Les evenements (A„), i£ m sont mutuellement independants, done 
les complementaires sont egalement mutuellement indepen- 
dants. Nous pouvons done calculer : 

P(C p „) = fjp(A^) 

k=n 

= fl(l-P(A*)) 

k=n 


25.15 


1) Soit k < n — 2 et E n j l’evenement : « on tire j « pile » entre 
l’instant 1 et n, et la sequence PF apparait pour la premiere fois 
aux lancers n — 1 et n ». 

Puisque PF apparait pour la premiere fois aux lancers n — 1 et 
n, on commence par tirer des « face », puis des « pile », avant 
de tirer « face » au n-ieme lancer. Les n premiers lancers sont 
done : 

• « face » aux n - 1 - j premiers lancers, 

• « pile » aux j lancers suivants, 

• « face » au n-ieme lancer 

Les lancers sont independants, done la probabilite correspon- 
dante est : 

P(E nJ ) = </' ' ’/’'</ = PY- J 

Les evenements E n j sont deux a deux incompatibles, leur 
reunion (pour j variant de 1 a n — 1) est l’evenement E„. La 
probabilite de la reunion d' evenements deux a deux incompa- 
tibles est la somme des probabilites, done : 


D'apres la question 2. a, 1 - P(A k ) < exp(-P(A t .)), done : 

P(C p )=f]P{^} 


k=n 

P 


= J”} e\p(-P(A k )) 

k=n 

(-Zw 


= exp 


La serie Y,k P(A k ) est une serie a termes positifs, divergente, 
done de limite +oo. En composant avec la fonction x i-> 
exp(-x), qui a une limite nulle en +oo, nous pouvons conclure : 


p(c£) 


p —>+ oo 


0 


n—1 

P(E n ) = ^ 
i = i 


Nous calculons la somme des n - 1 premiers termes de la suite 
geometrique de premier terme pq "~ 1 , de raison p/q , done : 


P(E„) = pq n ~' 


= pq 


q 


n-(plgy- l \ 

l 1 -(P/9) ) 


q-p 


2) Notons B l’evenement : « la premiere sequence PF apparait 
avant la premiere sequence FP » et, si n > 2, notons B n l’eve- 
nement : « la premiere sequence PF apparait pour la premiere 
fois aux lancers n - 1 et n, et il n’y a pas eu avant de sequence 
FP ». 


Comme P(C „ ) < P(C p ) pour tout p > n, nous en deduisons : 
P(C„) = 0 


L’evenement B est la reunion disjointe des evenements B„. En 
particulier : 

+ 00 

P(B) = 2 P(B„) 

n = 2 
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Si m 6 B,„ comme il n’y a pas de sequence FP avant que la 
sequence PF apparaisse pour la premiere fois aux lancers n — 1 
et n, nous savons que les n premiers lancers sont : 

• « pile » aux n — 1 premiers lancers, 

• « face » au n-ieme lancer. 

Done : P(B„ ) = p"~ l q et nous pouvons calculer : 

+ 00 

n=2 

Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier 
terme pq, de raison p, done : 

P(B) = = P car 1 - p = q 

Nous pouvons interpreter ce resultat, en constatant que l’eve- 
nement B est egalement l’evenement : « obtenir « pile » au 
premier tirage » auquel on a retire l’evenement de probabilite 
nulle : « obtenir « pile » a tous les tirages ». 

3) Notons C l’evenement : « la premiere sequence PP apparait 
avant la premiere sequence FF » et C„ : « la premiere sequence 
PP apparait pour la premiere fois aux lancers n - 1 et n, et il 
n’y a pas eu avant de sequence FF ». 

De meme que pour la question 3, C est la reunion disjointe des 
evenements C„ (pour n > 2), done : 


Si at e C„, comme il n'y a pas de sequence FF avant que la 
sequence PP apparaisse pour la premiere fois aux lancers n— 1 
et n, nous savons que les premiers lancers sont une alternance 
de « pile » et de « face », suivi de deux piles. 

Si n = 2k est pair, la suite des n premiers lancers est : 
( PF)(PF ) . . . (PF)(PP) et on a done : 

k - 1 termes 

P(C 2 k) = (pq) k ~ l p 2 = -ipqf 
q 

Si n = 2k + 1 est impair, la suite des n premiers lancers est : 
F (PF)(PF) . . . ( PF)(PP ) et on a done : 

k - 1 termes 

P(C 2 k+ 1 ) = q(pq) k ~ l p 2 = pipqt 

En faisant la somme pour n variant de 2 a +oo, nous en dedui- 
sons : 

+oo +oo 

P(C) = E P(Pa) + E p ( c 2M) 

k= 1 k= 1 



Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier 
terme pq, de raison pq, done : 


+ 0Q 

P(C) = E P(Cn) 


© 


P(C) = 



pq 


f— !— 

\i -pq 
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Prerequis 

• Probability infinies 

• Variables aleatoires finies 

Objectifs 

• Definir la loi d’une variable aleatoire infinie et etendre aux variables infinies les 
caracteristiques de position (esperance) et de dispersion (variance) 

• Etudier les lois infinies usuelles : loi geometrique, loi de Poisson. 


26.1 Variable aleatoire discrete 

26.1.1 Definition 

Definition - Variable aleatoire discrete 

Une variable aleatoire discrete X : Q — > R est une variable aleatoire definie sur un 
espace probabilisable (Q. V!) qui prend un nombre fini ou denombrable de valeurs (x„)„ eN 
telles que, pour tout entier n : 


X-\x n ) = {co€Cl\X(_io) = x n ) 
est un evenement de la cr-algebre Ch. 

Enumeration des valeurs d'une variable aleatoire discrete 

Si X est une variable aleatoire finie, on peut enumerer les elements de X(C1) : 


V(Q) = 


i e II, nj 


oil les x, sont ordonnes : xi < X 2 < ■ ■ ■ < x n 

Par contre, si X est une variable discrete infinie, on ne peut pas necessairement ordonner 
les elements de X(Q). En pratique, les variables discretes seront a valeurs dans N ou un 
sous ensemble de N et on pourra toujours supposer xq < x\ < ■ ■ ■ < x„ < 
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Definition - Systeme complet et sigma algebre associes 

Si X est ime variable aleatoire discrete a valeurs dans X(il) = {x\,X 2 , . . . ,x „, . . .} : 

• La famille \X = x„} weN , forme un systeme complet d’evenements, 

• La cr-algebre engendree par la famille { X = x„} neN , est appelee cr-algebre associee a 
la variable aleatoire X et no tee SAx- 

Remarque - Evenement X e A 

Si A est une partie de R, si on note I l’ensemble des entiers n tels que x n e A, alors 
1’ evenement : 

{XeA) = juefi | X(cu) e A } 

est un evenement de la cr-algebre 'Ax, puisque reunion finie ou denombrable d’evene- 
ment de 'Ax ■ 

{XeA} = {J{X = Xi} 

iel 

On decrit ainsi tous les evenements de la cr-algebre associee a la variable aleatoire X. 

26.1.2 Loi d’une variable aleatoire discrete 

Definition - Loi d’une variable aleatoire discrete 

Soit (Q, 'A. P) un espace probabilise, X une variable aleatoire discrete definie sur 
(Q, 'A, P) a valeurs dans X(£l) = {x\ , X 2 , ■ ■ ■ , x n , . . .}. La loi de X est la fonction £, : 
X(Q) — > [0, 1] definie par : 

Vi e N, £(Xj) = P(X = xi) 



Demonstration 

La premiere propriete se deduit du fait que I’ (XI) ~ I et que (x ^ ^ est un systeme 

complet d’evenements de Q. 

Pour la propriete reciproque, definissons fl = {xi , . . . , x n , ...),3K = V(D-) et P par : 

P(A) = £(xi) 

i\xjeA 

£ est la loi de la variable aleatoire X : Q — > {xi, . . . ,x n , . . .} definie par : X(a>) - u>. ■ 
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Methode 1 Verifier qu'une fonction definit une loi de probability 


Si £, est une fonction definie sur un ensemble denombrable, on verifie que -£ definit une loi de 
probability en demontrant : 

1. Pour tout x e X(Q), -C(x) > 0, 

+oo 

2. La probability totale vaut 1 c’est a dire : la serie ^ -C(x„) converge et : 

n—0 

+oo 

Yj& X n)= 1 

n—0 


Exemple d'application 

Pour quelle valeur de a la formule : 


Mn e N*, P(X = n) = — 
3" 

definit-elle une loi de probability sur N* ? 

Solution 


La formule : 

Vn e N*, P(X - n ) = — 

3" 

definit une loi de probability sur N* si et seulement si : 

1. Pour tout n > 1, P(X = n) > 0, c’est a dire a > 0, 

2. La probability totale vaut 1. Ici, la probability totale est la somme de la serie geometrique de 
premier terme P(X = 1) = de raisons | : 


2 

n= 1 


P(X = n) = - 


1 


V 


-f- 


a - 2 


26.1.3 Fonction de repartition 

Definition - Fonction de repartition 

Si X est une variable aleatoire discrete, la fonction de repartition de X est P application 
Fx definie sur R et a valeurs dans [0, 1 ] definie par : 

Vr e R, F x (t ) = P(X < t ) 


Propriety 

La fonction de repartition d’une variable aleatoire discrete est une fonction en escalier, 
croissante, continue a droite sur R qui a un nombre fini ou denombrable de points de 
discontinuity. Ses limites en — oo et +oo sont 0 et 1. 

La donnee de la loi de X est equivalente a la donnee de sa fonction de repartition : 
P(X = xi) mesure la discontinuity de la fonction de repartition aux points x, : 

P(X = xi) = lim F x (t) - lim F x (t) 

t — t — >Xj 
t>Xi t<Xi 
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26.1.4 I ndependance 

Definition - Independance 

Des variables aleatoires discretes X \ , . . . , X„ sont mutuellement independantes si et 
seulement pour tout n-uplets (xi , . . . , x„), les evenements {Xi = xi}, ... {X„ = x„) sont 
mutuellement independants. 

26.2 E eperance et variance d’une variable aleatoire 

26.2.1 Es perance 

L’esperance d’une variable aleatoire X est la valeur moyenne de X : 

Definition - Esperance 

Une variable aleatoire discrete X a valeurs dans X(Q) = {xq, x\, . . . , x n , . . .} admet une 
esperance si et seulement si la serie £ x n P(X — x„ ) est absolument convergente. Dans ce 
cas. Fesperance de X est la valeur moyenne de X : 

+oo 

EOT) = Y J *nP(X = X n ) 

n—0 


Methode 2 Esperance d'une variable infinie 

Pour demontrer qu’une variable infinie X a valeurs dans N a une esperance et calculer E (X) : 

1. verifier que la serie de terme general £ nP{X = n) converge. Comme la serie est a termes positifs, 
on conclut qu’elle est absolument convergente et que X possede une esperance, 

2. calculer la somme de la serie de terme general u n = nP(X = n) en utilisant les series usuelles vues 
en cours : serie geometriques et derivees, serie exponentielle. 

Remarque - Hypothese de convergence absolue 

L’ hypothese de convergence absolue permet de verifier que F esperance calculee ne de- 
pend pas de l’ordre choisi pour enumerer les elements de X(Q) = {x f ,)„ c ir. Si p est une 
permutation de N, alors X(Cl) — {x^} , alors : 

+oo +oo 

^ ^ X/'i P(X — x„ ) — ^ x^[ n ) P(X — x^[ n ) ) 

n = 0 n = 0 

Lorsque la serie 2 x n P(X = x„ ) est convergente, mais pas absolument convergente, on 
peut demonter qu’il existe une permutation p de I \ tel que X(Q) = {x^<„)} et tel que la 
serie £ -V(„)P(X = x^„)) est divergente, ou bien tel que la serie converge et : 

+oo +oo 

^ ^ XftP(X — x n ) ^ ^ ^ x^„ j P(X — x^[ f! j ) 

n = 0 n = 0 

Dans ce cas, la nature et la somme de la serie dependent de l’ordre choisi pour enumerer 
les element de X(Q.) : il est impossible de definir de fagon coherente la valeur moyenne 
© de X. 
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Theoreme - Theoreme de transfert 

Soit X une variable aleatoire discrete, et / une fonction definie sur X(Q). Alors Y = f(X) 
est une variable aleatoire discrete qui admet une esperance si et seulement si la serie 
2 f(x n )P(X - x„ ) est absolument convergente. Dans ce cas, l’esperance de Y se calcule 
par la formule : 

+oo 

E (f(X)) = Y i f(x n )P(X = x n ) 

n—0 


Demonstration - Resultat admis. ■ 

Exemple - Paradoxe de Saint Petersbourg et existence de I'esperance 

Le paradoxe de Saint-Petersbourg est un paradoxe probabiliste qui decrit une situa- 
tion ou une variable aleatoire n’apas d’esperance. Le probleme a ete enonce en 1713 
par Nicolas Bernoulli, et discute en 1738 dans les Transactions de VAcademie de 
Saint-Petersbourg par son cousin Daniel Bernoulli (neveu de Jacques Bernoulli, qui 
a donne son nom a la loi de Bernoulli). 

Imaginons un jeu de pile ou face, ou un joueur lance une piece equilibree jusqu’a 
obtenir « face ». S’il obtient pour la premiere fois « face » apres n tirages, la banque 
lui verse 2" €. 

Quelle doit etre la mise initiale du joueur pour que ni la banque, ni le joueur ne soit 
avantage par le jeu ? 

Solution 

Si X est la variable aleatoire representant le nombre de lancers avant d’ obtenir 
« face », on peut verifier que la loi de X est : 

Le gain du joueur est egal a 2 X . 

Si on suppose que l’on arrete le jeu apres N tirages : 

• Si X < N, le joueur a remporte 2 X €, 

. Si X > /V. le joueur a perdu sa mise. 

Le gain moyen du joueur si on arrete le jeu apres N tirages est done : 

N 

Y J 2 k P(X = k) = N 

k =i' 7j ' 

11 faut done qu’il mise N € pour que le jeu soit equitable si on decide d’arreter 
systematiquement le jeu apres N tirages. 

Si on suppose que Ton ne fixe aucune limite au nombre de tirages, il est impossible 
de rendre le jeu equitable : la mise pour rendre le jeu equitable lorsque Lon arrete 
systematiquement le jeu apres N tirages est egale a N, et tend vers +oo lorsque N —> 
+oo. 
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D’apres le theoreme de transfert : 


+CX) 

E ( 2 X ) = ^ 2"P(X = n) 

n = 0 


Comme 2 n P(X - n) — 1, on en deduit que la serie diverge, done que 2 X n’a pas 
d’esperance. 


Theoreme - Theoreme de comparaison 

Soient X et Y deux variables aleatoires definies sur un espace probabilise (0, 3K, P ). Si X 
admet une esperance et si | A - > Y\ presque surement, alors Y admet une esperance. 


Demonstration -Resultat admis. ■ 


Propriete 

1. L' esperance est lineaire 

Une combinaison lineaire AX +/jY de variables aleatoires discretes qui admettent une 
esperance est une variable aleatoire discrete qui admet une esperance, d’esperance : 

E (AX + fiY) = A E (X) + /.iE(Y) 

2. L’ esperance est positive 

Si X est une variable aleatoire positive presque surement qui admet une esperance, 
son esperance est positive : 

E (X) > 0 

3. L’ esperance est croissant e 

Si X et Y sont deux variables aleatoires discretes qui admettent une esperance, telle 
que X > Y presque surement, alors F esperance de X majore celle de Y 

E (X) > E (Y) 


Moments et variance 

Definition - Moments et moments centres 

Une variable aleatoire discrete X admet un moment d’ordre n si et seulement si X" admet 
une esperance. On note alors m„(X) le moment d’ordre n de X : 

m n (X) = E(X n ) 

Une variable aleatoire discrete X admet un moment centre d’ordre n si et seulement si 
X admet une esperance et (X-E(X))" admet une esperance. On note alors p„(X) le 

moment centre d’ordre n de X : 

p n (X) = E((X-E(X)) n ) 

Propriete - Existence des moments d’ordre k < n 

Si X admet un moment d’ordre n, alors X admet des moments d’ordre k pour tout entier 
k < n. 
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Demonstration 

Supposons que X admette un moment d'ordre n, et fixons k < n. 

• Si |X(w)| < 1, alors |v A (w)| < 1. 

. Si |V(w)| > 1, alors \X k (a>)\ < \X n (oS)\. 

Dans tous les cas, on en deduit : 

|X*| < 1 + \X n \ 

La variable aleatoire 1 + \X n \ est la somme de la variable aleatoire constante egale a 

1, qui admet une esperance, egale a 1, et de la variable \X n \ qui admet une esperance 
par hypothese. D’apres le theoreme de comparaison, nous en deduisons que \x k \ (done 
egalement X k ) admet une esperance. ■ 

Definition - Variance 

Une variable aleatoire X admet une variance si et seulement si elle a un moment d’odre 

2. Dans ce cas : 

1. L’esperance minimise l’ecart quadratique moyen ih E ((V - x) 2 j, 

2. On definit la variance comme le minimum de l’ecart quadratique moyen : 

V (X) = E ((V - E (V)) 2 ) 

et l’ecart-type cr (X) comme la racine carree de la variance : 

cr(X)= y/VJX) 

Demonstration - Si X admet une variance, X admet un moment d’ordre 2, done un 
moment d’ordre 1 < 2, e’est a dire une esperance. La fonction d’ecart quadratique moyen 
est la fonction if : x h-> e((V- x) 2 \ Nous pouvons verifier que <f est bien definie, et 
developper : 

V.v e R, ip(x) = E ((V - x) 2 ) 

= E (x 2 - 2Xx + x 2 ) 

= E (v 2 ) - 2x E (X) + x 2 

ip est done une fonction derivable, de derivee : 

if'(x) — -2 E (V) + 2x 

Le tableau de variation de ip est done : 


X 

—oo E ( X ) +oo 

ip'(x) 

0 + 

ip(x) 

+oo \ Z' +oo 


L’ecart quadratique moyen est done minimal lorsque x = E (X). m 
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Propriety 

. Si X est une variable aleatoire discrete possedant une variance, pour tout (a, b ) e R 2 la 
variable aleatoire aX + b est une variable aleatoire discrete qui possede une variance : 

V (aX + b) = a 2 V (X) 

• La variance de la somme de variables aleatoires finies deux a deux independantes 
possedant une variance est la somme des variances. 


Demonstration - La propriete concernant la variance d’une somme de variables inde- 
pendantes sera demontree dans le chapitre 27. 

Par linearite, E ( aX + b) - a E (X) + b, done : 

(, aX + b)-E(aX + b ) = a(X- E(X)) 

En elevant au carre et en calculant l’esperance, on en deduit : 

V (aX + b) = a 2 V (X) 

On peut calculer la variance par la formule de Huygens : 

Theoreme - Formule de Huygens 

La variance est la difference entre l’esperance du carre et le carre de l’esperance : 

V(X) = e(x 2 )-(E(X)) 2 

Demonstration - Developpons : 

(X - E (X)) 2 = X 2 - 2X E (X) + E (X) 2 

En calculant 1’esperance : 

V (X) = E (X 2 ) - 2 (E (X) ) 2 + (E (X) ) 2 
= E (x 2 ) - (E (X) ) 2 

L’esperance est la valeur moyenne de la variable aleatoire X, l’ecart type mesure la dis- 
persion de X par rapport a sa valeur moyenne. Cette dispersion est quantifiee precisement 
par l’inegalite de Bienayme-Tchebychev : 

Theoreme - Inegalite de Bienayme-Tchebychev 

Soit X une variable aleatoire reelle discrete qui admet une esperance E (X) et une variance 
V (X). Pour tout reel positif a, X verifie l’inegalite de Bienayme-Tchebychev : 

P(|X-E(X)|>a)< ^ 
a L 
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Demonstration - Soit A„ = jwefi ||X(w) - E (X)| > a}. Si Y - (X - E (X)) 2 , nous 
savons que V (X) = E (Y). De plus : 

I Y(a>) > a 2 si u> e A 
|e(w) >0 si to i A 

Done Y > <j 2 1a- Comme l’esperance est croissante : 

E(Y)>E(a 2 lA) = a 2 P(A) 


26.3 Lois usuelles 

26.3.1 Loi Qeometr\c[ue 

Definition - Loi geometrique 

Soit p e]0, 1 [. La loi geometrique de parametre p est la loi du temps d’ attente du premier 
succes dans un schema de Bernoulli de parametre p. On note Q(p) la loi geometrique de 
parametre p. Si X c — > Q(p) : 

Vn e N*, P(X = n ) = pq n ~ ] 

ou p est la probability de succes et q - 1 - p la probability d’echec a chaque tirage. 

Demonstration - Soit n e N* et k < n. Si on note Sk le succes a l’instant k et E * 
l’echec a l’instant k, l’evenement X = n est l’evenement E\ . . . E„_ \ S„. Les epreuves 

n— 1 termes 

sont independantes, done : 

P(X = n) = P(E\) x • • • x P(E„-i) xP{S „) - q n ~ l p 

n — 1 termes 

Exemple 

Le diagramme en baton ci dessous represente la loi geometrique Q( p) pour p = 0.4. 
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Theoreme - Esperance et variance de la loi geometrique 

La loi geometrique Q( p) admet une esperance et une variance : 

E(X)= - 

P 


ou p e]0, 1[ est la probability de succes et q = I - p la probability d'echec a chaque 
tirage. 

Demonstration - Si / est la fonction x -py, rappelons que, lorsque |jc| < 1, on peut 
calculer la somme de la serie geometrique de premier terme 1, de raison x : 

1 


Z = f {x) = 7 

n—0 

Nous pouvons egalement calculer les sommes des series derivees : 

+oo . 

Z nx>l ~' = /'(*) = 

n = 0 

+oo 

Z = (1 _ x) 3 


(1 -x) 2 
2 


n—0 


1. Esperance - pour x - q, compte tenu du fait que nx" 1 = 0 lorsque n = 0, nous en 
deduisons : 

+oo - 

L’ esperance de X se deduit de la loi de X : 


E (X) - ^ nP(X = n) = ^ nq n 1 Xp 


n= l 


n= 1 


(1 -qY 


xp= - 

p 


2. Variance - pour x = q, compte tenu du fait que n(n - I )x n 2 = 0 lorsque n — 0, nous 
savons que : 

2 


Z 2 = 

n= 1 


(1 - q ) 3 


Nous reconnaissons : 


E (X(X - 1)) = n(n - 1 )P(X = n) = n(n - l)q n ~ 2 xpq 

n = 1 n—l 


(1 -q) 2 


2 q 

Xpq = — 
P 


689 



26 


COURS & METHODES 


Variables aleatoires infinies 


D’apres la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

= E(X(X-1)) + E(X) - (E (X)) 2 

E(X 2 ) 

_ 2 q 

P 2 P P 2 
2q + p - 1 q 


car 2 q + p~ 1 — q + (q + p) - 1 = q + 1 - 1 - q. 

Propriety - Fonction de repartition 

La fonction de repartition de la loi geometrique Qip) est : 

in e N, P(X <n)= 1 - q n 
oil q = 1 — p est la probability d’echec a chaque tirage. 


Si on definit la fonction d ’antirepartition < p par : 

it G R, (p(t) = 1 - P(X <t) = P(X > t ) 

la propriety se reecrit : 

Propriete - Fonction d’antirepartition 

La fonction d’antirepartition de la loi geometrique Q(p) est : 

in G N, P(X > n) = q " 

ou q - 1 — p est la probability d’echec a chaque tirage. 

Demonstration - Soit n e N*. L’evenement X > n est l’evenement E\ . . ,E„: n echecs 

n termes 

consecutifs. Les epreuves sont independantes, done : 

P(X > n) = P(Ei) x • • • x P(E n ) = q" 

n termes 


Theoreme - Loi sans memoire 

La loi geometrique est une loi sans memoire : si X est le temps d’attente du premier 
succes dans un processus de Bernoulli, la loi du temps d’attente restant sachant que X > n 
suit la meme loi que X. 


Demonstration - Si X suit la loi geometrique Q(p), sachant que X > n, le temps 
d’attente restant est X — n : 


P X>N (X — N — n) = 


P(X — N + n) 


pq 


P(X > N) 

N+n-l 


= pq 


n— 1 
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Loi de Poisson 

Definition - Loi de Poisson 

Soit /I e R* . La loi de Poisson de parametre A est la loi notee P(A) detune par : 

Mk e N, P(X = k) = exp(-d) 

La loi de Poisson P{A) est aussi appelee loi des evenements rares : elle decrit le nombre 
d’occurences d’un evenement pendant un laps de temps donne, sachant qu’il se produit 
A occurences en moyenne, et que les nombres d’ occurrences pendant des intervalles de 
temps mutuellement disjoints sont mutuellement independants. 

Demonstration - Verifions que l’on definit bien une loi de probability en posant : 

Vk e N, P{X = k) = exp(-d) 

Calculons done la probability totale : 

+°° +oo / , k \ 

E p ( x =‘) = E f exp< -* ) 

k= 0 k= 0 ' ■ ' 

et verifions que la somme de cette serie est egale a 1. Nous pouvons factoriser par 
exp(-d), et reconnaitre la serie exp(d) : 


X = k) = exp(-d) ^ 


k = 0 


exp(-/l) exp(d) = 1 


Theorems - Approximation par des lois binomiales 

La loi de Poisson de parametre A e R* est la limite des lois binomiales S(n, p„ ) d’espe- 
rance A lorsque n — > +oo : 

Vk e N, P{X = k) = lim f 

n—>oo y/cj 

ou p n — — et c[ n — 1 — p n . 


Demonstration - Si X n suit la loi !B(n, p n ), ou p n = ^ et q n = 1 - p n , alors : 




«— >+oo \ 


77 ) ex P(-^) 


— > J «— »+oo 


■»exp(-/l) 
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Remarque - En pratique, on considere que la loi binomiale 'Bin, p ) est bien approximee 
par la loi de Poisson P{np ) lorsque n > 30, p < 0. 1 et np — A < 15. 

Le diagramme en baton ci dessous represente la loi binomiale 'Bin, p) et la loi de Poisson 
V{np) lorsque n = 1 0. p - 0.35. Les deux lois sont clairement distinctes : 
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Lorsque n = 35, p = 0.1, la loi de Poisson P(np ) est une bonne approximation de la loi 
binomiale 'Bin, p ) : 




Theoremf - Esperance et variance de la loi de Poisson 

La loi de Poisson V(X) admet une esperance et une variance : 

E(X) = A 
V (X) = A 


Demonstration - D’apres l’expression de la loi de Poisson, sous reserve de conver- 
gence : 


E (X) = ^ kP(X = k) 

1=0 



exp(-/l) 


En factorisant par A exp(— d), compte tenu du fait que le terme correspondant a k = 0 est 
nul : 


E (X) = A exp(-d) ^ 
k=\ 


A k ~ l 

(k- D! 


En posant t = k - 1, on reconnait la serie exp(d) : 


E (X) = dexp(-d)^] ^ 


exp(d) 


La serie exponentielle est absolument convergente, done X a une esperance et : 

E (X) = A exp(-/l) exp(/l) = A 
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De meme, nous pouvons calculer (sous reserve de convergence) : 

oo 

E (X(X - 1 )) = ^ k(k - ])P(X = k) 


k-0 


= Yj k(k ~ ] ) T7 exp(-d) 


k= 0 


En factorisant par A 2 exp(-/l), compte tenu du fait que les termes correspondant a k - 0 
et k = 1 sont mils : 


E(X(X- l)) = A 2 exp(-A)J] 


A 


k - 2 


k = 2 


(k- 2)! 


En posant l = k - 2, on reconnait la serie exp(/l) : 


E(X(X- \ )) = A 2 exp(-d)J]i- 


e\ 


t=0 
exp(/l) 


La serie exponentielle est absolument convergente, done X(X - 1) a une esperance et : 

E ( X(X - 1)) = A 2 exp(-d) exp(/l) = A 2 

Comme X 2 = X(X - 1) + X, nous en deduisons que X a un moment d’ordre 2, done une 
variance, et nous pouvons calculer par la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

= E(X(X-1)) + E(X) - (E (X)) 2 
e(x 2 ) 

= A 2 + A - A 2 = A m 


Remarque - La loi de Poisson 'P(A) est la limite des lois binomiales 'B(n, p„) d’espe- 
rance A. Nous avons demontre que l’esperance et la variance de V(A) sont egales aux 
limites des esperances et des variances des lois binomiales Bin, p n ). 

Demonstration - Par definition, l’esperance des lois binomiales Bin, p„) est egale a A. 
De plus, si X„ Bin, p„ ) la variance est : 

V iX„) = np„q„ = Aq„ 

ou q„ = 1 - p n = 1 - £ » 1. Done : 

n—>+ oo 

V(X„) > A 

n—>+ oo 


694 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Variables aleatoires infinies 


COURS & METHODES 


26 


Synthese 


Savoirs 

L’esperance d’une variable discrete X est definie par : 

+oo 
n = 0 

lorsque la serie est absolument convergente. 
L’esperance verifie le theoreme de comparaison : si 
|L| < |X|, et si X a une esperance, alors Y a une espe- 
rance. 

. L’esperance verifie le theoreme de transfert : 

4-oo 
n = 0 

lorsque la serie de droite converge absolument, 

. Une variable aleatoire X a un moment d’ordre n 
lorsque X" a une esperance. De plus, si X a un mo- 
ment d’ordre n, X admet des moments a tout ordre 
k < n, 

• La variance est definie lorsque X a un moment 
d’ordre 2 : dans ce cas, la variance est le minimum 
de l’ecart quadratique moyen et peut se calculer par 


la formule de Huygens : 

V (X) = E (x 2 ) - (E (X)) 2 

• L’inegalite de Bienayme-Tchebychev quantifie la 
dispersion d’une variable aleatoire : 

P(|X-E(X)|>or)< ^ 
a 2 

• La loi geometrique Q( p) est la loi du temps d’attente 
du premier succes dans un processus de Bernoulli de 
parametre p. 

• La loi geometrique est une loi sans memoire : le 
temps d’attente restant sachant que X > n suit la 
meme loi que X, 

• La loi de Poisson P(A) est la loi des evenements 
rares, limite des lois binomiales d’ esperance A. 

Les lois usuelles des variables aleatoires discretes in- 
finies et leurs caracteristiques sont precisees dans le 
tableau ci dessous : 


Loi 

Formule : P(X = k ) 

Esperance 

Variance 

Ecart type 

Geometrique Q( p) 

pq k -' 

1 

q_ 

9 

V? 



P 

p 

P 

Poisson PI A) 

k\ 

A 

A 

Va 


Savoir-faire 

Calculer esperance et variance des lois usuelles en utilisant les series usuelles (serie geometrique et derivees, serie 
exponentielle) 
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Tests de connaissances 


26.1 Soit X la variable aleatoire discrete definie sur N par : 

Vn > 1, P{X = n) = - 
n 

Existe-t-il a e R tel que la formule ci dessus definit 
bien une variable aleatoire X ? 

26.2 Soit X la variable aleatoire discrete definie sur N par : 

Vn > l, P{X = 2") = — 

2" 

Cette formule definit-elle bien une variable alea- 
toire XI X admet-elle une esperance ? 

26.3 Soit X une variable aleatoire qui suit la loi geome- 
trique Q et n > 1. Calculer P(X < n). 

26.4 Pour chaque affirmation qui suit, indiquer si elle est 
vraie ou fausse. Si elle est fausse, donner un contre- 
exemple : 

1) L’esperance est lineaire, 


2) La variance est lineaire, 

3) D’apres la positivite de l’esperance, lorsque l’espe- 
rance existe, elle est positive, 

4 ) Lorsqu'elle existe, la variance est toujours positive 

5) Si a et b sont deux reels et X a une esperance, alors 
aX + b a une esperance et : 

E(aX + b) = aE(X) + b 

6) Si a et b sont deux reels et X a une variance, alors 
aX + b a une variance et : 

V (aX + b) = aV (X) + b 

26.5 Si X c -» @(p) avec P £ ]0, 1[, a quelle condition sur p 
la variable Y = exp(2Q possede-t-elle une esperance ? 
Le cas echeant, la calculer. 


Exercices ^application ff§|| 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 


sont donnees page 698. 

26.8 


Soit X une variable aleatoire telle que V(f2) = N et verifiant 

26.6 

Soit X une variable aleatoire dont la loi est donnee par 

Vk > 1, P(X = k)= -P(X = k- 1) 

X(fi) = N* et 

P(X = n)= 

k 

Montrer que X suit une loi de Poisson dont on determinera le 

n(n +1) 

parametre. 

Verifier que X est une variable aleatoire reelle. X admet-elle 


une esperance ? 

26.9 

- 

N personnes jouent a un jeu. Chaque personne lance une 

26.7 

piece equilibree. On observe le nombre de pile et de face ob- 

Soit X une variable aleatoire reelle definie sur P). De- 

tenu. Le jeu s’arrete lorsqu’on obtient (n - 1) faces ou (n - 1) 

terminer la loi de X dans chacun des cas suivants : 

piles, n etant un entier plus petit que N. 

1) X(Q.) = N* et il existe p e]0, 1[ tel que 

1) Determiner la probability que le jeu s’arrete a la premiere 

Vn 6 N*, P(X = n) = pP(X > n) 

partie. 

2) X(Q.) = N et pour tout n e N : 

2) Soit X la variable aleatoire qui compte le nombre de par- 
ties effectuees avant 1' arret du jeu. Determiner la loi de X et 

4 P(X = n + 2) = 5 P(X = n+ 1) - P(X = n) 

l’esperance de X. 

k 
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26.10 

1) Rappelons que X suit une loi geometrique Q(p) de para- 
metre p e]0, 1[ si X(Q) = N* et si 


c) En deduire 

lim {n + 1 )P(Y > n) 

n—*+ oo 

d) Justifier alors l'egalite 


Vw 6 N*, P(X = n) = pcf- 1 
ou q = 1 - p e]0, 1[. 

Verifier que si X est une variable aleatoire de loi geometrique, 
alors l'esperance de X existe et verifie l’egalite 

+oo 

k = 0 

2) Plus generalement, on considere une variable aleatoire Y a 
valeurs dans N admettant une esperance. 
a) Montrer que 

n n 

Y P(Y > k) = Y mY = *) + (« + l ) p ( Y > n) 

k = 0 £=\ 


b) Que vaut 


+OQ 

lim V (P(Y = P) 

n-*+oo f l 
£=n + 1 


+oo 

E(F) = y p( Y >k) 

k = 0 


26.11 

Soit /l > 0 et X une variable aleatoire suivant la loi de Poisson 
de parametre A. 

Determiner la loi et l’esperance de Y = (-l) x . 

26.12 

Soit /l > 0 et X une variable aleatoire suivant la loi de Poisson 
de parametre A. 

On definit Y par : 


Vw 6 £2, Y(oj) = 



si X(u)) est impair 
sinon 


Determiner la loi de Y , son esperance et sa variance. 


Exercices d’approfondissement 


26.13 

Soit X une variable aleatoire de loi de Poisson de para- 
metre 5,3. 

1) En calculant — — , determiner la valeur de k telle 

P(X = k+ 1) 
que P(X = k ) soit maximale. 

2) Plus generalement, si X 'P(X), determiner la ou les va- 
leurs de k telles que P(X = k) soit maximale 

Remarque 

Ces valeurs s’appellent le ou les mode(s) de la distribution de 
probabilite. 

26.14 

Soit A > 0, X ^ P(A), et a > 0. 

Montrer que la variable aleatoire Y = cr v admet une espe- 
rance et la calculer. 

26.15 

1) Soit A > 0, X ^ P(A). 


a) Calculer 

+oo 

Y P(X = 2 k) 

k= 0 

b) X a-t-il plus de chances d'etre pair ou impair ? 

2) Meme question lorsque X suit une loi geometrique de pa- 
rametre p 6]0, 1[. 

26.16 © 

La probabilite pour qu’une ampoule electrique ait une duree 
de vie superieure a 2 ans est de 0,2. 

1) Sachant qu'un lustre possede 5 ampoules, calculer la pro- 
babilite 

a) de ne pas changer d’ ampoule en 2 ans. 

b) de changer toutes les ampoules en 2 ans. 

2) La duree de vie d'une ampoule electrique suit une loi geo- 
metrique Q{p). 

a) identifier le parametre p. 

b) un lustre possede 5 ampoules. On note X le nombre d’an- 
nees avant de devoir changer la premiere ampoule. Identifier 
la loi de X, son esperance et sa variance. 
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26.16 Question 2.b : on pourra identifier la fonction d’anti- ment independantes est le produit des fonctions d’antirepar- 

repartition de X : t 6 R. k> P(X > t ), en demontrant que la tition des n variables, 

fonction de repartition du minimum de n variables mutuelle- 
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26.1 


La formule 

Vn > 1, P(X = n) = - 
n 


definit une variable aleatoire lorsque : 

1) P(X = n) > 0 pour tout n 6 N, c’est a dire a > 0. 

2) La probabilite totale est egale a 1. 

La probabilite totale est ici : 


£p(X = n) = £ 


a 

n 


3) Faux : la propriete de positivite de P esperance stipule que, 
lorsque la variable X a une esperance et lorsque X > 0 presque 
surement, E (X) > 0. 

Si on ne suppose pas X > 0 presque surement, on ne peut pas 
conclure que E(X) > 0. Par exemple si X = —Y ou Y c — > P(A) 
avec A > 0, alors E (X) = - E (Y) = -A < 0. 

4) Vrai : lorsqu’elle existe, la variance est toujours positive (ou 
nulle). En effet : si on pose Y = (X - E(X)) 2 , alors Y > 0 done, 
par positivite de 1" esperance, V (X) = E ( Y ) > 0. 

5) Vrai : si a et b sont deux reels et X a une esperance, alors 
aX + b a une esperance et : 


qui est une serie divergente lorsque a t 0, de somme nulle 
lorsque a = 0. II n' existe done pas de valeur de a telle que la 
formule : 

Vn > 1, P(X = n) = - 
n 

definit une variable aleatoire. 


La formule 

Vn > 1, P(X = 2") = — 

\ / 2„ 

definit bien une variable aleatoire X : la probabilite totale est 
la somme de la serie geometrique de premier terme -, de rai- 
1 

sons - : 

n= 1 n= 1 V 1 2 / 

X admet une esperance si et seulement si la serie : 

+oo 4-00 / 1 \ +°° 

£tp(X = T) = 2]t(- U^ 1 


est convergente. Ce n’est pas le cas, done X n’a pas d’ espe- 
rance. 




On reconnait la somme des n premiers termes d’une suite geo- 
1 1 

metnque de premier terme — , de raison — : 


P(X < n) = 


i r i 


2 { 1 - i J 1 2» 


1) Vrai : l’esperance est lineaire. 

2) Faux : la variance n’est pas lineaire. Par exemple si X a une 
variance non nulle, -X a une variance et V (-X) = V (X) t- 
-V(X) 


E (aX + b) = aE (X) + b 

6) Faux : si a et b sont deux reels et X a une variance, alors 
aX + b a une variance et : 

V (aX + b) = a 2 V (X) 

En particular, lorsque a = 0 et b t 0 : 

V {aX + b) = 0 * a V (X) + b = b 

Y = exp(X) est a valeur dans X(£2) = 

jexp(l), . . . , exp(n), . . .). Y a une esperance si et seulement si 
la serie de terme general u n = exp(/7)P(F = exp(n)) converge 
absolument. Comme la serie est a termes positifs, Y a une espe- 
rance si et seulement si la serie de terme general u„ converge. 
Si on pose q = 1 — p, pour tout entier n > 1 : 

u n = e"P{Y = e") = e"P(X = n) 

= e n (pq n -') = pe(qer x 

La suite (w„)„ eN . est une suite geometrique de premier terme 
pe , de raison qe. Ainsi, la serie 2 u„ converge lorsque qe < 1. 
Y a done une esperance lorsque q = 1 — p < - , et dans ce cas : 


E (30 = 


pe 


1 ■ 


qe 


Nous savons que, pour tout n 6 I 
1 


P(X = n) 


Remarquons que : 
1 


n(n +1) 
(n + 1) — n 1 


>0 


1 


n + 1 


n(n + 1) n(n + 1) 

X est une variable aleatoire si et seulement si la probabilite to- 
tale est bien definie et est egale a 1 . Fixons N > 1 : 


JV N . 

2 ** = ») = £-- 


1 


n + 1 


= 1 1 _ i) + (i _ i 

2 \2 3 


1 

+ 1- 


1 


N N+ 1 


699 



CORRIGES 


Variables aleatoires infinies 


Tous les termes s’eliminent, sauf le premier et le dernier : 

1 


^ P(X = n ) = 


N + 1 N->+c° 


1 


La serie 2 P(X = ri) est done convergente, de somme 1, done 

n= 1 

la loi definie sur X(i2) = N* par : 


P(X = n) = 


1 


n(n +1) 

definit bien une variable aleatoire X. X admet une esperance si 

+oo 

et seulement si la serie 2 nP(X = ri) est absolument conver- 

n= 1 

gente. Comrne la serie est a termes positifs, il suffit de verifier 
qu’elle est convergente. 


nP(X = n) = 


1 


1 


n + 1 +°° n 


2) X est une variable aleatoire telle que X(f2) = N et pour tout 
n G N : 


4 P(X = n + 2) = 5 P(X = n + 1) - P(X = ri) 

La suite (P(X = n)) neN verifie une recurrence lineaire d'ordre 
2. L’equation caracteristique associee est 4X 2 — 5x + 1 =0, qui 
a une solution evidente x = 1 et se factorise : 4x 2 - 5x + 1 = 
(x - l)(4.v - 1). II existe done deux reels a et/3 tels que : 

Vn> 1, P(X = n) = a + — 

v 4 n 

La probabilite totale est : 

4-0° +oo „ 

f J P(X = n) = f j (a + ^) 

n = 1 n = 1 

La serie diverge si a t- 0. Nous en deduisons que a = 0. 
Lorsque a = 0, la serie converge : e’est la somme de la serie 

1 

geometnque de premier terme /J, de raison — , done : 


La serie 2S ~ est une serie divergente, done, d'apres les theo- 

4-00 

remes de comparaison, la serie 2 nP(X = n) est divergente. X 

0 = 1 

n" admet done pas d' esperance. 


26.7 


1) X est une variable aleatoire telle que X(O) = N* et telle qu’il 
existe p 6]0, 1[ tel que : 

Vn € N\ P{X = n) = pP(X > ri) 


+oo „ 

Tj P(X = n) = 

n=l 1 4 

La probabilite totale etant egale a 1, nous en deduisons que 
1 3 

6=1-- = -, done : 

4 4 

VneN, P(X = n)=|(L) 

1 3\ 

En particulier, X + 1 suit la loi geometnque Q - . 


Soit n 6 N*. L’evenement [X > n] est la reunion disjointe des 
evenements [X = n] et [X>n+ 1], done : 


26.6 


P(X > ri) = P(X = ri) + P(X >n + 1) 


Nous savons que : 

4 

Vfe > 1, P(X = k)= -P(X = k- 1) 
k 


Nous savons que : 

P(X = ri) = pP(X > n) 

= pP{X = ri) + pP{X >n+ 1) 

r>(x=o+i) 


Si on note q = 1 - p, en regroupant les termes P(X = n) a 
gauche : 


qP(X = n) = P{X = n + Y) 

La suite (P(X = n))„ gN est done une suite geometrique de raison 
q , de premier terme : 


P(X = 1) = pP(X > 1) = p 


car X(f2) = N*. done P(X > 1) = 1. X suit done la loi geome- 
trique Q(p) : 


Vn > 1, P(X = ri) = pq"~ l 


Si nous posons P( 0) = a, nous en deduisons par recurrence sur 
n € N : 


P(X = ri) = 


4"a 

n\ 


La probabilite totale est alors : 


+ 0 ° +00 . 


Nous reconnaissons la serie exponentielle exp(4), done la serie 
converge et : 


+OQ 

^ P(X = n) = a exp(4) 

n=0 


La relation de recurrence definit done une variable aleatoire 
lorsque a = P(0) verifie a exp(4) = 1, e’est a dire a = exp(-4). 
Dans ce cas : 


Vn 6 N, 


P(X = n) = 


4" exp(-4) 
n ! 


X suit done la loi de Poisson V{\) de parametre A = 4. 
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26.9 


1) Lorsque N = 2 (n - 1), le jeu s’arrete a la premiere partie si 
on tire n — 1 piles (et dans ce cas on tire n— 1 faces). 

Supposons N t- 2 (n - 1). Le jeu s'arrete a la premiere partie si 
on tire n — I piles ouW- (n — 1) £ n — 1 piles. Les N lancers 
etant independants, le nombre Y \ de piles tire a la premiere par- 

tie suit une loi binomiale S |lV, — j. La probabilite p que le jeu 

s’arrete a la premiere partie est done : 

p = P(Y l =n- 1) + P(Yi = N — (n- 1)) 


On reconnait la serie derivee de la serie geometrique de rai- 
son q. Comme 0 < q < 1, nous en deduisons que la serie 
converge, done que X a une esperance, et : 

+oo 

= = - 
n= 1 ^ 

1 1 

(i -q) 2 1? 

Fixons k > 0 et calculons maintenant : 

+ OQ 

P(X > k) = 2 pq c - 1 
e=k + 1 


La loi £>^N, est symetrique : P(Yi = n - 1) = P(Yi = 

N - (n— 1)) = — [ |, done : 

' 2 N \n- 1 ) 

2 ( N 

P ~ 2"\n - 1 

La probabilite p que le jeu s’arrete a la premiere partie est 
done : 


On reconnait la serie geometrique de raison q, de premier terme 
pq k . Comme 0 < q < 1, nous en deduisons que la serie 
converge et : 


P(X >k) = pq 


1 ~q 


Nous pouvons calculer, sous reserve de convergence : 


1 / N 
2^\n - 1 
1 IN' 
i 2 An- 1 


lorsque N 2(n - 1) 


lorsque N = 2 (n - 1) 


2) Soit X une variable aleatoire qui compte le nombre de parties 
effectuees avant l’arret du jeu. 

Les dilferentes parties sont mutuellement independantes, la 
probabilite de succes etant toujours egale a p a chaque partie. 
X est done le temps d’attente du premier succes dans un pro- 
cessus de Bernoulli de parametre p (ou p est la valeur calculee 
a la question 1.) : X suit la loi geometrique @(p), d’esperance : 


E(X)= - 

P 


26.10 


Rappelons que, lorsque \x\ < 1, la serie geome- 
trique 2 x" et la serie derivee 2 nx"~ ] convergent : 

+oo . 

yv = - L - 

X-i I - JC 


y nx" 1 = y nx n 1 


1 

(1 -xf 


1) Si X suit la loi @(p), 1" esperance est definie si la serie 

+oo 

2 nP(X = n) est convergente. 

n= 1 


y nP(X = n) = y npq" 1 



+oo 


+ CO 


y^>*>=y 


q 


k 


On reconnait la serie geometrique de raison q, de premier 
terme 1. Comme 0 < q < 1, nous en deduisons que la serie 
converge et : 


y p(x > k ) 

A-0 



1 

p 


Nous avons done bien verifie que, lorsque X suit la loi Q(p), 
l’esperance de X existe et verifie l'egalite 

+oo 

Eoo = y p(x>k) 

k = 0 


2) Soit Y une variable aleatoire a valeurs dans N admettant une 
esperance. 


a) Soit n 6 N et k < n. L'evenement [Y > k ] est la reunion 
disjointe des evenement [Y = (] pour ( variant de k + 1 a n et 
de l’evenement [Y > n\. 


P(Y > k) 


y ?( Y = o 


+ P(Y> n) 


En faisant la somme pour k variant de 0 a n : 


y p(y > k) = y y p(y = o 


k = 0 LVf=£ + l 


+ P(Y>n)\ 
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En regroupant : 

n n 

Y l p(Y>k)= y p(y =f) + X P(Y > n) 


0<k<n 

k+\<£<n 


Nous pouvons intervertir l’ordre de sommation : 


Y P(Y>k) = YiY> P(Y = Q +(n + V > P(Y > ,7 > 


= Yj {ip<Y = 0 + (n + 1 )P(Y > n) 


b) Y admet une esperance, done la serie 2 kP(Y = k) est 

k= 1 

convergente. En particulier, le reste de la serie tend vers 0 : 

+oo n 

R„ = Y kP(Y = k)~Y kP(Y = k) 

k= 1 k= 1 

+oo 


= Y kP(Y = k ) 


c) En particulier : 


R„ = Y kP( Y = k) 

k=n + 1 
+oo 

> Y (n+ l)P(Y = k) 

k=n + 1 

+oo 

> (n +1)Y P( Y = k) 


P(Y>n ) 

> 0. Comme 0 < (n + 1 )P(Y > n) < R n , nous pouvons 

n— >+oo 

conclure par encadrement : 


(n + 1 )P(Y > n ) > 0 

n— >+oo 


d) Nous avons demontre : 

n n 

Y P(Y >k) = Y eP{Y = ^ + (n + l ^ P(Y > n) 

k = o t=\ 

Lorsque n —* +oo : 


V IP(Y = £) > E(T) 

Y—i n—*+oo 


(n + l )P(Y > n ) > 0 


Nous en deduisons done : 

n 

y \p(Y>k) > E(y) 

£—1 n — >+oo 


La serie 2 P(Y > k) est done convergente, et : 

k = 0 


calculer : 


E(Y) = YP(Y>k) 

k = 0 

Y = (- l) x est a valeur dans {- 1, 1 j. Nous pouvons 

+OQ 

P(Y =1) = Y P ( X = 2 k) 

k = 0 

+ 00 j2k 

+ 00 

P(Y = - 1 ) = Y P( x = 2k + 1 ) 

k = 0 

+ 00 

= exp(-/l) Y 


^(, 2 k+iy. 

Nous pouvons calculer la somme et la difference de ces deux 
probabilites. La probabilite totale est egale a la somme : 

P(Y= 1) + P(Y = -1) = 1 

Lorsque nous calculons la difference, nous pouvons reconnaitre 
une serie exponentielle : 


P{Y= l)-P(F = -l) = exp(-A)£ 


(-1)^ 

k\ 


exp(-/l) 


: exp(-2/l) 


Nous devons done resoudre le systeme de deux equations a 
deux inconnues : 


P(Y= 1) + P(7 = -1)= 1 
P(Y = 1) - P(Y = -1) = exp(-2/l) 


En faisant la somme, puis la difference de ces deux equations, 
nous en deduisons : 


P(Y = 1) = 


1 + exp(-2/f) 


P(Y = -1) = 


1 - exp(-2/t) 


Et nous pouvons calculer : 

E(L) = P(Y = 1) - P(Y = -1) = exp(-2/t) 
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26.12 


F est a valeurs dans 1' ensemble des entiers pairs. 

+oo 

P(Y = 0) = P(X = 0) + Yj P(X = 2k + 1) 

A 2k+1 A 


= exp(-d) 


k=0 

( +oo 


(2k + 1)! 


La somme des termes impairs de la serie exponentielle est la 
partie impaire de la fonction exponentielle. En effet : 


exp(d) = 2 j Tf 


k= 0 

+oo 


k\ 

(-1 ) k A k 


exp(-d) = 2- 
k=0 

Lorsque l’on calcule la difference, les termes pairs s’eliminent : 

+CO 

exp(d) - exp(-/() = 2 ^ ■ 

Nous en deduisons : 


(2k + 1)! 


P(Y = 0) = exp(-d) 1 + 


exp(/l) - exp(-/l) 


: exp(-/l) + 


1 - exp(-2/l) 


Lorsque k t- 0, les evenements Y = 2k et X = 2k sont confon- 
dus. La loi de Y est done : 


P(Y = 2k) 


A 2k 


(2k) l 


exp(-d) si k t- 0 


si k = 0 


Nous pouvons calculer l'esperance : 

+OQ 

E (Y) = Yj 2kp ( Y = 2k ) 

k = 0 

Le terme k = 0 est nul, done : 

+°° / i2k \ 

E ^ = Z fc ((2^) ex P(- A > 

En simplifiant par k et en factorisant : 


E (F) = 


/l exp(-d) 


A 2k - 


Tjyak-iy. 


Nous reconnaissont la somme des termes impairs de la serie 
exponentielle exp(/l), done, comme precedemment : 


/l exp(-d) / exp(/l) - exp(-/l) 


E(F) = 


E(F) = -(l-exp(-Zl)) 


Pour calculer V (F), d’apres la formule de Huygens, nous pou- 
vons calculer E^F 2 ) : 


/l exp(-/l) 


exp(-/t) 


2 ^ \ (2k - 1)! 


A exp(-/l) ^ (2k - 1) + 1 / A 2k -' 




2^2 \ (2k - 1)! 


Nous pouvons d’une part simplifier et factoriser par 

de l’autre reconnaitre E(F). Nous en deduisons : 

E(F) 


E(F 2 ) 


+oc > / i2k-2 


A exp(-/t) / A 


4 j-i\(2k-2)\ 


Nous reconnaissont la somme des termes pairs de la serie ex- 
ponentielle exp(/l), qui est egale a ; d onc • 

E (F 2 ) = y (1 + exp(-2d)) + | (1 - exp(-2 A)) 

D’apres la formule de Huygens, nous en deduisons : 

V (F) = E (f 2 ) - (E (F)) 2 

= y (! + exp(-2/l)) + ^ (1 - exp(-2/l)) 


16 


(1 - exp(-2/l)) 2 


Apres simplification, nous en deduisons : 

V (F) = — (l + 4c- 22 - e- 4A ) + - (l - e- 2A ) 


26.13 


1) Determinons la valeur modale de X, e’est a dire l’entier k 
tel que P(X = k) est maximal. Pour etudier les variations de la 
suite (P(X = k)) keN , posons A = 5,3 et calculons : 

P(X = k + 1) (FHiT exp(-d) 

P(X = k) - £exp(-d) 

A 


k+ 1 

> 1 <==> A > k + 1 


Comme A = 5,3 : 

P(X = k+ 1) 
P(X = k) 


> 1 
< 1 


k < 4 
k> 5 


La suite (P(X = k)) k(m est done croissante pour k < 5, puis de- 
croissante pour k > 5 : elle est maximale pour k = 5. 
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2) Plus generalement, siX 'P(X), d'apres le calcul prece- 
dent : 

a) si A = n est entier, la suite (P(X = k)) k<m est done croissante 
pour k < n - 1, puis decroissante pour k>n: elle est maximale 
pour k = n- letk = n. Lorsque A est entier, la loi de Poisson 
a done deux valeurs modales. 


La serie est done convergente et nous en deduisons que Y = a x 
admet une esperance que nous pouvons calculer : 

E(Y) = exp(«/l) exp(-/l) = exp((a - I )A) 


26.15 


1) X <-> P(A). 

a) Nous pouvons calculer : 

+ °° +oo 2k 

= exp(-i) 

k = 0 k = 0 ' 

Nous connaissons la somme des series exponentielles exp(/l) et 
exp(-/l) : 


+00 

exp (/I) = ^ 
k = 0 
+ 00 

exp(-d) = ^ 
k = 0 


k\ 

(-l) k A k 

it! 


En faisant la somme, les termes d'ordre impairs s’eliminent : 


P(X = n) 



„ □ . 

-| 

- 












- 


[1m 


0 1 23456789 10 11 12 « 


Loi V(6) 


b) si /l n’est pas entier, en posant n la partie entiere de A, la suite 
(P(X = k)) ke N est done croissante pour k < n, puis decroissante 
pour k > n : elle est maximale pour k = n. Lorsque A n'est 
entier, la loi de Poisson a done une unique valeur modale. 


26.14 


Comme a > 0, d'apres le theoreme de transfert, 


Y = a x a une esperance si et seulement la serie 2 a" P(X = n) 

n=0 


est convergente. Or nous reconnaissons une serie exponen- 
tielle : 


Z a ' !p(X = " ) = Z^T-exp(-A) 


+°° j2k 

exp(+) + exp(-d) = 2 ^ 4_ 

En divisant par 2 exp(/l), nous en deduisons : 

Y-i 1 + exp(-2/l) 

2 P(X = 2k) = f 

k = 0 


b) La probabilite que X soit pair est : 

f l PV = 2k)= 1+e ?- 2X >> 1 - 

k = 0 ^ ^ 

Done X a plus de chances d'etre pair que d’etre impair. 

2) X =— » @{p). Si nous pouvons q = 1 — p, nous savons que 
q 6]0, 1[ et nous pouvons calculer la probabilite que X soit 
pair : 

+oo 

P(X pair) = 2 P(X = 2k) 

k= 1 

+oo 

k = 1 

Nous reconnaissons la serie geometrique de premier terme pq, 
de raison q 2 , done : 

P{X pair)= 

i - r 

= pq = q 
{\-q)(\+q) 1 +q 


exp^/l) 


P 
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De meme, la probabilite que X soit impair est : 

+ CO 

P(X impair) = ^ P(X = 2k + 1) 

k = 0 

+ CO 

= Z «” 

k=0 

Nous reconnaissons la serie geometrique de premier terme p, 
de raison q 2 , done : 


2) La duree de vie X, de la f-ieme ampoule suit une loi geome- 
trique @(p). Posons q = 1 — p. 

a) D'apres Tenoned, la probabilite pour qu'une ampoule elec- 
trique ait une duree de vie superieure a 2 ans est de 0,2 : 

P(X > 2) = cf = 0.2 

done q = V 0.2 et p = 1 - V 0.2 = 0.55. Notons que la duree de 
vie moyenne d'une ampoule est : 


P(X impair) = 


P 

i -q 2 


(1 - q)( 1 + q) 


1 

—q 


Done : 


P(X pair) = qP(X impair) 


X a plus de chances d’etre impair que d'etre pair. 


E(X) = - =s 1.8 
P 

b) Soit X le nombre d’annees avant de devoir changer la pre- 
miere ampoule. X est le minimum des variables Xi, X 2 , . ..X$. 
Pour identifier la loi de X, nous allons identifier la fonction 
d’ antirepartition de X : t e R i-> P(X > t). Notons que X k 
suit la loi geometrique Q(jp). Si on note q = 1 - p, la fonction 
d’ antirepartition de X k pour tout k e [[ 1 ,5]] est : 


26.16 


1) a) Soit E Tevenement : « ne pas changer d’ ampoule en 2 
ans », et A, Tevenement : « la t'-eme ampoule a une duree de 
vie superieure a 2 ans ». E est realise lorsque les evenements 
Ai, A 2 , . . . , A 5 sont realises : 

5 

£ = P| a * 

k= 1 

Si nous supposons que les durees de vie des differentes am- 
poules sont mutuellement independantes, les evenements A 1; 
A 2 , . . . , A 5 sont mutuellement independants done : 

5 

P(E) = Y] P(A k ) = 0.2 5 = 0.00032 

k= 1 


b) Soit F Tevenement : « ne pas changer d’ ampoule en 2 
ans ». F est realise lorsque les evenements A t , A 2 , . . . , A 5 sont 
realises : 

<t=i 

Si nous supposons que les durees de vie des differentes am- 
poules sont mutuellement independantes, les evenements A 1; 
A 2 , . . . , A 5 sont mutuellement independants done : 

5 

P(F) = Y] P(Al) = 0.8 5 = 0.32768 

k= 1 


© 


Vn 6 N, P{X > n ) = q n 

Soit n 6 N. Si X > n, nous savons que X t > n, X 2 > n, 
. . . X} > n, done : 

5 

[X > n\ = p| [X k > n ] 

k= 1 

Les evenements [X k > n\ pour k e [[ 1 ,5]] sont mutuellement 
independants, done : 



= <7 


5 n 


qui est la fonction d’ antirepartition de la loi geometrique Q ( p ') 
telle que q' = 1 - p verifie : q' = q 5 . 

X suit done la loi Q (p 1 ) oil : 

p' = \ - q 5 ~ 0,98 


d’esperance : 


et de variance 


E(X)= ~ 1 

P 


V(X)= -2— x 0.02 
(p'r 
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CHAPITRE ^ g 

aleatoires discretes 



Plan 

27.1 Loi conjointe, lois 

marginales d'un 
couple de variables 
aleatoires 706 

27.2 Independence 708 

27.3 Esperance 

et covariance 709 

27.4 Somme de variables 

aleatoires 714 

Synthese 717 

Tests et exercices 718 

Corriges des exercices 722 


Objectifs 

• Definir la loi d’un couple de variables aleatoires discretes, 

• Calculer les lois marginales connaissant la loi conjointe d’un couple de variables 
aleatoires discretes, 

• Definir la covariance et utiliser la covariance pour calculer la variance d’une 
somme de variables aleatoires, 

Prerequis 

• Probability finies et infinies, 

• Variables aleatoires finies et variables discretes, 


27.1 Loi conjointe, lois marginales d’un couple 
de variables aleatoires 


Definition - Couple de variables aleatoires 


Remarque - Lois marginales 
Les lois marginales se de- 
duisent de la loi du couple 
(X, Y ) : 

pt- = I>y 

jeJ 

P-.i = Tj p '-i 

iel 


Soit (Q, VI, P) un espace probabilise, X et Y deux variables aleatoires reelles discretes 
definies sur (Q, XI , P) a valeurs dans X((l) = \x,} ic j et 7(D) = {yj} je r ou / et / sont finis 
ou denombrables. 

. La loi conjointe du couple (X, Y ) est l’application JIx.y '■ X(Q) x 7(Q) — > [0, 1 ] definie 
par : 

Vi, j e Ixj, Hx.Y (xi, yj) = -P([X = x] n [Y = yjfj 

• Les lois de X et de Y sont les lois marginales du couple ( X , Y). 

On note : 


Pij = p([x = x] n [F = yj]) 
Pi,. = P (X = Xi) 
p.j = p(Y = yj) 
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Demonstration - Les evenements [Y - ijj] pour j e J forment un systeme complet 
d’evenements. D’apres la formule des probability totales : 

p([x = x i ]) = Y J p {i x = x A n i Y = yji) 

jeJ 

Pi,’ Put 


Remarque - Representation par un tableau 

Lorsque (X, Y ) est un couple de variables aleatoires discretes finies, on peut representer 
la loi conjointe et les lois marginales par un tableau, dans lequel : 

. on indique p([X = x,] n [F = ijj\) a la /-eme ligne, i-eme colonne du tableau, 

. en faisant la somme sur la ligne correspondante, on indique P(Y = yj ) dans la derniere 
colonne, 

. en faisant la somme sur la colonne correspondante, on indique P(X - x,) dans la 
derniere ligne 

Exemple 

Lancons une piece equilibree deux fois de suite, et notons X le nombre de « pile », 
Y le nombre de face. Nous savons que X + Y = 2, et que X suit une loi binomial e 
23(2, i). La loi conjointe et les lois marginales du couple ( X , Y) sont done donnees 
par le tableau : 


Y X 

0 

1 2 

Loi de Y 

0 

0 

0 0.25 

0.25 

1 

0 

0.5 0 

0.5 

2 

0.25 

0 0 

0.25 

Loi de X 0.25 0.5 0.25 


Lancons maintenant deux pieces equilibrees deux fois de suite, et notons X le nombre 
de « pile » pour la premiere piece, Y le nombre de « face » pour la seconde. La loi 
conjointe et les lois marginales du couple (X, Y ) sont donnees par le tableau : 


r x 

0 

1 

2 

Loi de Y 

0 

0.0625 0.125 0.0625 

0.25 

l 

0.125 

0.25 

0.125 

0.5 

2 

0.0625 0.125 0.0625 

0.25 

Loi de X 

0.25 

0.5 

0.25 



Dans ces deux exemples, les lois marginales sont identiques, mais les lois conjointes 
sont distinctes : en general, il est impossible d’identifier la loi conjointe connaissant 
seulement les lois marginales. 


Definition - Systeme complet et cr-algebre associes 

Si (X, Y) est un couple de variables aleatoires discretes a valeurs dans X(Q) x Y(Q) = 
i x i\i€l x {Vj} jej '■ 

. Les evenement A LJ — [X = x,] fi [Y = yj\ pour j) e I x J forment un systeme 
complet d’evenements, 

. La cr-algebre engendree par )Clyl est appelee cr-algebre associee au couple 

(X, Y) et notee 
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Remarque - Evenement ( X , Y) e A 

Si A est une partie de K 2 , si on note I) l’ensemble des couples d’entiers (i,j) tels que 
(xi ,ijj) G A, alors F evenement : 

[(X, Y) g A] = {to e Q | X(to) e A } 

est un evenement de la cr-algebre Ch { x.Y), puisque reunion time ou denombrable d’evene- 
ment de 3\.(x,y) : 

[(A, Y) G A] = |J [X = xi\ n [Y = ijj \ 

(>'./)eA 

On decrit ainsi tous les evenements de la cr-algebre associee au couple (X. Y). 


27.2 I ndependance 


Theoreme - Loi conditionnelle 

Soit (X, Y) un couple de variable aleatoires. Les lois conditionnelles de X sachant Y et 
de Y sachant X se deduisent de la loi du couple et des lois marginales : 

• Loi de X sachant Y — yj 


P Y =yj(X = X,) = 


/>([* = X,] n [Y = yj ]) 
P(Y = Vj ) 


Pi.} 

P‘,i 


lorsque P(Y = yj) = p.j + 0. 
• Loi de Y sachant X = xi 


P x=x,(Y = yj) = 


P(\X = Xi] n [Y = yj]) 

P(X - Xi) 


PU 

Pi,' 


lorsque P(X = xj) = p L . + 0. 


Definition - Independance 

Des variables aleatoires discretes X \ , X„,... sont mutuellement independantes 

si et seulement pour tout ensemble fini {^i, . . . , x„ } c X(O) les evenements [Xi = xi], 
. . . [ X„ - x n ] sont mutuellement independants. 


Propriete - Soit p < n deux entiers. Si X\ , ..., X n , . . . sont n variables aleatoires 
mutuellement independantes, toute fonction de X\ , X p est independante de toute 
fonction de X p+ i , . . . , X„. 


Theoreme - Couple de variables independantes 

Deux variables aleatoires discretes X et Y sont independantes si et seulement si la loi 
conjointe est le produit des lois marginales : 

V(i, j)e IX J, P([X = Xi] n[Y = yj]) = P(X - x,)P(Y - yj) 
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Remarque - Representation par un tableau 

Lorsque X et Y sont des variables discretes independantes, on peut representer la loi 
conjointe et les lois marginales par un tableau, dans lequel le coefficient de la j-eme 
ligne, i-eme colonne pij se calcule en multipliant le coefficient de la colonne de droite 
p.j par celui de la ligne du dessous p L . : 


PUj = Pi,-P-,j 


Exemple 

Dans 1’ exemple de la page 707, lorsque nous langons deux pieces equilibrees deux 
fois de suite, et notons X le nombre de « pile » pour la premiere piece, Y le nombre 
de « face » pour la seconde, les variables aleatoires X et Y sont des variables inde- 
pendantes. X et Y suivent toutes deux la loi binomiale '£(2, i) : la loi conjointe est 
le produit des lois marginales du couple (X, Y), done les lois marginales et la loi 
conjointe sont bien donnees par le tableau : 


Y X 

0 

1 

2 

Loi de Y 

0 

0.0625 0.125 0.0625 

0.25 

1 

0.125 

0.25 

0.125 

0.5 

2 

0.0625 0.125 0.0625 

0.25 

Loi de X 

0.25 

0.5 

0.25 



27.3 Eeperan ce et covariance 

Theoreme - Theoreme de transfert 

Soit ( X , Y) est un couple de variables aleatoires finies a valeurs dans X(£l) x Y(Q) = 

{ (jc,-, yj)\ i<,<„ et u une application definie sur R 2 a valeurs dans R. u{X, Y) est un variable 

1 ’i<j<p 

aleatoire finie d’esperance : 

E (u(X, K)) = u(Xi, yj)P([X = Xi] n \Y - yjf) 

(i,j)£lxj 

Demonstration - Z = u(X, Y) est a valeurs dans l’ensemble fini 

Z(Q) = {u(x h yj)\ 

1 <i<n 
1<j<P 

Notons {zi , . . . , Zm 1 = Y(Q). On definit deux systemes complets d’evenements en posant : 
Aij = jw e O \X(u>) = Xi et Y(u>) = yj } 
et 

B k = | Z{w) = Zk } 

Pour tout k e [ 1 , mj : B k — Aj j 

i,j tels que 
u<Xi,yj)=tk 
m 

et on peut calculer : E (Z) = ^ z k P(B k ) 
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Nous savons que : P( B^) — ^ P(Ajj), done : 

i,j tels que 
u(Xi,yj)=Zk 


E(z) = Z Z zkP(A ^ 

k= 1 i,j tels que 
u(xi,yj)=zic 
m 

= Z Z l Jj) P {[ X = n i Y = J//l) 

£= 1 i,j tels que 
u(xi,yj)=Zk 

C’est a dire : E(Z) = ^ zr(x; ,yj)P([X = x,] n [Z = z/ 7 ]) ■ 

1<!<« 

i<j'<p 

Corollaire - Linearite de l’esperance 

Si X et Y sont deux variables aleatoires finies, A, fi deux reels : 

E (AX + nY) = A E (X) + n E (Y) 


Demonstration - Si X(T2) = {xi, X2, . . . ,x„) et Z(fi) = {i/i,t/ 2 , nous pouvons 
appliquer le theoreme de transfert : 

E (AX + jiY) = ^ (/lx,- + /Jijj) p([Z = x ; ] n [Y = (/,]) 

1 <i<n 

i <j<p 


Nous pouvons developper et regrouper : 


E (AX + /jY) = x,P(\X = Xi ] n [Y = yj ]) 

1 <i<n 
i <j<p 

+ P Z = x 'l n [ y = 2/yl) 

l</<« 

t<i</> 


D’apres le theoreme de transfert : 


E (X) = x,p([Z = Xi ] n [y = ^-]) 

\<i<n 
1 <j<P 

E 00= Z = x '] n [y = yj\) 

\<i<n 

i <j<p 


Et nous pouvons conclure : 


E (AX + juY) = A E (X) +/iE (Y) 
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Remarque - Lorsque les va- 
riables ne sont pas indepen- 
dantes, en general : 

E (XY) * E (X) E (Y) 


Corollaire - Esperance du produit de variables independantes 

L’ esperance du produit de deux variables aleatoires finies independantes X et F est le 
produit des esperances, c’est a dire : 

E(XF) = E(X)E(F) 


Demonstration - Si X(Q) = {x\,X2, . . . , x„ } et F(O) = {yi,y2, ■ ■ ■ , y m ) d’apres le theo- 
reme de transfert : 

E(Xy)= ^ XiyjP([X = Xi\ n [Y = yj]) 

1 <i<n 
1< j<m 


Les variables sont independantes, done la loi du couple est le produit des lois marginales : 


E {XY)= ^ x iyj P(X = Xi )P(Y = yj ) 

1 <i<n 
1 <j<m 


Si nous faisons d’abord la somme sur j, i etant fixe, nous pouvons factoriser XjP(X = x ,) : 


E (XY) - Yi x ‘ P(X = Y lJjP(Y = lJj) ) 

i= 1 j = 1 


E (Y) 


Nous pouvons ensuite factoriser E(F) : 


E (XY) = E (y) J] x,P(X = xd = E (X) E (F) 

i=i 


E(X) 


Definition - Covariance d’un couple 

Soient X et F deux variables aleatoires finies, definie sur (Q, P). La covariance du 

couple (X, F) est definie par : 

Cov (X, F) = E[(X - E (X)) x (F - E (F))) 

Lorsque X = F, nous retrouvons la definition de la variance : 


Propriety - Variance et covariance 

Si X est une variable aleatoire finie : 

V (V) = Cov (X, X) 
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Theoreme - Bilinearite de la covariance. 

1. La covariance est bilineaire, c’est a dire lineaire a gauche : 

Cov (AiXi + A 2 X 2 , V) = A, Cov (Xj ,Y) + A 2 Cov (X 2 , Y) 

et a droite : 

Cov (X, A t Yi + A 2 Y 2 ) = A x Cov (X, 7j) + A 2 Cov (X, Y 2 ) 

2. La covariance est symetrique : 

Cov (X, Y) = Cov (K X) 

3. La covariance verifie : 

Cov (X, X) = V (X) > 0 

De plus, si Cov (X, X) = 0, alors X est constante presque surement, 

Demonstration 

1. Symetrie : Cov (X, Y) = E ((X - E (X)) (Y-E (Y))) 

= E((F-E(L))(X-E(Z))) 

= Cov (F,X) 

2. Bilinearite : puisque la covariance est symetrique, il suffit de verifier la linearite a 
gauche. Nous savons que l’esperance est lineaire, done : 

UiX, + A 2 X 2 ) - E (AA + A 2 X 2 ) = A, ( X j - E (X,)) + A 2 (X 2 - E (X 2 )) 

— A\X\ + A 2 X 2 


si X\ — X\ - E(X\) et X 2 = X 2 - E (X 2 ) sont les variables centrees associees a X\ et 
X 2 . Nous pouvons done developper par linearite : 

Cov (A ] X ] + A 2 X 2 , Y) = E ((1A + A 2 X^)(Y - E (F))) 

= d| E (x~\(Y - E (F») + A 2 E(^(F-E (F») 

= A, Cov (Xi , F) + A 2 Cov (X 2 , Y) 

3. Positivite : Cov (X, X) = E ((X - E (X)) 2 ) > 0 

car l’esperance d’une variable aleatoire discrete positive ou nulle est toujours positive 
ou nulle. De plus, si Cov (X, X) = 0, la variable aleatoire (X - E (X)) 2 est nulle presque 
surement, done X = E (X) presque surement. 


Theoremf - Formule de Huygens 

Si X et F sont des variables aleatoires finies, Cov (X, F) se calcule par la formule de 
Huygens : 

Cov (X, F) = E (XF) - E (X) E (F) 
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Demonstration 

Cov (X, Y) = E((X-E (X)) ( Y-E (F))) 

= E (XY - XE (F) - FE (X) + E (X) E (X)) 

Nous pouvons developper par linearite : 

Cov (Z, F) = E (XY) - E (X) E (F) - E (F) E (X) + E (Z) E (X) 
- E (XY) - E (X) E (F) 


Propriety - Covariance et independance 

La covariance de deux variables aleatoires finies independantes est nulle. 


Demonstration - Si X et F sont deux variables aleatoires times independantes, l’es- 
perance du produit est le produit des esperances : 

E (XY) = E(Z)E(F) 

Done, d’apres la formule de Huygens : 

Cov (X, F) = E (XY) - E (X) E (F) = 0 

Remarque - Reciproquement, lorsque Cov (X, Y) = 0, nous ne pouvons pas conclure 
que X et F sont independantes. Par exemple lorsque la loi conjointe du couple (X, F) est 
donnee par le tableau : 


F x 

-1 

0 

1 

Loi de F 

-1 

0 

0.25 

0 

0.25 

0 

0.25 

0 

0.25 

0.5 

1 

0 

0.25 

0 

0.25 

Loi de X 0.25 

0.5 

0.25 



Nous pouvons verifier que XY = 0, done E (XY) = 0. De meme : E (X) = E(F) = 0. 
D’apres la formule de Huygens, nous en deduisons done 

Cov (X, Y) - E (XY) - E (X) E (Y) = 0 

La loi conjointe n’est pas le produit des lois marginales. Par exemple 

P([X = 0] n [F = 0]) = 0 + P([X = 0]) P([F = 0]) 

0.25 0.25 

done les variables ne sont pas independantes. 


© 
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27.4 5omme de variables aleatoires 


Theoremt - Loi d’une somme 

Si X et Y sont deux variables discretes a valeurs dans N, X + Y est une variable discrete, 
dont la loi est donnee pour tout n eN par : 


P(X + Y = n) = ^ p([X = k] n [L = n - k]) 

k = 0 


n 



Remarque - Cas des variables independantes 

Lorsque X et Y sont independantes on a, pour tout n e N : 

n 

P(X + Y - n) = ^ P(X = k) x P(Y = n - k) 

k = 0 
n 

— ' Pk,»P»,n—k 

k = 0 

Demonstration - L’evenement X + Y - n se decompose en evenements deux a deux 
disjoints : 

n 

\x + Y = n] = y ([X = k] n [F = n - A:]) 

k = 0 


Exemple - Stabilite de la loi de Poisson 

La somme de variables de Poisson independantes est une variable de Poisson, c’est 
a dire : si X et Y sont deux variables independantes telle que X suit la loi de Poisson 
*P(A) et Y suit la loi de Poisson 'P(p), alors X + Y suit la loi de Poisson V(A + /.(). 

Solution 

Si I ^ P(/ 1) et Y ^ r P(p) sont deux variables de Poisson independantes, la loi de 
la somme se calcule pour tout n 6 N par la formule : 

p( x + y = ») = g (|)»p<-r>(<^)=xp<-/<> 

P(X=k) P(Y=n-k ) 


En factorisant par — — — - — ^ nous reconnaissons le coefficient binomial 

n\ 

et nous pouvons appliquer la formule du binome : 


: 


P(X + Y = n) = 


Z 

\k= 0 


k!(n - k)\ 


A k p n ~ k 


exp(-d) exp (~n) (A + p) n 


exp(-(/l + p)) 




Done X + Y P(A + p). 
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Nous savons que l’esperance d’une somme de variables aleatoires est la somme des es- 
perances. Nous pouvons egalement calculer la variance d’une somme connaissant les 
variances et les covariances : 


Theoreme - Variance d’une somme 

La variance de la somme de variables aleatoires finies est la somme des variances et des 
covariances : 


/ n \ n 


2^| = 2 v ^) + Z Cov ( Xi ’^) 

‘*j 


v;= 1 > i= 1 


" termes „2 _ „ termes 


Remarque - Comme la covariance est symetrique : 

V(i, j) e [1, n], Cov (z„ Xj) = Cov (x p x) 
nous pouvons regrouper les termes deux par deux : : 


/ n \ n 


v 


2 Xi =Z V (Xi) + 2 X Cov (v, Xj) 


V i=\ ) i= 1 


KJ 


n termes / n \ ^ 

( 2 1 termes 

Demonstration - Nous pouvons developper par bilinearite : 


=cov 


V ,'=1 J 


n n 


\i= i ;= 1 J 


= 2 Cov X i’Yj X 

i= 1 j= 1 

n n 

= 22cov(2r„ Xj ) 

«=1 7=1 

Lorsque i = /, Cov (A - ,, V,) = V (X,), done : 


/ n \ n 


v 


2^- = £ V(Z0 + £ Cov (*,-,*,) 


V i=l ) i=l 




nr — n termes 


Corollaire - Somme de variables deux a deux independantes 

La variance de la somme de variables aleatoires discretes deux a deux independantes est 
la somme des variances. 

Demonstration - La variance de la somme est egale a la somme des variances et des 
covariances. Comme les variables sont deux a deux independantes, les covariances sont 
nulles. ■ 
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Exemple - Variance de la loi binomiale 

La variance de la loi binomiale 'Bin, p) est : V (X) = npq si on pose q — 1 — p. 

Solution 

X compte le nombre de succes dans les n premiers tirages d'un processus de Bernoulli 
de parametre p. Si X/ ; = 1 lorsque le A- i erne tirage est un succes, 0 sinon, alors : 


X = X l +X 2 + --- + X n 

oil les variables X\, X 2 , . . . , X n sont mutuellement independantes, et suivent le loi de 
Bernoulli B(p). Nous en deduisons : 

Vffi = V(X 1 ) + V(X 2 ) + - + V(X,) 

ou V (X\ ) = V (X 2 ) — ■ ■ • = V (X„) - pq. V (Z) est done la somme de n termes egaux 

a pq ■■ 

V (Z) = npq 


Definition -Moyenne empirique 

La moyenne empirique d’une suite ( X „ )„ cl ,, 
(M n )ne n* definie par : 

1 

M n = - 
n 


de variables aleatoires discretes est la suite 


5 > 

k=\ 


Theoremt - Loi faible des grands nombres 

La moyenne empirique d’une suite de variables aleatoires de Bernoulli deux a deux in- 
dependantes de meme loi B(p) converge vers p au sens ou, pour tout e > 0 : 


i " 

n k= 1 


> e 


-4 0 


Demonstration - Soient X t , ... X„ n variables de Bernoulli deux a deux independantes. 
Nous pouvons associer a ces variables le processus de Bernoulli ou Xf- - 1 s’il y a succes 
au A-ieme tirage, X/ ; - 0 s’il y a echec au A-ieme tirage. S „ = Y!l=\ compte le nombre 
de succes lors des n premiers tirages d’un processus de Bernoulli de parametre p, done 
S n suit la loi binomiale B(n, p). La moyenne empirique M n — — a done pour esperance : 


e,«,) = e(L) = ^ = p 
\ n / n 

Sachant que V (S n ) = npq , M n a pour variance : 


V (M n ) = V (~ j 


V(S„) 


M 

n 
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Synthese 


5 avoir s> 

• Loi conjointe, lois marginales d’un couple de va- 
riables aleatoires discretes, 

. Theoreme de transfert, 

. Linearite de l’esperance, 

Esperance du produit de variables independantes, 

Savoir-faire 

. Calculer les lois marginales connaissant la loi 
conjointe d’un couple de variables aleatoires dis- 
cretes. 


. Covariance, 

. Formule de Huygens, 

. Variance d’une somme, 

Loi faible des grands nombres, 

Calculer la loi de la somme de variables aleatoires 
discretes connaissant la loi conjointe, 

• Calculer la variance d’une somme connaissant les va- 
riances et les covariances. 
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Tests de connaieeancee §fji 


27.1 Soient X et Y deux variables aleatoires a valeurs dans 

27.3 Soient X et Y sont deux variables aleatoires finies inde- 

JO, 1], La loi conjointe et la loi marginale de X et Y 

pendantes qui suivent la loi uniforme sur |[0, 2], Soient 

sont donnees de fajon incomplete : 

(U, V ) = (maxfX, Y), min(X, Y)). U et V sont elles in- 

Y ^ 0 1 Loi de Y 

dependantes ? 

27.4 Vrai ou faux ? Si X et Y sont deux variables aleatoires 

0 0.5 

finies independantes, alors, pour tout (a, b) el 2 : 

1 0.4 

V( aX + bY) = a V (X) + b V (Y) 

Loi de X 0.2 


27.5 Soient X et Y sont deux variables aleatoires finies 

Peut-on identifier la loi du couple (X, Y) ? 

telles que V (X) = 1, V (F) = 2 et telles que 
Cov (X, F) = - 1. Calculer V (X + F). 

X et Y sont elles independantes ? 

27.6 Vrai ou faux ? Si X et F sont deux variables aleatoires 

27.2 Soient X et Y sont deux variables aleatoires finies inde- 

finies independantes, alors, pour tout ( k , t) 6 N 2 : 

pendantes qui suivent la loi uniforme sur J1,3J. Cal- 

e(x a f { ) = e(x*)e(f^) 

culerE(|). 

Bxercicee d’ application * , ■ * 

Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 


sont donnees page 721. 

27.10 © 

m 

Soit n 6 N*. On range au hasard n boules numerotees de 1 

27.7 © 

a n dans n cases numerotees de 1 a n en ne mettant qu’une 

Soient X et Y deux variables aleatoires suivant les lois de 

boule par case. Notons 5* la variable de Bernoulli qui prend 

Bernoulli S(p 1 ) et S(p 2 ). On suppose que Cov(X, Y) = 0. 

la valeur 1 si la £-ieme boule se trouve dans la L-ieme case et 

Identifier la loi conjointe du couple (X, Y). Les variables X et 

S la variable egale au nombre de boules qui se trouvent dans 

Y sont elles independantes ? 

la case de meme numero. 


1) Identifier la loi, l’esperance et la variance de 5*.. 

27.8 © 

2) Lorsque k t t, identifier la loi et l’esperance de S tS t . 

Soient X et Y deux variables independantes suivant la meme 

3) En deduire l’esperance et variance de S . 

loi de Bernoulli S(p ) (p e]0, 1[) 

m 

1) Identifier la loi de X + Y et de X - Y. 

27.11 

2) Calculer Cov (X + Y,X - Y). 

Une boite contient 9 boules : 4 noires et 5 blanches. On ef- 

3) Les variables X + Y et X - Y sont elles independantes ? 

fectue un tirage d’une boule au hasard, puis sans remettre la 


27.9 ® 

Soient n un entier naturel, p\ et p 2 dans ]0, 1[. Soient X\ et 
X 2 deux variables aleatoires independantes telles que X t suit 
la loi binomiale S{n,p 1 ) et X 2 suit la loi binomiale S{n,p 2 ). 
On pose Y = 2n - X] - X 2 . 

1) Determiner 1’ ensemble Z(fi) des valeurs prises par Z. 

2) Exprimer en fonction de n, p\ et p 2 les probability : 
P(Y = 0), P(Y = 2 n), P(Y = 2 n - 1) et P(Y = 1). 

3) Calculer E(X0, E(X 2 ), V(X0, V(X 2 ). En deduire e(x?) 
etE^). 

4) Soit Z = X\X 2 Y. Montrer que : 

E(Z) = n 2 (n - l)pip 2 (qi + q 2 ) 
ou on pose q t = 1 — pi et q 2 = 1 — p 2 . 


boule tiree, on fait un deuxieme tirage d'une boule. Soient X 
la variable qui vaut 0 si le premier tirage est noir, 1 s’il est 
blanc et Y la variable qui vaut 0 si le deuxieme tirage est noir, 
1 s’il est blanc. 

1) Identifier la loi de X. 

2) Dresser le tableau a double entree donnant la loi conjointe 
du couple (X, Y) et les lois marginales de X et de Y. 

3) Soit Z = XY. Donner la loi de Z et son esperance. 

4) Calculer la covariance du couple (X, Y). En deduire la 
variance de (X + Y ) et le coefficient de correlation lineaire 
p(X, Y) du couple (X F) defini par : 


P(X, Y) = 


Cov (X, Y) 
VV(X)V(K) 
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27.12 ® 

Soit n > 2. On considere n urnes numerotees de 1 a n, telles 
que l’urne numero k contient k boules numerotees de 1 a U 
On choisit une urne au hasard et dans cette urne on choisit 
une boule au hasard. On note X„ le numero de l’urne choisie 
et N„ le numero de la boule obtenue. 

On suppose pour commencer que n = 3. 

1) Determiner la loi du couple (Xj.Nj). 


2) Determiner la loi de N 2 ainsi que son esperance et sa va- 
riance. 

3) Les variables X 2 et IV 3 sont-elles independantes ? 

On revient au cas general n > 2. 

4) Montrer que N„(Q.) = Jl.nl et que pour tout k e |[ I , n || : 



5) Calculer 1" esperance de N„. 


Bxercicee d’approfondissement 


27.13 

Un mobile se deplace sur les points a coordonnees entieres 
d’un axe d'origine O. Au depart, le mobile est au point d’abs- 
cisse 0 . II se deplace selon la regie suivante : s’il est sur le 
point d’abscisse k a l'instant n, alors a l’instant n + 1 

k+ 1 

• il est sur le point d'abscisse k + 1 avec la probability - — — 

• ou sur le point point d’abscisse 0 avec la probability - — — 

Pour tout n 6 N, on note X„ l’abscisse du mobile a l’instant n. 
(X„), ieN est une suite de variables aleatoires telles que A 0 = 0 . 
On pose u n = P(X„ = 0). 

1) Donner la loi de X\ . 

2) Demontrer par recurrence sur n e N que A„(fi) = JO, nj. 

3) Montrer que pour tout n 6 N et pour tout k e Jl, nj : 

P(X„ = k)= -^-P(X n ^ = k- 1 ) 
k + 1 


27.14 ® 

Un de equilibre a 6 faces comprend k faces blanches et 6 — k 
faces rouges ( k € |[ 1 , 5J ). 

On realise une serie de lancers de ce de et on etudie la lon- 
gueur des series successives de « blanc » et de « rouge » ou on 
appelle « serie » une succession de « blanc » ou de « rouge » 
interrompue par l’obtention de l’autre couleur. 

Par exemple, en designant « rouge » par R et « blanc » par B, 
si on obtient la suite : 

RBBBRRBBB. . . 

on dira que la premiere serie R est de longueur 1, la deuxieme 
BBB est de longueur 3 etc. . . On notera aussi la suite corres- 
pondante 

(R1)(B3W2)(B3)... 


4) En deduire que pour tout n e N et pour tout k 6 [[ I , n ]] : 


P(X„ =k) = 


1 


k+ 1 


Un-k 


5) En remarquant que Y, P{2C„ = k) = 1, en deduire que : 


n + 1 — 


= 1 


6 ) Retrouver les valeurs de uq et u \ , puis determiner 1/2 et 1/3. 

7) En remarquant que la relation de la question 3 peut 
s’ecrire : 


(k + 1 )P(X„ = k) = kP(X n .. 1 = k - 1) 
montrer que, pour tout entier n > 1 : 

E (X„) = E (A„_i) + u„ 

En deduire, pour tout n > 1, une formule exprimant E ( X n ) en 
fonction de (u k ) 0 < k < n - 


On note A, la variable aleatoire egale a la longueur de la i 
-ieme serie. 

1) Determiner la loi de Xi 

2) Verifier que Ai est bien une variable aleatoire, c’est a dire : 


+OO 

2 P(x, = 0 = 1 

r=i 


Montrer que X t adrnet une esperance et la calculer. 

3) Montrer que E(Ai) est minimale lorsque k = 3 et calculer 
cette valeur minimale. 

4) Determiner la loi du couple (X l ,X 2 ). 

5) En deduire la loi de X 2 et verifier que X 2 est bien une va- 
riable aleatoire. Montrer qu’elle admet une esperance et la 
calculer. 6 ) a) Si k t 3 , etablir que les variables Xi et X 2 ne 
sont pas independantes. 

b) Demontrer que, si k = 3, les variables X t et X 2 sont inde- 
pendantes. 
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b* 

Y = minlXi.Xo) suit la loi geometrique Q{p), ou la proba- 

27.15 ® 

Deux joueurs A et B jouent une succession de parties. Les 

bility d’echec a chaque tirage est : 

parties sont independantes entre elles, le joueur A gagne une 

9 = 9i9t 

partie avec probability p e]0, 1[ et perd avec probability 
9=1 -P- 

1) Regie du jeu : le jeu s’arrete quand un des joueurs gagne 
deux parties successives. 

et la probability de succes est donnee par la formule du crible : 

P = Pi + P 2 ~ PlP2 

On note X la variable aleatoire egale au nombre de parties 

27.17 © 

jouees. 

Une urne contient N boules, dont une proportion p de boules 

a) Calculer la probability que le joueur A gagne. 

blanches et q = 1 - p de boules noires. On tire successive- 

b) Determiner la loi de X. Verifier que X est une variable 

ment et sans remise n boules dans Fume. X designe le nombre 

aleatoire reelle. 

de boules blanches tirees, et on note X k la variable aleatoire 

On note Y la variable aleatoire egale au nombre de parties 

egale a 1 si on tire une boule blanche au £-ieme tirage, 0 si on 

gagnees par A au cours du jeu. 

tire une boule noire au fc-ieme tirage. 

c) Determiner la loi conditionnelle de Y sachant ( X = 2 n) et 

1) Quelle relation y-a-t-il entre X et les variables Xi, X 2 , . . ., 

la loi conditionnelle de Y sachant (X = 2 n + 1). 

*„? 

d) Determiner la loi de Y. 

2) Identifier les lois de X et des variables l£j, X 2 , . . ., X„. En 

2) Regie du jeu : pour gagner, un joueur doit gagner deux 

deduire E (X). 

parties de plus que l’ autre. 

3) En developpant V (X) = Cov (X, X) par bilinearite, veri- 

On note A„ l'evenement « le joueur A gagne en 2 n parties ». 

fier : 

a) Faire un graphe representant le gain de A en fonction du 

V(X) = ^V (X,) + ^ Cov (X,, X f ) 

k=l k±l 

nombre de parties jouees. 

b) Montrer que P(A„+i) = 2pqP(A„). 

c) Calculer la probability que A gagne. 

n termes „ 2 -„termes 

m m 

4) Demontrer que, lorsque k ± C, la variable aleatoire X k X( 

27.16 ® 

suit une loi de Bernoulli que l’on identifiera. En utilisant la 

Soient X\ et X 2 deux variables aleatoires independantes 

formule de Huygens, en deduire Cov (X k , X ( ). 

de lois respectives Q(pi) et @{p 2 ). Demontrer que 

5) En deduire V (X). 


720 




Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Couples cle variables aleatoires discretes 


27 


TESTS & EXERCICES 


Indications 


et intervertir les signes sommes. 

27.14 Question 3 : on pourra etudier la fonction x i-» x + - . 

x 

Question 6. a : on pourra calculer 

P([Xt = 1] n [X 2 = 1]) 

27.15 Question l.a : considerer l'evenement « le joueur A 
gagne en n parties » et distinguer selon la parite de n. 
Question l.c : regarder le resultat de la premiere partie jouee. 

27.16 Identifier la fonction d' antirepartition de Y = 
min (Xi , X 2 ) en calculant pour tout n e N : 

P(Y > n) 

27.17 Question 1 et 3 : on pourra faire un denombrement en 
utilisant le modele du tirage sans remise (n listes sans repeti- 
tion parmi les N boules de l’urne) en explicitant l’evenement 
[X k = 1] (question 1) ou l’evenement [X k X c = 1] = \X k = 
i] n [X ( = l]. 


© 


27.7 Utiliser la formule de Huygens et le theoreme de trans- 
fert pour identifier P(X = Y = 1) puis remplir le tableau don- 
nant la loi conjointe du couple (X, Y ) de proche en proche. 

27.8 Question 2 : on pourra developper la covariance par bi- 
linearite et exprimer Cov (X + Y, X - Y) en fonction de V ( X ) 
et V (Y). 

27.9 Question 3 : on pourra exprimer Z en fonction de Xi 
et X 2 , utiliser la linearite de l’esperance et constater que, 
puisque X t et X 2 sont independantes, pour tout k et { : 

E(xfX|) = E(x*)E(xf) 

27.10 Question 3:5= ^ S k , done l’esperance de 5 est 

1 <k<n 

la somme des esperances des 5 k et la variance de 5 se deduit 
des variances et des covariances par bilinearite. 

27.12 Question 5 : on pourra verifier : 


E Mi) = 


nt 
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Notons p,j = P([X = i] n [F = ./]), p L , = P(X = i) 
et p. j = P(F = j). Nous allons faire un jeu de ehasse dans 
le tableau. Nous savons que la probability totale est egale a 1, 
done : 

Po,. + Pi,. = P.,o +P.,i = 1 
0.2 0.5 

Done p\ t . = 0.8 et p. i = 0.5. D’apres la formule des probabi- 
lity totales : 


p 1,. 

- Pl.O + 

Phi 

0.8 


0.4 

P-,1 

= Po.l + 

Phi 

0.5 


0.4 


Done /?i,o = 0.4 et po.i = 0.1. D’apres la formule des probabi- 
lity totales : 

P.,o = Po.o + Pi.o 


Done : p o,o = 0.1. Nous en deduisons la loi conjointe du couple 
(XF): 


F ^ 

0 

1 

Loi de F 

0 

0.1 

0.4 

0.5 

1 

0.1 

0.4 

0.5 

Loi de X 

0.2 

O 

OO 



La loi du couple est egale au produit des lois marginales, car 
pour tout (k, E) s (0, 1}~ : 

P([X = k] n [Y = t\) = P(X = k) x P(Y = E) 

done les variables X et Y sont independantes. 

D'apres le theoreme de transfert : 
f X\ k , 


E (?)“ 7 PI[X = i! 


= k\ n [Y = {]) 


\<k<2> 

\<e<3 


X et Y sont des variables independantes, qui suivent la loi uni- 
forme sur [1,3], done : 


# 


Z 7 fV^=Jc)P(^=_E) 

llr<3 1 1 




1 <k<n 
1 <£<n 


91 

l=\ k = 1 


*(i + I + i) = H 

9 \ 2 3 9 


Nous savons que U = max(X Y) > min(X Y) = V 
done on ne peut pas avoir simultanement U = 0 et V = 2 : 

P(\U = 0] n [V = 2]) = 0 

V = 2 lorsque X = Y = 2, done : 

P(V = 2) = P([X = 2] n [Y = 2]) 

= P(X = 2) P(Y = 2) = 1 

1 1 

3 3 

U = 0 lorsque X = Y = 0, done : 

P(U = 0) = P([X = 0] n [7 = 0]) 

= P(X = 0 )P(Y = 0) = i 

i i 

3 3 

Nous en deduisons : 

P([U = 0] n [V = 2]) * P(f/ = 0 )P(U = 0) 

Done les variables U et V ne sont pas independantes. 

Faux. Si X et Y sont deux variables aleatoires in- 
dependantes, alors, pour tout (a, b) 6 R 2 , aX et bY sont des 
variables independantes, done : 

V (aX + bY) = V (aX) + V (bY) 

= a 2 V (X) + b 2 V (D 

Notons que lorsque V (X) t- 0 et V (F) t 0, et lorsque a et b 
sont strictement negatifs (par exemple a = b = -1), 

a V (X) + b V (F) < 0 < V (aX + bY) 

Nous pouvons calculer V (X + F) = 
Cov (X + F, X + F) en developpant par bilinearite : 

V (X + F) = Cov (X + F, X + F) 

= V (X) + V (F) + 2 Cov (X, F) 

= 1 + 2 - 2 = 1 

Vrai. Si / et g sont les fonctions definies par / : 
x i — » x k et g : y i — > y c , comme X et F sont independantes, 
nous savons que /(X) et g(Y) sont des variables aleatoires fi- 
nies independantes. L’esperance du produit de deux variables 
aleatoires finies independantes est le produit des esperances, 
done : 

E(x A F f ) = E(x*)E(F f ) 
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Pour i = 1 ou 2, notons q t = 1 - /?, et pour i et j 
egaux a 0 ou 1 : p,j = P(\X = i] n [P = /j. D’apres la formule 
de Huygens : 

Cov (X, P) = E ( XY ) - E (X) E (P) 

D'apres le theoreme de transfert : 

E(XP) = ^ iX j* Puj = Pi,i 

0<i,j<l 

Comme Cov (X Y) = 0, nous en deduisons : 

E(XP) = E(X)E(Y) 

P u = P 1 P 2 

La loi marginale de X est : 

P(X = 1) = pi.o + pi,i 
Pi = Pi.o + P 1 P 2 

Done : 

Pl.O = Pl(l - Pi) = Pi <72 
De meme, la loi marginale de Y est : 

P(Y = 1) = po.i + Pi,i 
Et nous en deduisons : 


Enfin : 


Done : 


P 0.1 - P2<7l 

P(X = 0) = po.o + Po.i 
<?i = Po.o + <7 iP2 


Po.o = 3i(l ~ Pi) = tfl ?2 
La loi conjointe du couple (X, P) est done : 


p * 

0 

1 

Loi de P 

0 

(M2 

piqi 

<72 

1 

<7t Pi 

pipi 

Pi 

Loi de X 

qi 

pi 



La loi conjointe est le produit des lois marginales, done les va- 
riables aleatoires X et P sont independantes. 


Nous en deduisons la loi du couple (X + P, X - P) : 


X-Y X+Y 

0 

1 

2 

Loi de X - P 

-1 

0 

pq 

0 

pq 

0 

CP 

0 

P 2 

p 2 + q 2 

1 

0 

pq 

0 

pq 

Loi de X + P 

7 

2 pq p 2 



En effet, nous pouvons verifier par exemple que X + P = 1 et 
X - P = 1 lorsque X = 1 et P = 0, done : 

P([X+P= 1] n [X - P = 1]) 

= P([X = 1] n [P = 0]) = pq 


Les autres cases du tableau se remplissent de meme par identi- 
fication. 

2) Nous pouvons developper par bilinearite : 

Cov(X + P,X - P) 

= Cov (X + P,X) - Cov(X + P, P) 

= Cov (X, X) + Cov (P, X) 

- Cov (X, P) - Cov (P, P) 

La covariance est symetrique, done : Cov (P, X) - Cov (X, P) = 
0. De plus Cov (X,X) = V(X) et Cov(P, P) = V(P). Nous en 
deduisons : 


Cov (X + P, X - P) = V(X)- V(P) 

Comme V (X) = V (P) = pq car X et P suivent la meme loi de 
Bernoulli 'B(p), nous en deduisons : 

Cov (X + P, X - P) = 0 

3) Si les variables X + P et X - P etaient independantes, la loi 
du couple serait egale au produit des lois marginales. Ce n’est 
clairement pas le cas, puisque, par exemple : 

pqx + p = 0] n [X - p = l]) 

= 0 t P(X + Y = 0) P(X - Y = 1) 

q 2 pq 


1) Si on note q = 1 -p, comme X et P sont independantes, la loi 
conjointe du couple (X, P) est le produit des lois marginales : 


Y X 

0 

1 

Loi de P 

0 

r 

pq 

<7 

1 

pq 

P 2 

P 

Loi de X 

<7 

P 



Done X + P et X - P ne sont pas des variables independantes. 

Remarque - Nous avons demontre dans le cours que la co- 
variance de deux variables finies independantes est nulle. La 
reciproque est fausse : dans cet exercice, la covariance de X + P 
et X - P est nulle et pourtant les variables X + P et X - P ne 
sont pas independantes. 
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27.9 


1) 2D et 2D sont a valeurs dans JO, //], done 2D + X 2 est a va- 
leurs dans JO, 2nJ, et Y = 2 n - (2D + X 2 ) est a valeurs dans 
J2n - 2n, 2n - OJ e’est a dire JO, 2/7]]. 

2) Y = 0 lorsque 2D = X 2 = 0. Comme 2D et X 2 sont indepen- 
dantes : 


Done : 

E(x 2 ) = V(.X k ) + (E(X k )) 2 
= np k q k + n 2 pl 

4) Z = 2D 2D (2/7 - 2D - 2D). L’esperance etant lineaire : 


P(Y = 0) = P([X 1 = 0] n \X 2 = 0]) E (Z) - E (X\ X 2 (2n X, X 2 )) 

= P(X, = 0 )P(X 2 = 0) = 2n E ( x i x 2) - E (^i^) 

= c!\ q \ -E M 


si on pose gi = 1 — pi et g 2 = 1 - Pi- 

Y = 2n lorsque 2D = 2D = n. Comme X t et X 2 sont indepen- 
dantes : 

P { Y = 2/7) = />([*! = //] n [Z 2 = //]) 

= P(X t = n)P(X 2 = 77) 

= P"iPi 

Y = 2/7 - I lorsque X\ = n et X 2 = n — 1 ou lorsque X\ = // — 1 
et 2D = //. Comme 2D et Z 2 sont independantes : 

P(Y = 2/7 - 1) = P([2D = //] n [X 2 = // - 1]) 

+ P([2D = 77 - 1] n [X 2 = 77]) 

= PiXi = n)P(X 2 = 77 - 1) 

+ P(2D = 77)P(X 2 =77-1) 

= p'IpT'k + p'r'qiPi 
= (pipi )"- 1 (piqi + piqi) 

Y = 1 lorsque X t = 1 et X 2 = 0 ou lorsque 2D = 0 et 2D = 1. 
Comme 2D et 2D sont independantes : 

P(Y = 1) = P([2D = 1] n [2D = 0]) 

+ P([2D = 0] n [2D = 1]) 

= P(2 D = \)P(X 2 = 0) 

+ P(X, = 0)P(X 2 = 1) 

=putr l <f2+<tiP2<f 2 1 
= (qiqi )"- 1 {piqi + Piqi) 

3) Pour k = 1 et 2, X k suit la loi binomiale S(n, p k ), done : 

E(2D) = np k 
V (2D) = np k q k 

D’apres la formule de Huygens : 

V(2D) = e(2D 2 )-(E(2D)) 2 


Si k et C sont des entiers, sachant que 2D et 2D sont indepen- 
dantes, X\ et X[ sont independantes, done l'esperance du pro- 
duit est le produit des esperances : 

E(x k l X‘)=E(x*)E(x<) 

Done : 

E (Z) = 2/7 E(2D)E (2D) - E [x 2 { ) E (2D) - E ) E [xj) 
D'apres la question 2, nous en deduisons : 

E(2D)E(2D) = 77 2 pip 2 
E (2Dj) E (X 2 ) = np 2 [npiqi + n 2 p\ ) 

= n 2 pip 2 (qi +//pi) 

E( 2 i r 1 )E(X 2 ) = trpip 2 (q 2 + np 2 ) 

Done : 

E (Z) = n 2 pi p 2 (2/7 - Up + np\) - {qi + npi )) 

Nous pouvons simplifier : 

2/7 - npi - np 2 = //(I — pi + 1 - pi) 

= n(q 1 + q 2 ) 

Et nous en deduisons : 

E (Z) = n 2 pi p 2 ( n(cp +qi)~ Up + qi)) 

= n 2 (n - \)pip 2 (qi + q 2 ) 


27.10 


1) Fixons un entier k entre 1 et //. Le numero N k de la boule 
posee sur la case k est un entier compris entre 1 et 77 ; par hypo- 
these, il y a equiprobabilite, done pour tout ( 6 J 1 , 77 J : 

P(N k = ()=- 
n 

L’evement [5j- = 1] est aussi 1’evenement [N k = fc], done : 

P(S k = 1) = - 
77 


724 



Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Couples de variables aleatoires discretes 


CORRIGES 


S k suit done la loi de Bernoulli S(-). En particulier : 


E(5,)= - 

n 

V(J t )= -fi-- 

n \ n 


2) SkSt prend les valeurs 0 (lorsque 5 a- = 0 ou 5i = o) ou 1 
lorsque S k = S{ = 1, done SkSc suit une loi de Bernoulli de 
parametre p = P(S k = S( = 1). 

Sachant que S* = 1, la boule numero k est pose sur la case k. 
Le numero N{ de la boule posee sur la case k est un entier com- 
pris entre 1 et n different de k (soit (n - 1) possibility) ; par 
hypothese, il y a equiprobabilite, done : 


Psk^Ni = 6) = 


1 


72 — 1 


D’apres la formule des probability composees : 

P(S k S c = 1) = P{S k =S ( = 1) 

= Ps k =i(S c = 1 )P{S k = 1) 

1 1 


77(77 - 1) n 2 - n 

3) Le nombre de coincidence S est : 

S = S 1 + ■ ■ ■ + S n 
L'esperance etant lineaire : 


E(S) = ^E(J t ) = 1 


n termes 
egaux a i 


En moyenne, il y a done une seule coincidence ! 
La variance se calcule par bilinearite : 


V (5 ) = V 




\k=l 
( n 


= Cov 


n \ 

y ,s e 


En distinguant les n cas ou k = C, sachant que Cov (Sk,S k ) 
V (5 k) et les n 2 - n cas ou k t- k : 


V (5 ) = YjY(Sk) +J] Cov (S*,S,) 


n - n termes 


egauxai(l-i) egaux a -4 

= f,-i) + l=2-l 

n / n 


1) X = 1 lorsque Lon tire une boule blanche (5 possibilites), 
0 sinon (4 possibilites). Nous sommes en situation d' equipro- 
babilite : 

w = 1) = § 

Done X suit la loi de Bernoulli S (| 

2) Lorsque X = 1, il reste 4 boule blanches et 4 noires dans 
l'urne, done : 

Px=i(Y = 1 ) = P X=1 (Y = 0)=l = l 

o A 

Lorsque X = 0, il reste 5 boule blanches et 3 noires dans l'urne, 
done : 

Px=o(Y = 1 ) = | 

O 

Px=o(Y = 0 ) = l 

O 

Nous pouvons resumer les calculs par l’arbre de probabilite : 

I X = 1 et Y = 1 



X = 1 


X = 0 


2 X = 1 et Y = 0 
| X = 0 et Y = 1 


X = 0 et Y = 0 



D'apres la formule des probability composees, nous en dedui- 
sons la loi conjointe du couple (X, Y) (ou nous avons simplifie 
partiellement les fractions en les ecrivant toutes sous la forme 


18 


\k= i e=i ) 

Y X 

0 

i 

Loi de Y 

^ Cov (5 k , S c) 

0 

3 

18 

5 

18 

8 

18 

1 <k<n 

1 

5 

5 

10 

1 <l<n 

18 

18 

18 

n 2 termes 

Loi de X 

8 

18 

10 

18 
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Notons que X et Y suivent le meme loi de Bernoulli S(p) oil 
_ 10 _ 5 
P ” 18 ” 9 

V(X) = V(F) 

20 

^ ' 81 

3) Soit Z = XL. Z = 0 lorsque X = 0 ou Y = 0, et Z = 1 lorsque 
X = Z = 1. Z suit done la loi de Bernoulli S(p') oil 


P' = e([x = l] n [Y = l]) = - 


En particulier : 


E (Z) = E (XY) = p' = — 


4) Nous pouvons calculer la covariance du couple ( X , Y ) avec 
la formule de Huygens : 

Cov (X, Y) = E (XT) - E (X) E (Y) 

5 5 5 

TC 5 5 

_ 5 (l 5\_ 5 

” 9 \2 9/ 2x81 

Nous en deduisons la variance de (X + Y) en developpant par 
bilinearite : 

V(X + Y) = Cov(X + Y,X+ Y) 

= V (X) + V (Y) + 2 Cov (X, Y) 

20 / 5 

= 2 x — + 2 x 

81 \ 2x81 

_ 40 - 5 _ 35 

81 ”81 

Le coefficient de correlation lineaire p(X, Y) du couple (X, Y) 
est defini par : 


P(X, Y) = 


Cov (X, Y) 

VV(X)V(y) 


Comme V (X) = V (Y) : 


P(X, Y) = 


Cov (X, Y) 

v(x) 

5/(2 x 81) 


20/81 


Sachant que X 3 = k, X 3 suit la loi uniforme sur [1, fcj : 

V/ < k, P X3=k (N 3 =0=1 

D'apres la formule des probabilites composees, nous en dedui- 
sons la loi du couple (X, Y) et les lois marginales : 


Ni ^3 

1 

2 

3 

Loi de N 3 

1 

1 

1 

1 

11 


3 

6 

9 

18 

2 

0 

1 

6 

1 

9 

5 

18 

3 

0 

0 

1 

9 

1 

9 

Loi de X 3 

1 

3 

1 

3 

1 

3 



1 


2) Nous avons identifie la loi marginale de N 3 en dressant le 
tableau de la loi conjointe. Nous en deduisons : 

3 

E (N 3 ) = Y J kP(N 3 =k) 

X,(±) + ,(■ 

18 \ 18/ \9 

_ 27 _ 3 
” 18 ” 2 

D'apres le theoreme de transfert 

3 

e(x 3 2 ) = Y J k 2 P(N 3 = k) 


11 2 / 5 \ o2 /l 

= — + 2 2 — + 3 2 - 
18 \ 18/ \9 

- — 

~ 18 


D'apres la formule de Huygens : 

V(/V 3 ) = e(iV 3 2 )-(E(/V3)) 2 

- _/3\ 2 _ 17 

”18 \2j ” 36 

3) La loi conjointe n'est pas le produit des lois marginales. Par 
exemple : 


1) X 3 et N 3 sont a valeurs dans Jl, 3J. X 3 suit la loi uniforme 
sur [[1,3]] : 

VH[1,3], P(X 3 =0=^ 


P([X 3 = 1] n [N 3 = 3] = 0 t P(X 3 = 1) P(N 3 = 3) 


done /V 3 et X 3 ne sont pas des variables independantes. 
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4) La famille (X„ = 0i<;<„ est un systeme complet d'evene- 
1 

ments de probabilite Lorsque X„ = £, nous avons : 
n 

Ml = !ltsf 

[0 si k > £ 

Done, d’apres la formule des probabilities composees : 

( — si k < i 

P(iX n =€\d [N„ = it]) = nl 

[0 si k> l 

D'apres la formule des probability totales, nous en deduisons : 

n 

P(N n = *) = £ P([Xn = fl n [N„ = k]) 
e=i 

= iy 1 

n 4-f ( 


C=k 


5) Par definition : 


l(N n ) = YjkP(N n = k) 


k= 1 
n n 


=Z(Es) 

k= 1 l=k 

Z k 

\<k<e<n 

Nous pouvons done intervertir l’ordre de sommation : 

€=\ k=l 

_v/i w+i)\ 


Nous pouvons simplifier { et factoriser ^ : 


EW " ) = yZ^ + 


Nous pouvons calculer la somme en decomposant : 

n n n 

2 > +l )= Z^I 1 


e=\ (=i 

n(n+l) n 

n(n + 3) 


Et nous concluons : 


E (N„) = 


n + 3 


1) A Pinstant 0, le mobile est a l'abscisse 0. II passe a l'abscisse 
1 a l’instant 1 avec probabilite 4 ou reste a l’abscisse 0. Xi suit 
done la loi de Bernoulli ® (^)- 

2) Demontrons par recurrence sur neN que A„(D) = JO, nj. 

a) Initialisation 

Par hypothese X 0 (£X) = |0). Nous avons de plus verifie a la 
question 1 que Xi(£2) = {0, 1) 

b) Heredite 

Supposons la propriete vraie au rang n et demontrons la au rang 
n + 1. A P instant n, le mobile est sur une case d'abscisse 0 a 
n. S’il est sur la case d'abscisse k, il sera sur la case d'abscisse 
k + 1 ou sur la case d’abscisse 0 a l'instant n + 1 : a Pinstant 
n + 1, le mobile est sur une case d’abscisse 0 a n + 1, done 
X„ +1 (n)cI0,n+lJ. 

Reciproquement, si^€jl,n+lj, par hypothese : 

Px n =e-i(X n+1 = €) = 


e+i 


Done : 


Enfin : 


P(X„ +i =€) = — — -P(X n = t - 1) t 0 
£ + 1 


P(X n+l = 0) 

n 

= ^ P(\X„ = k\ n \X n+l = 0]) 

k = 0 
k=0 

Nous en deduisons l'inclusion reciproque : JO, n+ 1| c X, I+ i(D) 
done X n+l ai)= || 0,n+ l||. 

c) Conclusion 

La propriete est vraie pour n = 0, elle est hereditaire, done vraie 
pour tout n 6 N, e’est a dire : pour tout n s N X„(D) = |[0, «J 

3) Soit n 6 N et k e Jl,n]|. Si le mobile est place sur la case 
k— 1 a Pinstant n - 1, il sera sur la case k a Pinstant n avec pro- 
babilite = iTT’ d° nc > d'apres la formule des probability 

composees : 

P(X n = k) = = k) x P(X n _i =k- 1) 

k P(X n ^=k- 1) 


k+ 1 


4) Demontrons par recurrence sur n e N la propriete P(n) : 


Vfc < n, P(X n =k)= -u n -k 

k + 1 
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a) Initialisation 

P(X o = 0) = car uq = P(Xq = 0), done P(0) est vraie. 

b) Heredite 

Soit n > 1. Supposons la propriete vraie au rang n - 1 et de- 
montrons la au rang n. Si k = 0, par definition de u„ : 

P(Xn = 0) = 

car //„ = P(X„ = 0) 

Si fc > 1, 

P(X n = k) = -^-P(X n _ l =k- 1) 
k + 1 

Par hypothese de recurrence 

P(X , ,_i = A: - 1) = 

Done : 


P(X n = k) 

k 1 

- k+Uk-D + l^- 1 ^ 

1 


done la propriete est vraie au rang n. 

c) Conclusion 

La propriete est vraie pour n = 0, elle est hereditaire, done vraie 
pour tout n 6 N, e’est a dire : pour tout n e N 

Vfc < n, P(X n =k)= -r—7U n - k 
k+ 1 


5) La probabilite totale de X„ est : 

n 

£ P(X n = k)= i 

k = 0 

Nous avons : 

Vfc < n, P(X„ =k)= — i—Wn-r 
k+ 1 

Done, en posant ( = n — k: 


n 


I 

f=0 


lit 

n + 1 - £ 


= 1 


6) Lorsque n = 0, la formule s’ecrit : 
u 0 = 1 


Lorsque n = 1 : 


«o , 

T + Kl 


Done !<! = -. Lorsque n = 2 : 


done : 


Lorsque n = 3 


Mo Ml 

— + hl/2 — 1 

3 2 


2 12 12 


I/O Mi Z/2 , 

j + y + y+iL - 1 


done : 


_ i _ 15 _ 9_ _ 3 
“ 3 ~ 24 ~ 24 ~ 8 


7) Soit n > 1. Nous avons demontre a la question 3 : 


P(X„ = k) 


k+ 1 


P(*_i=k-1) 


C’est a dire, en multipliant par ( k + 1) : 


(k + 1 )P(X„ =k) = kP(X n -i =k- 1) 

En faisant la somme pour k variant de 1 a n : 

n n 

£(* + i )P(Xn = *) = £ kP(X „_ i = k - l) 
&=1 *=1 

Nous pouvons calculer : 

n 

Yjk + 1 )P(X n - k) 

k= 1 

n n 

= Y J kP(Xn = k) + Y J P(Xn = k) 
k= i r=o 

E(X„) 1 

-P^j=_0) 

Un 

En posant {■ = k - 1, nous pouvons calculer : 

IT 

J j kP(X n =k- I) 

*=1 

n-1 

= JV + i)P(X„_, = o 
{=0 

n— 1 n— 1 

= ^tf(L„=Q + ^P(X„=Q 
r=o f=o 

1 
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Nous en deduisons : 

E(X„) + \ — u n = E(X„_,) + I 

C’est a dire : 

E(X„) = E(X„_!) + u n 

Sachant que E (Xo) = 0, nous pouvons en deduire, par recur- 
rence sur n > 1 : 

n 

E(X„) = ^ u k 
*=1 


27.14 


Notons p = P{B) = ^etq=l-p = P(R). 


1) L’evenement Xi = £ se decompose : 


[X! = = [Bi nR M ] 

u [/?! n • • • n n b m ] 


Done, d’apres la formule des probabilites composees : 


p {Xl = £) = p c q + q { p 


2) Verifions que Xi est bien une variable aleatoire. 

+oo +oo 

Y J P(X t =f) = J\p e q + q t p 
(= 1 (=1 


Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier 
terme pq, de raison p, et la serie geometrique de premier terme 
qp, de raison q. Comme p e]0, 1[ et q e]0, 1[, les series 
convergent et on en deduit : 


2 P(X ' = Q 

e=i 


pq qp 

i -q i - p 


La serie 2 £p e ~ l est la serie derivee de la serie geometrique 
de raison p e]0, 1[ : elle est done convergente. De nieme, la 
serie 2 £q e ~ l est la serie derivee de la serie geometrique de rai- 
son q e] 0 , 1 [ : elle est done convergente. X t a done une espe- 
rance, et : 


E(Xi) = pq(Z { P C 0 + P^iZ {c l C 0 

e=\ £=\ 



3) Posons x = £. Nous savons que _>c > 0 et E(Xi) = x + \. 
Etudions la fonction tp : x i — * x + K <p est definie sur ]0, +oo[, 
derivable, de derivee : 

<p'(x) = 1 - -4 

x L 

Le tableau de variation de < p est done : 



0 1 + 00 

p’(x) 

0 + 

ip(x) 

+oo \ 2 y +oo 


En particular, E (X) > 2 avec egalite lorsque x = 1, e'est a dire 
p = q = 5 , done k = 3. 

E(Xi) est done minimale lorsque k = 3, de minimum 

E(X!) = 2. 

4) Si on note et Rik.tj les evenements : 

Bik.ci = Bk n B k+1 n • • • n s f 
Ru/i = Rk n R k+ 1 n---r\R c 

pour i et j 6 N*, l'evenement [X t = i]n[X 2 = j\ se decompose : 


Comme p + q = 1, nous avons p=l— qetq=l-p : 


X P(X i = €) 

e= l 


pq + qp_ 
p q 


— q + p — 


l 


[Xi = i] n [x 2 = j] 

- n /?[(+l,i+/l n 6 ; + 2 + l] 

u [^iui n Bgj+ij+jj n X, + j + ij 


Xi admet une esperance si la serie 2 £P(X i = £) converge. 


Fixons N 6 N et calculons : 

N N 


^mx ] =£) = Y J i{p ( q + q t p) 

e=i e=\ 

En developpant et en regroupant : 

N N 

Y J CP(X l =€) = pq Z (P< ' 

€=l V£=l 

+ pq[Z ( 4' 


D’apres la formule des probabilites composees : 
P{[X, = i] n [X 2 = j)) = p‘q J p + q‘p j q 
= p ,+ Y + p j q‘ +l 

5) La loi marginale de X 2 se calcule, pour £ 6 N* : 

+ 00 

P(X 2 = t) = Z P(Xl = 1 et Xl = 


1=1 

+oo 


= 2> i+ y+/>v +i ) 
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On reconnait la somme de la serie geometrique de premier 
terme p 2 q c , de raison p, et de la serie geometrique de premier 
terme p e q 2 , de raison q. Comme p s]0, 1[ et q e]0, 1[, les series 
convergent et on en deduit : 


2 1 2 1 

P{ x 2 = 0 = L2L + «p 


1 ~P 1 ~q 

C’est a dire, puisque l-p = qetl-q = p : 


P(X 2 =€) = p 2 q 1 - 1 + q 2 p e ~ 1 


X 2 est bien une variable aleatoire si P(X 2 = oo) = 0, c’est a dire 
si la probability totale verifie : 

+QO 

2 P(X 2 = 0=1 

t=i 


Nous savons que les evenements [X 2 = C\ pour f e N' sont 
deux a deux incompatibles, done la serie 2 P(X 2 = C) est 
une serie a terme positifs, convergente, de somme majoree par 
P(Q) = 1. Puisque la serie est convergente, nous pouvons cal- 
culer : 


p e]0, 1[ : elle est done convergente. X 2 a done une esperance, 
et : 

4-oo 4-oo 

E(X 2 ) = p 2 (jriq e - l ) + q 2 (][,fp e - 1 ) 
e = l t = t 



= 2 

6) a) Si k ± 3, nous avons p t- q. 

P(Xi = letX 2 = l ) = p 2 q + pq 2 

= pq(j> + q) = pq 

De plus : 

P&l = 1) = 2 pq 
P{X 2 = 1 ) = p 2 + q 2 

Done : 

P(X i = \)P(X 2 =\) = 2pq{p 1 + q 2 ) 
Nous en deduisons : 


4-oo 


4-oo 


^ P(X 2 = 0 = X (, p¥ 



On reconnait la somme de la serie geometrique de premier 
terme p 2 , de raison q, et de la serie geometrique de premier 
terme q 2 , de raison p. Comme p e]0, 1[ et q e]0, 1[, les series 
convergent et on en deduit : 


+ °° „2 _2 

^P(X 2 = Q = -^ + -^ 

ti !-« l ~p 

C’est a dire, puisque l-p = qetl-q = p : 

4-QQ 

Y l P(X 2 = t) = p + q= 1 

(= l 

X 2 est done bien une variable aleatoire. 

X 2 admet une esperance si et seulement si la serie 2 EP{X 2 = P) 

r 

converge. Fixons N e N, et calculons : 

2 = 0 = 2 {\p 2 q e ~ l + <?V _1 ) 

t=\ €=\ 

= p 2 j\eqt-' + q 2 j\Ep<-' 


P(X 1 = 1 )P(X 2 = 1) 

= p([X, = 1] n [X 2 = 1]) 

<=> lpq[p 2 + q 2 ) = pq 

Sachant que p t 0 et q 0, nous pouvons simplifier par pq. 
De plus : q = 1 - p, done q 2 = 1 - 2p + p 2 : 

P(X i = 1 )P(X 2 = 1) 

= p([Xi = l] n [x 2 = l]) 

<=> 2(p 2 + 1 - 2p + p 2 ) = 1 

? 2 

<=* 4p 2 - 4p + 1 = 0 
<=> (2p - l) 2 = 0 

Lorsque p t e'est a dire lorsque k t 3, nous en deduisons 
que 

P(X i = \)P(X 2 = 1) 

* Pm = l] n [X 2 = l]) 

done les variables X\ et X 2 ne sont pas independantes. 

b) Lorsque k = 3, p = q = j. Les lois de 2 li, X 2 et du couple 
sont : 

P(K=Q = ^ 

pm = i] n [X 2 = j]) = 

p v 2 =»=b 
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La loi du couple est egale au produit des lois marginales, done 
les variables X\ et X 2 sont independantes. De plus, elles suivent 
toutes les deux la loi geometrique ^(^)- 


27.15 


1) a) Soit Ga l’evenement : rile joueur A gagnez. 

En notant le vainqueur successif de chaque partie, Ga est la 
reunion des evenements : 

• AA : A remporte les deux premiers matchs, 

• ( AB)"AA : A remporte le premier match, B le suivant, et ainsi 
de suite n fois, avant que A l’emporte deux fois consecutive- 
ment, 

• {BAY A '■ B remporte le premier match, A le suivant, et ainsi 
de suite n fois, avant que A remporte le 2 n + 1-ieme match. 


En developpant et en simplifiant : 


2 P ( X = *) 

k=2 


l-p + p 1 
1 - p + p 2 


On note Y la variable aleatoire egale au nombre de parties ga- 
gnees par A au cours d’un jeu. 

c) Sachant que X = 2 n, Y = n + 1 si A l'emporte (e’est l’eve- 
nement (A6)" _1 A 2 ). 


Px=2n(X — U + 1) 


p "+l q n-l 


(. pqY - 1 ( P 2 + q 2 ) 

„2 


p 2 + q 2 


p(g a ) = Y p ( AB y i p(AA ) + Y P(BA ' ,n 


(p«r 


(qp)“ 


On reconnait la somme des series geometriques de raison pq, 
de premier terme respectif p 2 et qp 2 . Comme pq e]0, 1[ les 
series convergent et : 


P(Ga) = 


P 2 a + g ) 

i -pq 


b) Lorsque n > 1 : 

{X = 2n) = |(AB)" _1 A 2 , (BA)" -1 B 2 J 
P(X = 2/7) = (pq)"-' (p 2 + q 2 ) 

De meme, lorsque n > 1 : 

{X = 2/7 + 1) = { {ABfB, {BAY A} 

P(X = 2n + 1) = {pqf (p + q) = (pqf 

l 

Verifions que X est une variable aleatoire reelle en calculant la 
probabilite totale : 

+OQ 

p=Y p < x=k ) 

k=2 

+oo +oo 

= y p(x = 2,? ) + Y P(X = 2,7 + 

n = 1 n = 1 

+oo +oo 

= Y {pq) " 1 ( p 2 + q 2 ) + Y {pq) " 

11=1 11=1 

On reconnait la somme des series geometriques de raison pq, 
de premier terme respectif p 2 + q 2 et pq. Comme pq e]0, 1[ la 
serie converge et : 


Sachant que X = 2 //, Y = n — 1 si B l'emporte (e’est l’evene- 
ment (BAY~ l B 2 ). 


Px=2n(Y = n - 1) 


p-V +1 


{pqY 1 ( p 2 + q 2 ) 

„2 


q 


p 2 + q 2 


La loi conditionnelle de Y sachant (X = 2/7) est done : 


Px= 2 n(Y = k) = 


p 2 + q 2 


si k = n + 1 

si k = n - 1 
sinon 


Sachant que X = 2/7 + 1, Y = n + 1 si A l’emporte (e’est l’eve- 
nement {BAY A). 


,1+1 n 

Px=2n(Y = n+ 1) = l -—k- = p 

( pqY 

Sachant que X = 2n + 1, Y = n si B l’emporte (e’est l’evene- 
ment (AB) n B). 


Px= 2 n(Y = n) = 


p „q"+i 

( pqY 


= q 


La loi conditionnelle de Y sachant X = 2n + 1 est done : 


p si k = n + 1 


2 p ( x = V 


© k= 2 


p 2 + q 2 + pq 

i -pq 


p 2 + (1- p) 2 + p{ \- p) 

I-P(l-P) 


Px=2„+i(Y = k) = 


q 


si k = n 


0 sinon 
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d) Lorsque k > 2, nous pouvons decomposer l’evenement 
Y = k: 

i. si B l’emporte apres avoir perdu le premier jeu, c’est l’evene- 
ment (AB) k B : 

P((AB) k B) = (pqfq = pV +I 

ii. si B l’emporte apres avoir gagne le premier jeu, c’est l’eve- 
nement ( BA) k B 2 : 

P((BA) k BB ) = (pqfq 2 = p k q k+2 

iii. si A l’emporte apres avoir perdu le premier jeu, c’est l’eve- 
nement (BA) k ~ l A : 

P{(BAf- l A) = (pqt'p = p k q k - 1 

iv. si A l’emporte apres avoir gagne le premier jeu, c’est l’eve- 
nement (AB) k ~ 2 A 2 : 

P((AB) k ~ 2 A 2 ) = (pq) k ~ 2 p 2 = p k q k ~ 2 


que l’on peut prolonger : 

A n A n +1 



oil on note que, sachant E„, A l’emporte s’il remporte les 2 n + 1 
et 2 n + 2-emes matchs : 

P E Mn + 1) = P{A 2 ) = p 2 

B l’emporte s’il remporte les 2 n + 1 et 2 n + 2-emes matchs : 

P En {B n+ i) = P{B 2 ) = q 2 

et A et 6 sont a egalite apres les 2 n + 2 premieres parties si A 
emporte un match et B 1" autre : 


Done, en faisant la somme sur tous les cas possibles, lorsque 
k> 2: 

P(Y = k) = p k q k ~ 2 (l +q + q 3 + q 4 ) 

(l+ 9 )(l+9 3 ) 

= pV _2 (i + ?)(i + q 3 ) 

Lorsque k = 1, A ne peut pas l'emporter; seul les deux pre- 
miers cas sont possibles : 

P(Y = 1) = (1 + p)q 2 

Lorsque k = 0, B remporte les deux premier matchs : 

P(Y = 0) = q 2 


Pe„(E„ +1 ) = P(AB) + P(BA ) = 2 pq 

b) D’ apres la formule des probabilites composees : 

P(A„) = p 2 P(E n _ l ) 

P{A„+i) = p 2 X 2 pq X P(E n - 1 ) 

= 2 pqP(A„) 

La suite (-P(A„))„ efJ , est done une suite geometrique de premier 
terme P(Ai) = p 2 , de raison 2 pq : 

Vn > L P(A n ) = apqf-'p 1 

c) La probabilite que A gagne est : 


2) Regie du jeu : pour gagner, un joueur doit gagner deux par- 
ties de plus que /’ autre. 


Notons A„ l’evenement « le joueur A gagne en 2n parties », B n 
l'evenement « le joueur B gagne en 2 n parties » et E„ l’evene- 
ment « les joueurs A et B sont a egalite apres 2 n parties » 


a) On peut representer le jeu par le graphe suivant : 



2 P(A n ) = Yjdpqr'p 2 

n= 1 n= 1 


On calcule la somme de la serie geometrique de premier terme 
p 2 , de raison 2 pq. Comme 2 pq = PlEY) s]0, 1[ la serie 
converge et : 


I> a ") = TT 


2 pq 


Soit t P(X > t) la fonction d’ antirepartition de 
la variable aleatoire X. Elle se deduit de la fonction de reparti- 
tion : 

Vf 6 R, P(X > t) = \ - P{X < t) 
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La fonction de repartition caracterise la loi de X, done la fonc- 
tion d’ antirepartition caracterise egalement la loi de X. Lorsque 

X ^ Gip) : 

+ 00 

Vn € N, P(X > n) = ^ pcf~ l ou q = 1 - p 

k=n + 1 


i. Par le choix de la A>ieme boule, parmi les pN boules ga- 
gnantes, 

ii. Par le choix des n — 1 autres boules, qui forme une n — 1 liste 
sans repetition parmi les IV - 1 boules restantes 

En particulier : 


Nous calculons la somme de la serie geometrique de premier 
terme pq", de raisons q. Comrne q e]0, 1[, la serie converge et : 

P{X > n ) = = q" car p = 1 - q 

i -q 

La fonction d’ antirepartition du minimum de deux variables 
aleatoires independantes est le produit des fonctions d' antire- 
partition. En effet : 

f’(min(Xi,X 2 ) > n) = P(Xi > n etX 2 > n) 

= P(X l > n) P (X 2 > n ) 

Si X[ c -> GiPi) et X 2 c -» GiPi)* nous en deduisons : 

PfmintX,, X 2 ) > n ) = (qtqiT 


card (Zj- = 1) = pN^\ = card (X, = 1) 


done : 


P(X k = 1 ) = P(Xi = 1 ) 


X] = I si on tire une boule blanche au premier tirage, dans 
une urne contenant une proportion p de boules blanches, done 
P(X i = 1) = p et on conclut que, pour tout k < n : 


P(X k = 1) = P(X, = 1) = p 


Les variables X k suivent done toutes la loi de Bernoulli Sip). 
En particulier, E(X k ) = p pour tout k e [[ 1 , «]|, done, par linea- 
rite : 

n 

E(X) = ^E (X k ) = np 

k= 1 


qui est la fonction d’ antirepartition de la loi Qip) ou la proba- 
bilite d'echec est q = q\q 2 - La probability de succes est done : 

p=\-q 

= 1 - (1 - PjXI - p 2 ) 

- Pi + Pi ~ P1P2 

Commenfons par modeliser le probleme : 

• Univers : l'univers Q est l'ensemble des n-listes sans repeti- 
tion parmi les N boules de l’urne. 

• Probabilite : (£1, PiQ.)) est muni de la probability uniforme. 
1) Si on note Xi, X 2 , ...X„ les n variables de Bernoulli : 


X k = 


1 si le fc-ieme tirage est un succes 
0 si le £-ieme tirage est un echec 


Le nombre de succes a l’issue des n tirages est : 


k= 1 


2) X compte le nombre de succes lors d’un tirage sans remise 
de n boules dans une urne contenant N boules, dont une pro- 
portion p de boules gagnantes : X suit done la loi hypergeome- 
trique 'H(N, n,p). 

a) X k vaut 0 ou 1 : elle suit done une loi de Bernoulli, 


b) l'evenement X k = 1 est l'ensemble des n-listes sans repeti- 
tion, telle que le fc-ieme element de la liste est une boule ga- 
gnante. Une telle liste est entierement determinee : 


3) La variance se developpe par bilinearite : 


V(X) = 



= Cov 


( n n 


\k= i e=\ 


x e 


= 2 Co w(X k ,X t ) 

1 <k<n 
1 <€<n 


n 


2 


termes 


En distingant les n cas ou k = sachant que Cov(X^,X^) = 
V (Xk) et les n 2 - n cas ou k ^ £ : 


V (X) = ^ V (X k ) + Y, Cov (X,, X() 

k=l kte 

n termes n 2 - n termes 

4) La covariance se calcule par la formule de Huygens : 

Cov (X,, X ( ) = E (X k X f ) - E (X k ) E (X f ) 

a) X k X f vaut 0 ou 1 : elle suit done une loi de Bernoulli, 

b) l’evenement |X*Xf = 1) est l’ensemble des n-listes sans re- 
petition, telle que les £-ieme et ^-ieme element de la liste sont 
deux boules gagnantes. Une telle liste est entierement determi- 
nee : 
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Cov (X k , Xt) = E (X k X c ) - E <X t ) E (X ( ) 


i. Par le choix de la L-ieme boule, parmi les pN boules ga- Nous en deduisons la covariance : 
gnantes, 

ii. Par le choix de la f-ieme boule, parmi les pN - 1 autres 
boules gagnantes, 

iii. Par le choix des n - 2 autres boules, qui forme une n — 2 liste 
sans repetition parmi les A - 2 boules restantes 

Ainsi, card (\X k X f = 1]) = pN{pN - et 


= P 


= P 


pN- 1 
N- 1 

pN- 1 


~P 


P(X k X { = 1)= ! 


pN(pN- \)W 

rnn 


n-2 

V-2 


= P 


N- 1 

pN pN + p 

A- 1 


m 

' N- 1 


= P : 


pN(pN - \){N - 2)!(A - n)\ 
( N-n)\N\ 
pN(pN - 1) 

N(N - 1) 
pN - 1 


5) Le calcul de la variance de la sonime est done : 

n 

W(X) = Yj W + 2 Cov {Xk » 


A- 1 


n termes 
egaux a pq 


n — n termes 
egauxa-jit- 


Ainsi X k X c suit une loi de Bernoulli de parametre p 


E (X k X ( ) = P(X k X, = 1) 


= P 


( pN - 1 ) 
A- 1 


(i \ pq 
= npq -(n -n) — 


et 


= npq 1 1 — 


n — 1 

yv- 1 


/ pN - 1 \ 

( N — n\ 

1 A-l J 

= ' w (a-i) 
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Introduction 

Les connaissances exigibles sont de deux natures : une maitrise minimale de l’en- 
vironnement PASCAL et une liste de savoir-faire en lien avec le contenu du cours 
de mathematiques. 

L’evalutation aux concours se presente sous plusieurs formes : 

• ecrire un programme 

• completer un programme donne 

• commenter un programme donne 


Objectifs 

• Initiation a l’algorithmique 

• Apprentissage du langage Pascal 

• Mises en oeuvre sur les notions du cours de mathematiques : nombres, suites, 
variables aleatoires, etc. 


Prerequis 

• Les notions du cours de mathematiques qui sont manipulees. 


20.1 Environnement PASCAL 


28.1.1 Presentation generate 

Algorithmie et programmation 

Un algorithme est la description d’une suite finie d’operations permettant d’arriver a 
un resultat final determine. En rajoutant le formalisme du langage utilise, ici le Turbo- 
Pascal, cette description est appelee programme. Ce langage se structure sous la forme 
d’un fichier-programme : il doit etre compile (c’est-a-dire traduit en un programme que 
peut executer Tordinateur) avant d’etre execute. 
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Exemple 


Exemple d’un algorithme et d’un programme qui calcule 


Z 


1 

k 


Initialiser la variable saO. 

Pout k variant de 1 a 12 faire : 

rajouter j a s (s <— s + |) 
Sortie : Afficher s 


VAR k : INTEGER; s: REAL; 

BEGIN 

s:=Q; 

FOR k : =1 TO 12 DO s:=s+l/k; 
WRITE (’Le resultat est : ’,s); 
READLN ; 

END. 


Exemple 


Voici un exemple de programme plus detaille : calcul de 






PROGRAM Coeff_Binomial; 

CONST n=12 ; 

VAR p: INTEGER; 
resultat : REAL; 

FUNCTION fact (k : INTEGER) : REAL ; 
VAR j: INTEGER; 

aux : REAL ; 

BEGIN 
aux:=l ; 

FOR j:=l TO k DO aux:=aux*j; 
fact :=aux; 

END; 


} Constantes numeriques 
) Variables utilisees dans 
f le corps du programme 


Fonction calculant k\ 


PROCEDURE PparmiN(p,n: INTEGER; VAR coeff :REAL) ; 
BEGIN 

IF (n<0) OR (p>n) OR (p<0) THEN coeff: =0 
ELSE coeff : =fact(n)/fact Cp)/fact (n-p) ; 

END; 

{Debut de programme proprement dit ! } 

BEGIN 

WRITE ( ’ Donner un entier : ’); 

READLN (p) ; 

PparmiN (p , 12 , resultat) ; 

WRITE (p, ’ parmi 12 vaut : ’ .resultat : 0:0) ; 
READLN ; 

END. 


( Procedure calculant ( ) 

\p> 

} Commentaire du programmeur 

) Communication entre 
j le programme et l ’ utilisateur 
} Calcul de p parmi 12 

j Affichage du resultat 


Un programme comporte deux parties : 

► le corps du programme : cette partie est delimitee par les balises BEGIN . . . END . 
et contient les instructions a executer de maniere successive. 

► une partie declarative : preambule au corps du programme, cette partie est optionnelle 
et permet de definir des outils qui seront utilises dans le corps du programme : 

• donner un nom au programme avec l’instruction PROGRAM Nom; 

• des contantes numeriques : CONST . . . ; 

• de nouveaux types de variables : TYPE . . . ; 

• des variables : VAR . . . ; 

• des fonctions : FUNCTION . . . ; 

• des procedures : PROCEDURE . . . ; 

Voici un programme de bienvenue : BEGIN 

WRITELN (’ Bonne lecture’); 

READLN ; 

END. 
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Les noms de fonction, de pro- 
cedure, de variable et celui 
du programme sont des iden- 
tificateurs du langage Pascal, 
ils sont composes de lettres, 
de chiffres et de _ et com- 
mencent necessairement par 
une lettre. II y a quelques 
contraintes : etre differents 
entre eux, ne pas contenir 
d'espace ou d'operation (-), 
ne pas etre un des mots du 
langage PASCAL (AND, THEN, 
FUNCTION, VAR, . . . ). 


25.1.2 



Toutes les variables utilisees 
dans le corps du programme 
doivent etre declarees, avec 
leur type, au debut du pro- 
gramme apres la mention VAR. 



Faire attention a la taille des 
entiers I En particulier, dans la 
manipulation des factorielles, 
il est plus prudent de decla- 
rer le nombre en REAL car le 
depassement des bornes en- 
gendre des erreurs de calcul. 
(cf page 742) 



Certaines affectations neces- 
sitent que la variable soit ini- 
tialisee : 


x:=x+l; augmente de 1 

la valeur contenue 
dans la variable x 
x : =x*x ; la valeur finale de x 
est le carre de la 
valeur initiale 


25.1.3 


Quelques points de syntaxe 

. Le compilateur Pascal ne fait pas la difference entre les minuscules et les majuscules : 
nous ecrirons, par defaut, les structures du langage en majuscule. 

. Chaque instruction elementaire est suivie d’un point-virgule (exceptee celle precedant 
les commandes ELSE , THEN, DO, TO, DOWNTO, et le END final qui lui est suivi d’un 
point). 

. Les nombres a virgule s’ecrivent avec un point : 1.2 au lieu de 1,2. 

. II est possible, entre accolades, d’ecrire des commentaires qui ne seront pas lus par le 
programme lors de son execution. 


Variables et types 

-4 Notion de variable 

Une variable en informatique est definie par son nom (identificateur du langage Pascal) 
et son type : l’ensemble des valeurs possibles et des operations qui lui sont compatibles. 
La variable contient une valeur qui est necessairement du type auquel elle appartient. Par 
exemple, dans une variable definie comme un nombre entier, de type INTEGER, il ne sera 
pas possible de Stocker le nombre 0.5 

Les constantes sont des variables numeriques de type INTEGER ou REAL et leur valeur 
n’est pas modifiable lors de T execution du programme : elles sont declarees separement. 
Elies permettent de rendre un programme modulable "simplement" (cf. page 745). 

■4 Le type d’une variable : il y en a quatre a connaitre, 


Type 

Description 

Bornes 

REAL 

Nombre reel 

nul ou de valeur absolue 
entre 2, 9 10" 39 et 1,7 10 38 

INTEGER 

Entier 

entre -2 31 et 2 31 - 1* 

BOOLEAN 

Booleen (test logique) 

TRUE et FALSE 

ARRAY 

Tableau 



★ : Actuellement les compilateurs courants travaillent avec 32 bits (dont un bit pour le signe). 
Prochainement ils travaillerons en 64 bits. 2 31 = 2147483648. 


Remarque - Une simulation d’un lancer de piece peut donner lieu a 1’utilisation d’une 
variable de type CHAR qui est un caractere : par exemple a : = ’ P ’ . 

-> L’ affectation 

La commande nb : =PI ; permet d’affecter a la variable de nom nb la quantite egale au 
membre de droite : ici, la valeur de nb devient une valeur approchee de n (implementee 
en Turbo pascal dans la variable protegee PI). Cette commande ne pourra fonctionner 
que si le type est compatible. Ici, la variable doit etre declaree comme REAL. 


Les procedures WRITELN, READLN 

Il existe trois procedures d’ entree- sortie permettant une communication entre le pro- 
gramme et 1’utilisateur via une fenetre de texte et le clavier. Cela permet a l’utilisateur de 
fixer les parametres d’ execution du programme et d’afficher les resultats recherches. (Par 
exemple au programme CoeffLBinomial page 736) 
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Remarque - Les contraintes 
d'affichages (espacement et 
nombre de chiffre apres la 
virgule) sont utiles pour for- 
maliser proprement les resul- 
tats dans la fenetre de dia- 
logue. Au concours, revalua- 
tion etant a I'ecrit, il n'est pas 
necessaire de les preciser. 



II convient de terminer un 
programme par la commande 
READLN ; avant le END. final. 
Cela bloque la fenetre d'af- 
fichage jusqu'a ce que I'utili- 
sateur appuie sur une touche 
quelconque : ainsi, il est pos- 
sible de lire les resultats ! 


25.1.4 


• WRITELNC , , . . . ) ; permet d’ecrire dans la fenetre en effectuant un retour a la 

ligne apres l’ecriture ; les parametres sont separes par des virgules et sont de deux na- 
tures : du texte entre apostrophes des resultats numeriques ou logiques (des ex- 

pression a base de nombres et des variables de type REAL, INTEGER ou BOOLEAN). 

(i) cas d’un nombre reel : WRITELN (PI : 4 : 2) ; reserve un espace de 4 caracteres avant 
d’ecrire le nombre n avec 2 chifFres apres la virgule. Par defaut WRITELN (PI : 4) 
affiche l’ecriture scientifique du nombre n. 

(ii) cas d’un nombre entier : WRITELN(3*2+1 : 5) ; affiche 7 apres un espace de 5 ca- 
racteres. Il n’y a pas de chiffre apres la virgule a specifier pour un entier. 

(iii) WRITELN(a) ; ecrit dans la fenetre la valeur contenue dans la variable a. A ne pas 
confondre avec WRITELN ( ’ a ’ ) ; qui ecrit la lettre a dans la fenetre. 

• READLN ( ) ; permet de definir la valeur de variables numeriques avec des 

nombres entres au clavier par l’utilisateur, separes par la touche "Entrer". 

• La commande WRITE realise le meme travail que WRITELN sans effectuer de retour a la 
ligne. 


Rudiments caicuiatoires 

-*■ Operations elementaires : 

Les operations arithmetiques s’appliquent a des nombres : 1’ addition +, la soustraction 
la multiplication * et la division /. 



La puissance n'est pas definie comme une operation usuelle; trois alternatives sont possibles : 

• taper k*k*k au lieu de k“3 

• si x> 0 alors, x'a = EXP(a*LN(x)) 

• ecrire une fonction specifique pour x'n. (cf page 743) 


-4 Fonctions usuelles : 


Fonction 

Description 

Exemple 

a DIV b 

Quotient de la division d’entiers 

12 DIV 7 — * 1 

a MOD b 

Reste de la division d’entiers 

12 MOD 7 — > 5 

LN(x) 

Logarithme neperien 

LN(1) -> 8 

EXP(x) 

Exponentielle 

EXP(l) -> 2.71. . . 

TRUNC(x) 

Troncature 

TRUNC(1 . 2) -» 1 
TRUNC(-2 . 7) ^ -2 

ABS(x) 

Valeur absolue 

ABS(-ll.l) -> 11.1 

SQRT(x) 

Racine carree 

SQRT(1 .44) — > 1.2 

SIN(x) 

Sinus (en radian) 

SIN(PI/6) — > 8.5 

COS(x) 

Cosinus (en radian) 

C0S(PI/2) 8 

ARCTAN(x) 

Arctan (en radian) 

ARCTAN (1) 8.79 (^ 


20.2 Structures de base 


25.2.1 Structure se(\uent\e\\e 

La structure sequentielle est naturelle : c’est une liste d’ instructions que le programme va 
lire et executer l’une apres l’autre, dans 1’ordre d’ecriture. 
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Dans les structures suivantes, 
ces balises sont necessaires des 
qu'il y a plus d'une commande 
a executer. (cf page 740) 


Remarque - Ecrire pour etre 
lu ! Penser a mettre des com- 
mentaires entre accolades et a 
structurer votre presentation 
par des tabulations, en parti- 
culier entre ces balises. 


■4 Les balises BEGIN ... END; 

Les balises de redaction BEGIN . . . END; informent du debut et de la fin d’une suite 
d’instructions indissociables. Elies sont utilisees dans la declaration d’une fonction, 
d’une procedure. Le corps de programme est aussi encadree par de telles balises suivie 
d’un point. 

-4 Notion de variable auxiliaire 

Une variable ne peut contenir qu’une valeur. Lors de 1’ affectation d’une autre valeur, on 
ecrase et on perd la valeur initiale. Introduire une variable auxiliaire permet : soit de faire 
une copie de la valeur initiale pour qu’elle puisse etre reutilisee par la suite, soit de faire 
des calculs intermedaires sans modifier les variables principales. L’utilite des variables 
auxiliaires est temporaire, liee a une tache particuliere. 

Prenons pour exemple l’echange de valeurs entre deux variables. 


Au debut a et b contiennent respectivement 2 et 5. Une suite d" instructions doit amener a 
avoir 2 dans b et 5 dans a : 


Remarque - Le probleme d'af- 
fectations successives de va- 
leurs se pose lors du calcul 
d'un terme d'une suite recur- 
rente double (cf. page 742) 
ou d'un systeme recurrent (cf. 
page 741). 

II est conseille d'utiliser autant 
de variables auxiliaires que de 
calculs a faire. 


Contenu des variables a chaque etape 


Commandes 

a 

b 

aux 

Description 


2 

5 


Initialisation 

aux : =a ; 

2 

5 

2 

Copie de la valeur de a dans aux 

a:=b; 

5 

5 

2 

On met dans a la valeur contenue dans b 

b:=aux; 

5 

2 

2 

On met dans b dans la valeur initialement conte- 
nue dans a et sauvegardee dans aux 


25.2.2 Structure conditionnelle 

Suivant la valeur d’une expression booleenne le programme effectue une operation ou 
une autre mais jamais les deux : 


Remarque - La commande 
ELSE est optionnelle. 

Lorqu'il y a plusieurs instruc- 
tions, ne pas oublier les balises 
BEGIN ... END;. 

Une variable de type BOOLEAN contient l’information "vrai" ou "faux" (TRUE ou FALSE). 


Si la condition est vraie alors faire . . . 

IF . . . THEN . . . 

sinon faire . . . 

ELSE . . . 


• II est possible d’obtenir directement une expression booleenne par une comparaison : 


Comparaison 

a = b 

a <> b 

a < b 

a <= b 

a > b 

a >= b 

Expression vraie si 

a — b 

a £ b 

a < b 

a < 

a > b 

a > b 


• Les operateurs booleens AND, OR et NOT, associes aux connecteurs logiques (conjonc- 
tion "et", disjonction "ou" et negation "non") permettent de composer des expressions 
booleennes. Par exemple : x verifiant -2 < x < 3 s’ecrit (-2<x) AND (x<=3) ; mais 
-2<x<=3 n’est pas une commande valide. 
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• Remarque syntaxique : il 
n'y a pas de point-virgule 
apres I'expression booleenne, 
ni apres la derniere instruction 
precedant la commande ELSE. 

• Ne pas confondre I'affecta- 
tion (:=) et le test d'egalite (=). 


Exemple 

Programme dormant le maximum de trois nombres reels. 

PROGRAM max; 

VAR a , c , b : REAL ; 

BEGIN 

WRITELN( 'Entrer trois nombres : ’); 

READLN(a,b,c) ; 

IF (a>=b) AND (a>=c) THEN WRITELN( ' le maximum est : \a:Q:l) 
ELSE IF b>=c THEN WRITELN( ' le maximum est : ’,b:0:l) 

ELSE WRITELN ( ’ le maximum est : ’ , c : 0 : 1) ; 

READLN ; 

END. 


2S.2.3 Structures repetitives 

Les structures repetitives, au nombre de trois, permettent de repeter une suite d’ instruc- 
tions. Le nombre de repetitions peut etre defini a l’avance (cas du calcul du n-ieme terme 
d’une suite page 741) ou soumis a la realisation d’une condition (cas d’ approximation 
d’une limite a une precision donnee page 742). 


doucle FOR ... TO ... DO 


Pour toutes les valeurs de i variant de n a m par progres- 
sion de +1, on repete la boucle d’instructions : cela fait 
m — n + 1 iterations, avec n et m des variables de type 

INTEGER. 

Si n > m, alors rien ne se passe. 


FOR i : =n TO m DO 
ou 

FOR i : =n TO m DO 
BEGIN 

END; 


Exemples 

Trois exemples classiques : 

21 

• S = 'Y j \[m 

m=7 


20 k 
k= 1 U=1 


t 2 + k 


PROGRAM Somme ; 

VAR s: REAL; 

m: INTEGER; 

BEGIN 

s:=0; 

FOR m: =7 TO 21 DO s:=s+SQRT(m) ; 
WRITELN ( ’ S= ’ , s : 0 : 5) ; 

READLN; 

END. 


PROGRAM Produit; 

VAR p , s : REAL; 

k, 1 : INTEGER; 

BEGIN 
p: = l; 

FOR k : =1 TO 20 DO 
BEGIN 
s:=0; 

FOR 1 : =1 TO k DO s:=s+l/(l*l+k) ; 
p:=p*s; 

END; 

WRITELN ( ’ P= ’ ,p : © : 6) ; 

READLN; 

END. 
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• Calcul des termes de rang n d’un systeme recurrent : 

Soit les trois suites (x„)neN, (y„)„e n et (z „)„ e n definies par leurs premiers termes xq, 
ijo et zo et par : 

f i — 2x„ y n 
V n G N, j y n + 1 = 2 y„ - x n 

( Zn + 1 “ 2z« — yn + X n 

Les variables x,y et z contiennent successivement les termes des suites respectives. 
Les variables auxiliaires u,v et w permettent d’effectuer les calculs intermediaries 
avant d’affecter a x , y et z la valeur des prochains termes. 

PROGRAM Systeme ; 

VAR x,y,z,u,v,w: REAL ; 
n,k: INTEGER; 

BEGIN 

WRITELN ( ' Donner X0, Y0, Z0 et n’); 

READLN (x , y , z , n) ; 

IF n=Q THEN WRITELNC’Au rang 0 les termes sont ’ ,x : 0 : 2 ,y : 10 : 2 , z : 10 : 2) 
ELSE BEGIN 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 

u : =2*x-y ; v : =2*y-x ; w : =2*z-y+x ; 
x : =u ; y : =v ; z : =w ; 

END; 

WRITELNC’Au rang ’ ,n, ’ les termes sont ’ ,x: 0 : 2 ,y : 10: 2 ,z: 10 : 2) ; 

END; 

READLN ; 

END. 

Remarque - II existe une autre structure similaire ; 

FOR i : =n DOWNTO m DO ... 

La repetition se fait pour toutes les valeurs de i variant de n a m par progression de - 1 . 
Si n < m alors rien ne se passe, (cf la methode de Horner page 746) 

Boucles WHILE, REPEAT ... 


Tant qu’une expression booleenne reste vraie, on 
repete la boucle d’instructions. 

WHILE . . 

. DO ... 


On repete la boucle d’instructions jusqu’a ce 
qu’une expression booleenne devienne vraie. 

REPEAT 
UNTIL . . 



. Ces deux structures sont interchangeables en remarquant que la condition de realisation 
de l’une est la negation de celle de 1’ autre. 

• Remarquer que la boucle WHILE place le test avant les instructions et done les ins- 
tructions peuvent ne pas etre executees. Dans la boucle REPEAT les instructions sont 
executees au moins une fois puisqu’elles precedent le test. 
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• Une boucle FOR . . . peut etre remplacee par une telle structure : 


FOR i : =1 TO n DO 


i : =0 ; 

WHILE i<n DO 
BEGIN 
i:=i+l; 

END; 


i:=8; 
REPEAT 
i :=i+l ; 

UNTIL i=n; 


Exemple 

On considere la suite de Fibonacci 

1 Ffi )nc _\ I ■ 

I F 0 = 1 , Fi = 1 , 

| V n e N, F „+2 = F n+ \ + F n 


On peut montrer que la suite (v n ) nc _u 


definie par v„ = - 

le nombre d’or : 

1 + V5 

V= — a — 


n+l 


converge vers 


et Vn 6 N, | ip — v„ 


F„F„ 


Le programme ci-contre calcule < p a 
une precision 1 0 " pres. 


PROGRAM nbdOR ; 

VAR p , y , F , FF , M : REAL ; 
i,n: INTEGER; 

BEGIN 

WRITEC'Entrez la precision 18"-n : n= ’); 
READLN(n) ; 

P : =1 ; 

FOR i : =1 TO n DO p:=p/18; 

FF : =1 ; F : =1 ; y : =1 ; 

WHILE y>p DO 
BEGIN 

M:=F; {variable auxiliaire} 

F : =F+FF ; 

FF : =M ; 

y:=l/ (F*FF) ; 

END; 

WRITELNC'Le nombre d or vaut ',F/FF:0:n); 
READLN ; 

END. 


Remarques 


1. L’ introduction de la variable auxiliaire M permet une affectation circulaire : a l’etape 
k, F contient F/ ; et FF contient /•’/,. ] , on commence par faire une sauvegarde de Ff : 
(M : =F ; ), puis on procede au calcul de terme suivant, F^+i, que Ton affecte a F ; enfin, 
on met dans FF la valeur Fk contenue dans M. 

2. Dans 1’ exemple ci-dessus, les variables M, F et FF contiennent des entiers qui peuvent 
etre grands : elles sont declarees en REAL. 

3. L’affichage du resultat se fait avec n chiffres apres la virgule ; c’est l’extension : ® : n 
qui le permet. 


Exemple 

PROGRAM Dichotomie; 
VAR p , a , b , c : REAL ; 
n: INTEGER; 


Nous voulons une valeur ap- 
prochee a 1 0 " de n, racine de x i-» 

X 

cos - sur [3; 4]. 
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BEGIN 

WRITEC’Entrez la precision 10" (-n) : n= 
READLN(n) ; 
p : =EXP ( -n*LN ( 10) ) ; 
a :=B ;b : =4 ; 

REPEAT 

c :=(a+b)/2 ; 

IF C0S(a/2) *COS(c/2)>0 THEN a:=c 
ELSE b:=c; 

UNTIL ABS(b-a)/2<p; 

WRITELNC’La racine est ’ , (a+b)/2 : 0 :n) ; 
READLN ; 

END. 


Le programme ci-contre construit 
' ) ; successivement par dichotomie les 
termes de deux suites adjacentes. 

On rappelle que la limite t, de deux 

suites adjacentes (w„) et ( u „ ) est appro- 
II n + v n , . . , 

cnee par — - — a une precision de 

pres. 


23.3 Fonctions et procedures 


L’ analyse descendante consiste a decouper un travail en plusieurs taches et sous-taches 
plus elementaires. Les fonctions et procedures sont definies en preambule du programme 
et sont des outils qui sont utilises dans le corps du programme ou dans d’autres fonctions 
et procedures. Cela permet de delocaliser certains sous-calculs : par exemple, Revaluation 
d’une application qui peut etre utilisee plusieurs fois. La redaction du programme devient 
plus structuree, plus lisible. 


2 &. 3.1 Fonction 



Penser a definir le type du 
resultat que la fonction re- 
tourne dans la variable du 
meme nom. 


FUNCTION NomF (parametres d’entree et leur type) : type du resultat ; 

VAR les variables eventuelles utilisees dans la fonction 
BEGIN 

corps de la fonction 
END; 

. Une fonction retourne une expression numerique ou logique (INTEGER, REAL ou 
BOOLEAN mais pas un tableau, ARRAY) contenue dans la variable du meme nom. II 
convient de travailler avec une variable auxiliaire puis de charger le resultat, a la fin, 
dans le nom de la fonction. Ici, ce serait a la variable NoraF qu’il faut affecter le resultat. 

. Le nom, les parametres d’entree et les variables de la fonction sont propres a la fonc- 
tion, il ne faut pas les declarer parmi les variables du programme. 

. Les parametres d’entree d’une fonction sont dits "passes en valeur" : ils ne sont pas 
modifiables. (cf page 744) 

• Une fonction peut ne pas avoir de parametre d’entree. (cf. page 747) 


Exemples 

• /i:(j,n)Hf FUNCTION f 1 (x : REAL ; n: INTEGER) : REAL ; 

VAR i: INTEGER; 

aux : REAL ; 

BEGIN 
aux: =1 ; 

FOR i : = 1 TO n DO aux:=aux*x; 
f 1 : =aux ; 
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A / 

• f 2 : (x,n) H-> > — FUNCTION f2(x : REAL ; n: INTEGER) : REAL ; 
k = o VAR k: integer; 

aux,puiss,fact: real; 

BEGIN 

aux : =1 ; puiss : =1 ; fact : =1 ; 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 

puiss:=puiss*x; {calcul de x~k} 

fact:=fact*k; {calcul de k!} 

aux:=aux+puiss/fact; {sotrnne partielle} 
END; 

f 2 : =aux ; 

END; 


28>.3.2 Procedure 

PROCEDURE NoraP (parametres + types ; VAR parametres + types'); 

VAR les variables eventuelles utilisees dans la procedure 
BEGIN 

corps de la procedure 
END; 

. Une procedure ne retourne aucun resultat mais peut modifier certains des parametres 
d’ entree. 

. Le nom, les parametres d’entree et les variables de la procedure sont propres a la pro- 
cedure, il ne faut pas les declarer parmi les variables du programme. 


Remarque - Une procedure ne 
retourne aucune expression 
mais, contrairement a une 
fonction, elle permet de tra- 
vailler sur plusieurs variables a 
la fois et de modifier des ob- 
jets complexes comme les ta- 
bleaux. 


-* Parametres passes en valeur/en variable 

Une procedure accepte des parametres de deux natures : 

► ceux « passes en valeur» : ils precedent dans F intitule la mention VAR. Ils ne sont 
pas modifiables ; c’est comme si seulement l’image des variables etait transmise : les 
eventuelles modifications ne sont pas prises en compte. A la fin de la procedure, les 
variables ont le meme contenu qu’au debut. 

► ceux « passes en variable » : ils suivent dans Fintitule la mention VAR. Les eventuelles 
modifications sont prises en compte a la fin de la procedure : c’est le moyen utilise pour 
manipuler et "retourner" des objets plus ou moins compliques. 


Method 1 Fonction vs Procedure 

On utilise une fonction pour : 

• obtenir un resultat numerique (ou logique) 

On utilise une procedure pour : 

• obtenir plusieurs resultats simultanement 

• obtenir un resultat non numerique, par exemple un tableau 

• decrire un processus, par exemple Faffichage d’un tableau. 
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II est recommande d'utiliser 
le passage en valeur ou en 
variable dans les parametres 
d'entree d'une procedure plu- 
tot que de manipuler des va- 
riables globales. 


-> Variable locale/globale 

Cette notion concerne aussi les fonctions. II y a deux families de variables : 

► Une variable est dite locale lorsqu’elle est definie dans une procedure (ou une fonc- 
tion) ; sa portee est limitee a l’interieur de la dite procedure. Des procedures ayant des 
variables locales de meme nom peuvent s’imbriquer sans qu’il y ait de conflit. 

► Une variable est dite globale lorsqu’elle est definie au debut du programme et done 
concerne tout le programme. Elle peut etre modifiee a l’interieur d’une procedure mais 
cela est a eviter en general et demande beaucoup d’ attention dans son utilisation (effet 
de bords). 

Des exemples de procedures suivent dans la section Tableaux. 


23.4 Les Tableaux 



© 


20.4.1 


Une variable de type ARRAY ne 
peut etre manipulee dans sa 
globalite, en particulier pour 
I'affichage on travaillera 
sur ses elements en precisant 
leur(s) position(s). 

Cependant, considerant deux 
tableaux de meme taille (avec 
meme numerotation des 
cases), I'affectation ( :=) est 
autorisee : cela permet de 
dupliquer un tableau. 


20.4.2 


Remarque - Definir la 
constante n=18 pour ensuite 
travailler avec la variable n, 
rend le programme faci- 
lement adaptable a des 
tableaux d'une autre taille : 
il suffit de changer la valeur 
de n. 


Type array 

Rappelons qu’il y a quatre types : REAL. INTEGER, BOOLEAN et ARRAY. Ce dernier permet 
de travailler sur des tableaux. 

VAR t: ARRAY [-2. .5] OF INTEGER; 
m : ARRAY [1. .2,1. .5] OF REAL; 

Le tableau t est de dimension 1 et possede 8 cases numerotees de -2 a 5. Chaque case 
est obtenue par la commande t[i] avec i e [[-2; 5]] et t[i] est une variable de type 
INTEGER : e’estune liste d’entiers. 

L’ instruction t [ - 1 ] : =12 affecte la valeur 12 a la case numerotee - 1 de t. 

Le tableau m est de dimension 2. Une case particuliere est obtenue par les commandes 
m[i,j] oum[i] [j] avec (i, j) e [[1; 2] x |[1; 5] ; m[i , j ] est une variable de type REAL : 
e’est une matrice de reels. 

Definition d’u n nouveau type 

II est possible de definir de nouveaux types a partir de ceux existants. Ils se placent dans 
le preambule entre les constantes et les variables du programme. Noter que la taillle d’un 
tableau doit etre soit un nombre donne, soit une constante : on ne peut pas creer de tableau 
de taille indeterminee. 

Par exemple, voici le preambule d’un programme manipulant un tableau de 10 nombres 
complexes. 

Exemple 

Le type complexe est un tableau de deux 
reels identifiables comme respectivement 
la partie reelle et la partie imaginaire du 
nombre. 

La partie imaginaire du troisieme com- 
plexe est contenue dans t [3 , 2] . 


CONST n=10; 

TYPE complexe=ARRAY[l . .2] OF REAL; 

table=ARRAY[l . .n] OF complexe; 
VAR t: table; 
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Pour utiliser un tableau 
comme parametre d'entree 
d'une fonction ou d'une pro- 
cedure, il faut au prealable 
avoir def ini son type. Voir 
I'exemple ci-dessous. 


20 . 4.3 


Exemple 

La procedure suivante effectue le produit de deux matrices A, B e Ai„(R). On rap- 
pelle que C = AB e A1„(R) et pour tout (i, j) e [[ 1, «J 2 , 

n 

c ij — ^ Uikbkj- 
k= 1 

CONST n=3 ; 

TYPE matrice=ARRAY[l. ,n,l. .n] OF REAL; 

PROCEDURE prod(A,B:matrice;VAR C:matrice); 

VAR i, j ,k: INTEGER; 

BEGIN 

FOR i : =1 TO n DO 
FOR j :=1 TO n DO 
BEGIN 
C[i, j] :=0; 

FOR k:=l TO n DO C[i , j] :=C[i , j]+A[i ,k] *B[k, j] ; 

END; 

END ; 

Un nouveau type est introduit : matrice. C’est un tableau de reel avec n lignes et n co- 
lonnes. Dans la procedure. A, B et C sont des variables de type matrice. A et B sont pas- 
sees en valeur (puisque precedant la mention VAR) done ne sont pas modifiables pendant 
l’execution; C est passee en variable (car suivant la mention VAR) done est modifiable. 
La procedure va affecter a chaque coefficient de C la valeur du coefficient correspondant 
de AB. 

L’ instruction a mettre dans ie corps du programme est prod (M , N , P) ; pour obtenir dans 
P le produit des matrices M et N. 


lee polynomes 


Un polynome peut etre represents par un tableau forme de ses coefficients : ses coordon- 
nees dans la base canonique ! 

CONST n=12 ; 


La fonction ci-contre effectue revalua- 
tion d’un polynome de degre au plus n 
par la methode de Horner. 

La variable P est un tableau dont les 
cases sont numerotees de 0 a n et 
contiennent respectivement les coeffi- 
cients du polynome. 

C’est l’occasion de mettre en oeuvre la 
structure repetitive : 

FOR ... DOWN ... TO. 


TYPE poly=ARRAY[Q. .n] OF REAL; 

FUNCTION Horner (P: poly ;x:REAL) : REAL ; 
VAR k: INTEGER; 

e : REAL ; 

BEGIN 
e : =P [n] ; 

FOR k : =n- 1 DOWNTO 0 DO e:=e*x+P[k]; 
Horner :=e; 

END; 
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23.5 


2S.5.1 


Remarque - Nous utilisons 
une fonction n'ayant pas de 
parametre d'entree. 


Simulations 

en probability 

Les fonctions specifie|ues 

II y a trois commandes : 

RANDOM simule la !oi uniforme sur [0; 1[ (nombres reels). 

RANDOM (n) simule la loi uniforme sur [0; n - 1 0 (nombres entiers). 

RANDOMIZE ; reinitialise I’aleatoire des commandes precedentes 
(a mettre au debut du corps du programme). 


Exemple 

Exemple de simulation d’un de non pipe : 
l’univers est de cardinal 6 et il y a equi- 
probabilite des resultats, ainsi le simula- 
tes RAND0M(6) convient, il suffit de lui 
ajouter 1 pour obtenir un nombre aleatoire 
entre 1 et 6. 


FUNCTION De6: INTEGER; 
BEGIN 

De6 : =RAND0M(6)+1 ; 
END; 


Exemple 

Developpons cet exemple en determinant la frequence empirique de chaque resultat. 
On demande a Futilisateur de determiner le nombre n de lancers : 

VAR F : ARRAY [ 1 . .6] OF REAL; 
k,n,r : INTEGER; 

FUNCTION De6: INTEGER; 

BEGIN 

De6 : =RAND0M(6)+1 ; 

END; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITE ( ’Donner le nombre de lancer : n= ’); 

READLN(n) ; 

WRITELN ; 

FOR k:=l TO n DO 
BEGIN 
r : =De6 ; 

F[r] :=F[r]+l; 

END; 

FOR k:=l TO 6 DO 
BEGIN 

F [k] :=F[k]/n; 

WRITEO F’ ,k, ’ = ’ , F [k] :Q :2) ; 

END; 

READLN ; 

END. 
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A titre d’exemple, voici les resultats obtenus lors d’une simulation (precision a 10 2 
pres) : 


i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Ft pour n = 2 

0 

0.5 

0 

0 

0.5 

0 

Fi pour n = 200 

0.23 

0.15 

0.14 

0.14 

0.17 

0.15 

Fi pour n = 200 000 

0.17 

0.17 

0.17 

0.17 

0.17 

0.17 


Ceci illustre la loi faible des grands nombres : les frequences empiriques tendent vers 
la loi de probability. 

28 . 5.2 Quelques lois usuelles 

Voici des fonctions simulant les lois usuelles : 

• Loi de Bernoulli B(p) : 

FUNCTION bernoulli (p: REAL) : INTEGER; 

BEGIN 

IF RANDOM <=p THEN bernoulli :=1 
ELSE bernoulli :=Q; 

END; 

• Loi uniforme discrete 'X/([| a; /;||) : 

FUNCTION uniformeD(a ,b : INTEGER) : INTEGER; 

BEGIN 

uniformeD:=a+RANDOM(b-a+l) ; 

END; 

• Loi binomiale T>(n, p ) : 

FUNCTION binomiale (n: INTEGER; p : REAL) : INTEGER ; 

VAR k.succes: INTEGER; 

BEGIN 

succes:=0; 

FOR k : =1 TO n DO 

IF RANDOM <=p THEN succes : =succes+l ; 
binomiale : =succes ; 

END; 

• Loi geometrique Q(p) : 

FUNCTION geometrique (p : REAL) : INTEGER ; 

VAR rang: INTEGER; 

BEGIN 
rang : =0 ; 

REPEAT 

rang:=rang+l; 

UNTIL RAND0M<=p ; 
geometrique : =rang ; 

END; 
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• Loi hypergeometrique 'H (tin, n, p ) : 

FUNCTION H(nn,n : INTEGER; p : REAL) : INTEGER; 

VAR T,k,succes: INTEGER; 

a: REAL; 

BEGIN 

T:=nn; {taille de la population} 

a:=p*nn; {nombre d’ elements de type 1 (entier)} 

succes :=0; {nombre de succes} 

FOR k:=l TO n DO 
BEGIN 

IF RANDOM <=a/T THEN 
BEGIN 

succes : =succes+l ; 
a:=a-l; 

END; 

T : =T-1 ; 

END; 

H:=succes; 

END; 


2 8.6 Logiciel 

Plusieurs logiciels gratuits permettent d’implementer le langage PASCAL, il vous suffit 
d’interroger un moteur de recherche sur internet. 

Exemples de logiciel 

► Dev-Pasccil : 

• Ouvrir un "New Source file" (ne pas travailler dans un project) 

Effacer le contenu et taper votre programme. 

• Sauvegarder votre fichier {Save unit as) 

• Compiler le ficher : onglet Execute / Compile ou icone Compile project 
A ce moment la, une fenetre s’affiche donnant le nombre d’erreurs de syntaxe. La 
position des erreurs apparait en has du progamme sous la forme : numero de la 
ligne/numero du caractere dans la ligne. 

• Executer le projet : onglet Execute / Compile ou icone Run project 
Le programme s’execute et ouvre une fenetre de dialogue, 

► Lazarus : 

• Ouvrir un programme : onglet Projet / Nouveau projet et choisir Programme dans 
la liste proposee, 

Effacer le contenu et taper votre programme. 

• Executer le projet : onglet Executer / Executer 

S’il y a une erreur de syntaxe, la ligne concernee est en surbrillance ; sinon, le pro- 
gramme s’execute et ouvre une fenetre de dialogue. 

Les erreurs classiques : 

• oubli d’un point-virgule : l’erreur est signalee sur la ligne suivante ! 

• pas de point-virgule avant l’instruction ELSE 

• dans une expression : recomptez les parentheses ouvrantes et fermantes 

© • une variable est utilisee sans avoir ete declaree 


Remarque - On note usuel- 
lement , H(N,n,p) pour une 
loi hypergeometrique. Mais 
Turbo-Pascal ne distinguant 
pas lettre majuscule de lettre 
minuscule, il a fallu donner 
un autre nom a N, si on vou- 
lait par ailleurs garder le para- 
metre n, d'ou le nn. 
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• un test d’egalite (=) a ete mis a la place d’une affectation ( : =) ou vice-versa 

• dans une variable de type INTEGER, une affectation lui propose un reel 

• la puissance n’est pas definie : pas de x" 2 

• oubli de la commande READLN ; avant le END . final : le programme fait le travail mais 
ferme la fenetre sans laisser le temps de voir les resultats 

• ne pas specifier le nombre de chiffres apres la virgule lors de l’affichage d’une variable 
declaree comme INTEGER 

• la fraction s’ecrit 1/ (x+1) : attention aux parentheses 

x + 1 

• ne pas mettre de point-virgule apres un DO sinon, la structure repetitive tourne sans rien 
faire 

• deux objets ne peuvent porter le meme nom sachant que Pascal ne fait pas de 
distinction entre les minuscules et les majuscules : programme, constante, type, fonction, 
procedure, variable, mot du langage PASCAL 

• le logiciel semble bloque, vous ne pouvez plus compiler le programme : verifier que la 
fenetre de dialogue de la precedente execution est bien fermee 


Synthese 


Savoirs 

. fondement du langage Pascal 
structures sequentielle, conditionnelle, repetitives 
. procedures et fonctions 

. notions de variable (locale, globale) 

. notions de parametre (passe en valeur/ en variable) 

Savoir-faire 

. calculer un somme, un produit, le terme general 

. mettre en place l’agorithme de dichotomie 

d’une suite, une valeur approchee de la limite d’une 
suite. 

. simulation de phenomenes aleatoires 

Mots-cles 

. Pascal, 

. parametre. 

. dichotomie, 

• programme, 

. Random, 

. fonction. 

. approximation, 

. variable, 

. procedure. 
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Tests de connaissances 


28.1 Donner la difference entre a : =b et a=b. 

28.2 Suivant le cas, traduire en fran§ais l’instruction don- 
nee, repondre a la question ou traduire en langage 
PASCAL la phrase donnee. 

1) affecter la valeur 3 a la variable x. 

2) affecter la valeur -2 a la variable y. 

3) WRITE (x=5) ; 

4) Que se passe-t-il suite a la commande precedente ? 

5) Si y 2 est superieur a x alors doubler la valeur de x. 

6 ) FOR i : =1 TO 12 DO y:=y+l; 

7) Quelle est la valeur contenue dans la variable y juste 
apres cette etape ? 

28.3 Cette fonction est censee calculer n \ ; saurez-vous de- 
tecter les erreurs qu’elle contient ? 

FUNCTION factorielle(n: INTEGER) ; 

VAR k,p: INTEGER; 

BEGIN 

P : =1 ; 

FOR k : =1 TO n DO p:=p*k; 

END; 


28.4 Simulation d'une variable aleatoire : on lance un de 
a 12 faces, soit r e [ 1 , 12 ] le resultat; on definit la 
variable aleatoire X par : 

I 0 si r < 9 

X = l 1 sire [9,11] 

( 2 si r = 12 

La fonction suivante est censee simuler X, mais ce 
n’est pas le cas. Saurez-vous trouver l’erreur ? 

FUNCTION Del2: INTEGER; 

BEGIN 

Del2:=RANDOM(12)+l; 

END; 

FUNCTION X —INTEGER; 

VAR va: INTEGER; 

BEGIN 

IF Del2<9 THEN va:=Q; 

IF (Del2>=9) AND (Del2<=ll) THEN va:=l; 
IF Del2=12 THEN va:=2; 

X : =va ; 

END; 


Exercices d’ application 


Le picto © signale des enonces pour lesquels des indications 2) Comparer S„(x) et exp(x) sur quelques valeurs de x et de n. 
sont donnees page 755. Commenter. 


■ Calculs numeriques - suites 


28.5 


Le nombre n etant donne par l’utilisateur, ecrire un pro- 
gramme pour chaque expression : 


^=n 

<•=1 


2 k+ 1 
2k 


E 


l 

i + j 


* = I 

k= 1 


21 


1 

n + 

2k 


'-in 

k= 5 7=3 


k 

jk 

j 2 ~ 1 


28.6 

Ecrire un programme qui demande un temps T (entier) ex- 
prime en secondes, et qui le transforme en heures, minutes, 
secondes. 


28.8 Serie® 

On admet que pour tout n 6 I 


In2-I 


(- 1 )* 


1 

n + 1 


Ecrire un programme permettant de calculer In 2 a une preci- 
sion e > 0 donnee par l’utilisateur, et comparer cette valeur 
avec celle de la fonction LN de Pascal evaluee en 2. 


28.9 © 

n j 

On rappelle que la suite tend vers +oo : u n = ) - 

ti k 

Ecrire un programme qui pour A > 0, donne par Lutilisateur, 
determine le plus petit entier n e N* tel que u n > A. 


28.7 ® 

1) Ecrire un programme permettant de calculer : 


x* 

S„(x) = E 77 °u (■*,«) 6 


28.10 Suite recurrente d’ordre 1 © 

On considere la suite (t) n )„ £ N definie par son premier terme v 0 
et pour tout n 6 N, v„+\ = cos(n 2 ) + |u„. 

Ecrire un programme demandant a Lutilisateur n et vo et affi- 
chant v n . 
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28.11 Suite recurrente d’ordre 2 

On considere la suite (u„), i£ n definie par ses deux premiers 
termes u 0 et U\ 6 R* et par la relation : 

V n 6 N, u „ + 2 = Jn + u n+ \ + u 2 

Ecrire un programme demandant a l'utilisateur n, uo. et u\ et 
affichant u n . 

28.12 Dichotomie 

Le nombre n est la solution de l’equation : 
sin x = 0 pour x 6 [2, 4], 

L'objectif est de determiner une approximation de n a 10~ p 
pres. 

1) Question de cours : On considere deux suites adjacentes 

et (b n ) m en> de limite commune {. Au rang n, donner 
une approximation de { en fonction de a„ et b„ ainsi que la 
precision obtenue. 

2) Sur le principe de dichotomie. decrire la construction de 
suites adjacentes de limite commune 7r. 

3) Ecrire un programme utilisant une boucle conditionnelle 
(WHILE ou REPEAT) donnant une approximation de n a HE'’ 
pres ; p etant donne par l’utilisateur. 

4) Considerant le principe de dichotomie et la taille de l’in- 
tervalle de depart, donner une condition en fonction de p, sur 
le rang n, qui garantisse la precision souhaitee. 

5) Ecrire un programme qui utilise une boucle FOR et qui 
donne une approximation de n a 10~ p pres ; p etant donne 
par l’utilisateur. 

28.13 Approximations successives 

Considerons la suite : 

( u 0 6 [1 ;2] 

\ Vn 6 N, Un+l = Un + i(2 - U 2 n ) ' 

Une etude (comme celle decrite dans une methode du cha- 
pitre 16 : Derivation) permet d’etablir : 

• / : x G [1; 2] x + j(2 - x 2 ) admet pour unique point fixe 

V2. 

• |/'| < | et pour tout n 6 N 

I Un - V2| < ^\uo - V2| < ^ 

1) Determiner en fonction de p, une valeur de n telle que u„ 
soit une approximation de V2 a 10~ p pres. 

2) Ecrire un programme qui determine une approximation de 
V2 a 10^ p pres ; p etant donne par l’utilisateur. 

■ Fonctions et procedures 

28.14 Dichotomie 

L’ equation suivante admet une unique solution sur [1,2] : 
e 3x = x + 30 


Definir une fonction associee qui s’annule en cette solution. 
Ecrire un programme utilisant le principe de dichotomie pour 
donner une approximation de la solution a 10~ p pres. 


28.15 Sommes de Riemann 

Les sommes de Riemann (cf chapitre 17) correspondent a 
une methode d’integration numerique : la methode des rec- 
tangles (la fonction est localement remplacee par une fonc- 
tion constante). L’objectif est de calculer une integrale en uti- 
lisant uniquement l’expression de /, c"est-a-dire, sans faire 
de calcul d’integration et en particulier, sans rechercher une 
primitive. 

Le resultat est : Si / est continue sur [a, b] alors 


Dans cet exercice, nous allons verifier numeriquement que : 



Ecrire un programme contenant : 


a) une fonction f definie par t h-> 


4 

IT 7 ' 


b) une procedure Riemann qui calcule 5„ a partir des para- 
metres d’entree a , b , n. 

c) le corps du programme qui demande a l’utilisateur de de- 
terminer a , b , n et retourne S„. 


28.16 

Ecrire un programme Pascal permettant de calculer : 


x 3 x 5 

PW = X "3! + 5! 


■ + (-D" 


x 2 " 


(2n + 1)! 

ou (x, n) 6 lx N*. 

Comparer P(x) et sin(x) sur quelques valeurs reelles. 


i Tableaux 


28.17 © 

On suppose qu’on a declare dans l’en-tete d’un programme : 
CONST N=10Q ; 

TYPE tableau=ARRAY [0 . .N] OF REAL; 

On considere la procedure EXT suivante : 

PROCEDURE EXT (T: tableau; VAR u,v:REAL); 

VAR k: INTEGER; 

BEGIN 

u:=T[0] ;v:=T[0] ; 

FOR k : =1 TO N DO 
BEGIN 

IF T [k] <u THEN u:=T[k]; 

IF T [k] >v THEN v:=T[k] ; 

END; 

END; 
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1) Quelle est la difference entre les parametres T d'une part 
et u et v d’ autre part ? 

2) On suppose que S est une variable de type tableau, et que 
x et y sont de type REAL. Que contiennent les variables x et y 
apres la ligne de programme suivante : EXT (S , x , y) ; ? 

3) Maintenant, nous disposons d’une fonction FUNCTION 
f(t : REAL) : REAL ; donnant les valeurs d’une fonction / 
continue sur R. 

Ecrire un programme donnant une estimation du maximum 
et du minimum de / sur le segment [a, b] a une precision de 
e > 0 oil a, b et e sont entres par l'utilisateur (on redigera 
seulement la declaration des variables globules et le corps 
du programme). 

■ Simulations en probabilite 

28.18 Liste 

1) Ecrire une procedure creant une liste de 10 nombres simu- 
lant une loi < U( |[— 5, 5]). 

2) Ecrire une procedure qui aftiche une telle liste. 

3) Dans un programme, generer une telle liste et donner le 
nombre de termes negatifs ou nuls qu’elle contient. 

28.19 

Definir deux constantes n=12 et m=20. 

a) Une experience aleatoire consiste a piocher avec remise n 
boules dans une urne contenant m boules numerotees de 1 a 
m. 

Ecrire une procedure simulant cette experience. Le resultat 
sera donne sous la forme d'une liste. 

b) Ecrire une procedure qui construit a partir d'une telle ex- 
perience, les variables aleatoires suivantes : 

• 5 : la position du premier six et n + 1 s’il n'y en a pas ; 

• M : le maximum de la liste ; 

• P : la position de la premiere apparition du maximum ; 

• D : la position eventuellement differente de la derniere ap- 
parition du maximum. 

c) Ecrire un programme realisant cette experience. 

28.20 ® Simulation d’un de pipe 

1) Ecrire une fonction qui simule le lancer d'un de pipe dont 
les caracteristiques sont donnees par : 


i 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

Pi 

0,15 

0,15 

0,1 

0,05 

0,2 

0,35 


2) Ecrire un programme qui demande a l’utilisateur le nombre 
n de lancers et qui retourne les frequences empiriques de 
chaque nurnero. 

28.21 Loi binomiale et loi de Poisson 

Illustrons ici 1' approximation de la loi binomiale par une loi 

de Poisson. 


Definir les constantes n=30 et p=5/n. 

1) Ecrire une fonction B qui simule une loi 'Bin. p). 

2) Ecrire un programme effectuant : 

• nb simulations de B oil nb est donne par l’utilisateur, 

• renseigner dans un tableau les frequences empiriques des 
resultats obtenus, 

• afficher ces frequences et les valeurs associees de la loi de 
Poisson !P(5), 

• faire varier le nombre de simulations et commenter. 

28.22 Paradoxe du Due de Toscane 

On considere l’experience qui consiste a lancer trois des si- 
multanement. Soit X la variable aleatoire egale a la somme 
des trois numeros obtenus. 

1) Ecrire une fonction qui simule X. 

2) Completer cette fonction en un programme qui effectue 
20000 lancers et compte le nombre fois ou X vaut 9 et celui 
oil X vaut 10. 

Remarque - Le paradoxe vient du fait qu'il y a exactement 
le meme nombre de decompositions pour obtenir 9 ou 10 (il 
y en a 6) mais que P(X = 9) t P(X = 10). 

Saurez-vous resoudre ce paradoxe ? 

28.23 

Ecrire un programme permettant de simuler la variable alea- 
toire Y definie de la fa§on suivante : 

On lance n fois une piece de monnaie equilibree, on note 
Y la variable aleatoire qui vaut 0 si pile tombe au plus une 
fois, et qui dans le cas contraire prend pour valeur le rang du 
deuxieme pile. 

28.24 

Ecrire un programme simulant le tirage de deux boules (sans 
remise) dans une urne contenant n boules numerotees de 1 a 
n. On ecrira deux fonctions : Boulel(n) et Boule2(n,bl). 
Comment faire la difference entre un tirage avec ordre ou sans 
ordre ? 

28.25 d’ apres oral ESCP 2006 

Une urne contient b boules blanches, n boules noires et r 
boules rouges. Le jeu consiste a effectuer une succession de 
tirages d’une boule dans l’urne, sans remise, jusqu’a ce que 
la boule tiree soit : 

• ou blanche, auquel cas la partie est gagnee, 

• ou noire, et la partie est perdue. 

La longueur de la partie est le nombre de boules sorties a la 
fin de la partie. 

Completer le programme Pascal qui suit pour qu’il simule le 
deroulement d’une partie : 
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PROGRAM ESCP20Q6 ; 

VAR b, n, r, L , alea : INTEGER; x:CHAR; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

READLN (b , n , r) ; 

REPEAT 

alea : = 1+RANDOM (b+n+r ) ; 

IF ( l<=alea) AND (alea<=b) THEN . . . 

UNTIL (x<> ’ r ’ ) ; 

IF (x='n') THEN WRITE (’perdu’) 

ELSE WRITE ( ' gagne ' ) ; 

WRITELNC et en ’,L,’ coups.’); 

READLN ; 

END. 

28.26 

On considere une urne contenant une boule blanche et trois 
boules noires. On effectue des tirages successifs d'une boule 
avec remise. Ecrire un programme simulant ces tirages et de- 
terminant le rang ou pour la premiere fois on obtient deux 
boules blanches consecutives. 

28.27 d’apres ESC 1999 S 

Soit n e N*. Une urne U„ contient n boules numerotees de 
lan. On effectue dans cette urne une succession de tirages 
d’une boule, en appliquant la regie suivante : si une boule ti- 
ree porte le numero k, avant de proceder au tirage suivant, on 
enleve toutes les boules dont le numero est superieur ou egal 
a k. 

On note X„ la variable aleatoire egale au nombre de tirages 
necessaries pour vider l’urne U„ de toutes ses boules. 
Completer le programme suivant afin qu’il simule l’expe- 
rience : 

PROGRAM ESC1999 ; 

VAR b, tirages, numero: INTEGER; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITE(’Entrez le nombre initial de boules ’); 
READLN (b) ; 
tirages :=Q; 

WHILE ... DO 
BEGIN 

numero : =RANDOM( . ..)+...; 


b:=. . . ; 
tirages:=. . . ; 

END; 

WRITE( ’L urne est videe en ’ .tirages, ’ tirages’) ; 
READLN ; 

END. 

28.28 d’apres ESSEC 2006 E 

Considerons (’experience suivante : on lance n fois une piece 
donnant Pile avec probability pi et on note X le nombre de 
fois ou l’on obtient Pile. Puis on lance X fois une seconde 
piece donnant Pile avec probability p 2 et on note Y le nombre 
de fois ou Ton obtient Pile lors de cette seconde serie de lan- 
cers. 

1) Completer cette fonction qui simule Y : 

FUNCTION SimulY (n: INTEGER; pi ,p2 : . . . ) : INTEGER; 
VAR x , y , k , u : INTEGER ; 

BEGIN 

x:=Q; 

FOR k:=l TO n DO 
BEGIN 
u : =RAND0M ; 

IF u<p 1 THEN x: =x+l ; 

END; 

y:=Q; 

FOR k:=l TO . . . 

END ; 

2) Determiner le nombre moyen d’appels a la fonction 
RANDOM effectues dans cette fonction. 

28.29 d’apres oral ESCP 2004 

l.a) Completer les lignes de programme suivantes pour en 
faire un programme complet : 

RANDOMIZE ; 

N : =RAND0M (m) + 1 ; 

X:=Q ; 

FOR i :=1 TO N DO X:=X+RAND0M(2) ; 

WRITELNC N, ’ ’ , X) ; 

l.b) On suppose que la premiere valeur affichee est 4. Quelles 
sont les valeurs possibles pour la seconde valeur affichee ? 

2) On suppose que le programme precedent simule une expe- 
rience aleatoire. Quelle est alors la loi suivie par la variable 
aleatoire N simulee par N, son esperance, sa variance ? 

3) Preciser X(£2) et calculer, pour tout couple (i, k), 
P (X = i 0 N = k). En deduire la loi de X. 

4) Determiner l’esperance de X. 
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28.7 Pour k 6 N, poser u * = ^ et etablir une relation de 
recurrence entre (S u n ) et 

28.8 A l'aide de la notion de partie entiere, determiner une 
valeur de n telle que ^ < e. Ensuite calculer la somme par- 
tielle. 

28.9 Calculer successivement les termes de la suite 

par une boucle conditionnelle (WHILE ou REPEAT) en remar- 
quant que : 

1 


II faut introduire une variable pour reperer le rang du terme. 


28.10 Considerer une seule variable dans laquelle se suc- 
cedent les differents termes de la suite. Controler le nombre 
de calculs par une structure repetitive adaptee. 

28.17 

3) Les elements dans une liste sont reperes par des entiers 
consecutifs. Dans le cas d'une fonction, la precision peut 
jouer un role similaire en considerant un parcours de l'inter- 
valle d" etude par pas de e. 

28.20 Utiliser la fonction RANDOM qui donne un nombre 
aleatoire sur [0. 1 [ et exploiter le lien entre la fonction de re- 
partition et la loi de probabilite. 


CORRIGES 
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• a : =b est une affectation : la valeur de la variable 
a est remplacee par la valeur de b. 

• a=b est un test d'egalite : expression booleenne qui vaut true 
si les variables ont la meme valeur et false sinon. 


26.5 


• A : PROGRAM A; 

VAR p : REAL ;k,n: INTEGER; 


26.2 


1) x : =3 ; 

2) y:=-2; 

3) Afficher le resultat du test : Est-ce que x egale 5 ? 

4) Dans la fenetre de dialogue s’affiche : false. 

5) IF y*y>=x THEN x:=2*x; 

6) Pour i variant de 1 a 12, augmenter la variable y de un. 

7) La valeur de y est 10 car -2 + 12 = 10. 


BEGIN 

WRITEC’Entrez un entier naturel n= ’); 
READLN(n) ; 

p : =1 ; {Initialiser un produit a 1} 

FOR k:=l TO n DO p:=p*(2*k+l)/2/k; 
WRITE ( ’A = ’ ,p:0: 3) ; 

READLN ; 

END. 

Pour n = 21, on a A * 5, 263. 


26.3 


• Le type du resultat de sortie de la fonction n’est pas definie, 
la permiere ligne aurait du etre : 

FUNCTION factorielle(n : INTEGER) : INTEGER; 

• Le resultat du calcul n’est pas affecte a la variable de sor- 
tie : factorielle. L’avant derniere ligne aurait du etre : 
factorielle:=p;. 

• Les factorielles sont des entiers de grandes tailles, avec n pas 
forcement tres grand. Ainsi, il est judicieux de prendre une va- 
riable de type REAL pour calculer des factorielles 
Finalement, une fonction bien definie serait : 

FUNCTION factorielle(n: INTEGER) :REAL; 

VAR k: INTEGER; 

p : REAL ; 

BEGIN 

p:=l; 

FOR k : =1 TO n DO p:=p*k; 
factorielle :=p; 

END; 


• B : PROGRAM B ; 

VAR s : REAL ;k,n: INTEGER; 

BEGIN 

WRITEC’Entrez un entier naturel n= ’); 
READLN (n) ; 

s:=0; {Initialiser une sonime a 0} 

FOR k:=l TO 2*n DO s:=s+l/(n+k) ; 

WRITE ( ’ B = ’ ,s:®:3); 

READLN ; 

END. 

Pour n = 17, on a B as 1, 079. 

• C : on discute sur les valeurs possibles de i, puis sur celles 

n n j 

de j. On a : C = £ £ JT} 

1=1 j=i J 

PROGRAM C; 

VAR s: REAL; 

i,j,n: INTEGER; 


A chaque appel de la fonction Del2 un nouveau 
lancer de de est simule ; ainsi, la fonction X fait appel a quatre 
lancers. II est meme possible que X ne soit pas definie (et prenne 
la valeur 0 par defaut) : par exemple, si les lancers donnent 
12,3,6,10 alors, aucun test n'est valide et done aucune affecta- 
tion n’est faite ! 

Une fonction bien definie est : 

FUNCTION X :=INTEGER; 

VAR va,r: INTEGER; 

BEGIN 

r:=Del2; 

IF r<9 THEN va:=Q; 

IF (r>=9) AND (r<=ll) THEN va:=l; 

IF r=12 THEN va:=2; 

X : =va ; 

END; 

Cette fois-ci, il n’y a qu'un seul appel de la fonction Del2 ; le 
resultat est enregistre dans la variable r. C’est le meme resultat 
qui sert lors des tests. 


BEGIN 

WRITEC’Entrez un entier naturel n= ’); 

READLN (n) ; 

s:=Q; 

FOR i : =1 TO n DO 
BEGIN 

FOR j:=i TO n DO s : =s+l/(i+j) ; 

END; 

WRITE ( ’ C = ’ , s : 0 : 3) ; 

READLN; 

END. 

Pour n = 12, on a C ~ 7, 634. 

• D : PROGRAM D ; 

VAR p , s : REAL; 
k,j: INTEGER; 

BEGIN 

s:=0; 

FOR k : =5 TO 21 DO 
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BEGIN 

p : =1 ; {penser a reinitialiser le produit} 
FOR j:=3 TO 2*k DO p:=p*(j*k)/(j*j-l) ; 
s : =s+p ; 

END; 

WRITELN ( ’ D = ’ ,s:Q:2); 

READLN ; 

END. 

On trouve D ~ 432, 36 


Pour T= 12345 secondes, le programme renvoie 3 
h 25 min 45 sec. 

VAR h,m, s ,T: INTEGER; 

BEGIN 

WRITE (’ Donner un nombre de secondes : T = '); 

READLN (T) ; 

h:= T DIV 3600; 

T:= T HOD 3600; 
m:= T DIV 60; 
s := T MOD 60; 

WRITELN (h, ’ h ' ,m, ’ min ',s,' sec.'); 

READLN; 

END. 


precision augmente avec n. La tableau suivant donne la preci- 
sion obtenue : 


ft 

X 

5 

10 

0.5 

3.10 5 

2.10~ u 

3 

2.10° 

6.10- 3 


Premierement, cherchons la valeur de n fournis- 
sant une precision suffisante : 

1 , 1 

<e<t=*/7+l> — 

n + 1 e 

1 

n > 


PROGRAM Approx_LN2 ; 
VAR k,n,sg: INTEGER; 
e , s : REAL ; 


BEGIN 

WRITEC’Donner la precision e>0 : ’); 
READLN (e) ; 
n: =TRUNC(l/e) ; 
s:=0; 

sg:=l; {signe du tern le general} 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 



Pour k s N, posons u k = jt. Ainsi, pour tout 


5 — U n S n -l — U n -[ + S ,j - 1 
n 


Une relation de recurrence apparait et permet de calculer sim- 
plement S „ : 

VAR n,k: integer; 
s,u,x: real; 

BEGIN 

WRITELNC’Donner unentierpostif etunreel : ’); 
READLN (n,x) ; 
u: =1 ; 

s:=l; {Terme k- 0 de la somme} 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 
u : =x*u/k ; 
s:=s+u; 

END; 

WRITELN C exp (' ,x:Q:2, ’)=’ ,EXP(x) :0:2) ; 
WRITELNC’approchee par : ’,s:0:2); 

WRITELNC’la precision est de ’ ,ABS(EXP(x)-s)) ; 
READLN; 

END. 

La somme est une approximation polyndmiale au voisinage de 
zero de la fonction exp (cf chapitre 18). Ainsi, a n fixe, la pre- 
© cision diminue lorsque Pon ecarte de Porigine ; et a x fixe, la 


s :=s+sg/k; 
sg:=-sg; 

END; 

WRITELN ( 'valeur approchee LN(2) = ’,s:Q:4); 
WRITELN (’valeur de Pascal LN(2) = ’ ,LN(2) : 0 : 4) ; 
WRITELNC’la precision est de ’ ,ABS(LN(2)-s)) ; 
READLN; 

END. 


20.9 


Le programme donne n = 91380 pour A = 12. 


VAR A, s : REAL; 

ki INTEGER; 
BEGIN 


WRITE ( 'Donner un reel A>0 : A = '); 

READLN (A) ; 

s:=0; 

k:=0; 

WHILE s<A DO 
BEGIN 
k: =k+l ; 
s:=s+l/k; 

END; 

WRITEC’L entier recherche est ’,k:0); 
READLN; 

END. 


II ne s’agit pas de creer une variable pour chaque 
terme de la suite mais plutot de faire se succeder les termes de 
la suite dans une merne variable. 
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Si la variable v contient v k alors, 1" instruction 
v:=COS(v*v)+2*v/3 ; affecte a v la quantite cos(t^) + lit* au- 
trement dit, la valeur de v devient Uj+i. 

VAR n,k : INTEGER; 
v : REAL ; 

BEGIN 

WRITE (’ Entrez n et v0 : ’); 

READLN (n , v) ; 

FOR k : =1 TO n DO v:=COS(v*v)+2*v/3 ; 

WRITEC’Le ’,n,’ieme terme est : ’,v 0:2); 
READLN; 

END. 

Comme la variable v est de type REAL, elle est affichee en nota- 
tion scientifique par defaut ; le complement :0:2 formate l'af- 
fiche avec deux chiffres apres la virgule (et zero caractere d'es- 
pacement). 

Avec u 0 = 4, on a u 24 ~ 1, 35. 


Comme la suite est recurrente d’ordre 2, il 
convient de travailler sur deux rangs pour obtenir le terme sui- 
vant : deux informations et un calcul ! Nous considerons done 
trois variables : u, v et w de type REAL. On initialise u a uq, v 
a Mi ; puis avec une structure repetitive controlee par le nombre 
de repetition (pour k variant de 2 a n), on construit les termes 
de la suites qui sont successivement stockes dans u et v ; la va- 
riable w servant seulement a faire le calcul : a la fin de l’etape 
k, u contient Mj_i et v contient u k . 

Afin d'eviter une erreur d' indice, on calcule au rang k le terme 
u k et done on reecrit la relation de recurrence : 

Vk > 2, u k = J(k — 2) + u k _ 1 + u 2 k 2 


VAR n,k: INTEGER; 
u , v , w : REAL ; 

BEGIN 

WRITELNC’ Entrez n (>1) uO et ul (>Q) : ’); 
READLN (n , u , v) ; 

FOR k : =2 TO n DO 
BEGIN 

w : =SQRT ( (k- 2 ) +v+u*u) ; 

u:=v; 

v:=w; 

END; 

WRITEC’Le ’,n,’ieme terme est : ’,v:Q:2); 
READLN; 

END. 

Remarquer l’ordre des affectations : w : = ..., u: = . . . et 
v: = . . .. On transfere la valeur u k ~i de la variable v dans la 
variable u avant de modifier v. 

Pour uo = 3 et ui = 1, on a M 31 = 19, 61. 


28.12 


1) Au rang n, nous avons : 

Cl n + bn ^ I b n | 

2 " 2 

Ainsi, Salh. es t une approximation de { a la precision 
pres. 

2) Schema de la construction : 



Decrivons la recurrence : 

Initialisation : a 0 = 2 avec sin 2 > 0 et b 0 = 4 avec sin 4 < 0. 
Heredite : soit n 6 N, on suppose a„ et b n construits tels que 
2 < a n < b„ < 2 , sin a„ > 0 et sin b n < 0 . 

Posons c = ; i es termes de rang n + 1 sont definis par : 

• si sin c > 0 alors, a n+ 1 = c et b n+ 1 = b„ ; 

• si sin c < 0 alors, a „ +1 = a„ et b n+l = c. 

Conclusion : les suites sont bien definies. 

On note que (o„)„ £ n est croissante, (h„)„ e N est decroissante et 
pour tout n 6 N*, 

b _ a - b"- 1 ~ a,l ~ 1 _ ^0 ~ a o _ 1 
" ~ a " ~ 2 ~ 2" _ 2r^ 


0 


Ces suites sont adjacentes et admettent pour limite la solution 
de sin x = 0 sur [ 2 , 4], done n. 

3) Le programme avec une boucle REPEAT est : 


PROGRAM Approx_Pi_REPEAT ; 
VAR a,b,c,e: REAL; 
p: INTEGER; 


BEGIN 

WRITEC’Donner la precision en 10~(-p) : p = ’); 
READLN (p) ; 
e : =EXP (-p*LN ( 10) ) ; 
a:= 2 ; 
b :=4 ; 

REPEAT 

c:=(a+b)/ 2 ; 

IF sin(c)>0 THEN a:=c 
ELSE b :=c ; 

UNTIL (b-a)/2 < e; 

WRITELNC ’Pi est approche par ’ , Ca+b)/2 : 0 :p) ; 
READLN; 

END. 
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A chaque etape, l'intervalle est coupe en deux, mais une de ses 
bornes reste inchangee. Ainsi, dans le programme, une seule 
affectation suffit pour actualiser l’intervalle de travail. 

4) D'apres 1’ approximation de la limite de suites adjacentes, 
vue en 1), et la construction par dichotomie, vue en 2), la pre- 
cision de 1’ approximation au rang n est donnee par : 
bn ~ An _ 1 
2 " 2 " 

Determinons une valeur de n assurant une precision a 10 p 
pres : 

— < 10 _p <t=> -nln2 < -pin 10 

On r 

In 10 


n > p- 


n > 


In 2 
In 10 
In 2 


+ 1 


5) Le programme avec une boucle FOR se ramene a determiner 


bn 4 " Cln 


■ pour n ■ 


P- 


In 10 
Jn2 


+ 1. 


PROGRAM Approx_Pi_FOR ; 
VAR a,b,c: REAL; 

k,p,n: INTEGER; 


BEGIN 

WRITE( ’Donner la precision en 10"(-p) : p = ’); 
READLN(p) ; 

n: =TRUNC(p*LN(10)/LN(2))+l ; 
a:=2 ; 
b : =4 ; 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 

c:=(a+b)/2 ; 

IF sin(c)>0 THEN a:=c 
ELSE b:=c; 

END; 

WRITELNf’Pi est approche par ’ , (a+b)/2:0:p) ; 
READLN ; 

END. 


26.13 


1) Au rang n, la precision de 1' approximation de V2 par u„ est 


2 " 


^ < 10 p <=» -n In 2 < —p In 10 
In 10 

<=* n > p- 


Le rang n = 


n > 

In 10 

o 

In 2 


In 2 
In 10 


+ 1 


In 2 
+ 1 convient. 


2) La precision donnee ne depend pas du premier terme. Dans 
le programme, nous prenons u 0 = 1 : 

PROGRAM Eval_sqrt2 ; 

VAR u: REAL; 

i ,p,n: INTEGER; 


BEGIN 

WRITE (’ Donner la precision en 10 “(-p) : p = ’); 
READLN (p) ; 

n:=TRUNC(p*LN(10)/LN(2))+l ; 
u: =1 ; 

FOR i : =1 TO n DO u: =u+(2-u*u)/4 ; 

WRITELNf ’ sqrt(2) est approchee par ’,u:0:p); 
READLN; 

END. 


26.14 


On definit la fonction f : x e 3x - x - 30 (qui 
est bien continue) et l’on note que /( 1) = e 3 - 31 < 0 (puisque 
e < 3) et /( 2) = e 6 - 32 > 0 (puisque e > 2). En particulier, 
/( 1) x f(2) < 0, le principe de dichotomie peut s’appliquer. 

VAR p : INTEGER ; a , b , c , e : REAL ; 


FUNCTION f(x : REAL) : REAL; 
BEGIN 

f :=EXP(3*x)-x-30; 

END; 


BEGIN 

WRITE (’ Donner la precision en 10~(-p) : p = ’); 

READLN (p) ; 

e : =EXP (-p*LN ( 10) ) ; 

a:=l; 

b : =2 ; 

REPEAT 

c :=(a+b)/2 ; 

IF f(a)*f(c)>0 THEN a:=c 
ELSE b :=c ; 

UNTIL ABS(b-a) /2 < e; 

WRITELNf ’la solution vaut environ ’ , (a+b)/2 : 0 :p) ; 
READLN; 

END. 


26.15 


VAR a , b , S : REAL ; 
n: INTEGER; 

FUNCTION f(x : REAL) : REAL; 

BEGIN f :=4/(l+x*x) ; 

END; 

PROCEDURE Riemann(a ,b : REAL ;n: INTEGER; VAR Sn:REAL); 
VAR k: INTEGER; 

BEGIN 

Sn:=0; 

FOR k:=0 TO n-1 DO Sn:=Sn+f(a+k*(b-a)/n) ; 
Sn:=Sn*(b-a)/n; 

END; 


BEGIN 

WRITELN ( ’ Donner a , b et n : ’ ) ; 
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READLN (a , b , n) ; 

Riemann(a,b,n,S) ; 

WRITELNC ’L approximation est ’,S:2:7); 
WRITELNC ’PASCAL donne Pi = ’,PI:2:7); 
READLN; 

END. 

On sait que n ~ 3, 1 1415927. Ce programme donne : 


n 

approximation 

precision 

20 

3.1911760 

5.10~ 2 

1000 

3.1425925 

2.10^ 

1000000 

3,1415937 

10~ 6 


26.16 


Le terme general necessite de savoir calculer une 
puissance et une factorielle. Nous allons concevoir des fonc- 
tions associees : 

VAR n: INTEGER; 
x: REAL; 


FUNCTION pui ss (y : REAL ; q : INTEGER) : REAL ; 
VAR i: INTEGER; 

BEGIN 

puiss:=l; 

FOR i : =1 TO q DO puiss:=puiss*y; 
END; 


FUNCTION factCn: INTEGER) : REAL ; 
VAR j: INTEGER; 

BEGIN 

fact:=l; 

FOR j:=l TO n DO fact :=f act* j ; 
END; 


FUNCTION P(z : REAL ; m: INTEGER) : REAL ; 

VAR i: INTEGER; 

BEGIN 

P:=z; 

FOR i : =1 TO m DO 

P:=P+puiss(-l , i)*puiss(z , 2*i+l)/fact(2*i+l) 
END; 


BEGIN 

WRITELNC’Donnerunentierpositif et unreel : ’); 
READLN (n , x) ; 

WRITELNC sin (' ,x: 0 : 2 ,’) = ’, SIN(x) :© : S) ; 

WRITELNC 'approchee par : ’ ,P(x,n) : 0 : 3) ; 
WRITELNC ’la precision : ' ,ABSCSINCx)-PCx,n))) ; 
READLN; 

END. 


26.17 


1) T, u et v sont des parametres d’ entree de la procedure, mais : 

• T est passee en valeur car introduite avant la mention VAR : 
T reste inchangee apres L execution de la procedure. 

• u et v sont passees en variable : les modifications au cours 
de la procedure restent valides une fois la procedure terminee. 

2) x contient le minimum de S : y contient son maximum. 

3) L’idee est de faire comme pour le tableau ci-dessus, mais en 
avanjant d’un pas de e. Le parcours est controle par une boucle 
conditionnelle : 

VAR a,b,e,u,v: REAL; 

FUNCTION fCt : REAL) : REAL; 

BEGIN 

WRITELN C ’ Donner a b et e : ’ ) ; 

READLNCa,b,e) ; 
u:=fCa) ; v:=fCa) ; 

WHILE a+e<=b DO 
BEGIN 
a : =a+e ; 

IF f Ca)<u THEN u:=fCa); 

IF f Ca)>v THEN v:=fCa); 

END ; 

WRITELNC’Le minimum de f est : ’ ,u) ; 
WRITELNC’Le maximum de f est : ’ ,v) ; 

READLN; 

END. 


26.16 


1) II y a 11 valeurs entre -5 et 5 d’ou ['utilisation de 
RANDOM C 11). 

2) Dans la procedure aff, on note [’utilisation : 

• des fonctions WRITE et WRITELN pour structurer Laffichage : 
un retour a la ligne puis l’affichage sur une merne ligne des ele- 
ments de la liste et enfin un autre retour a la ligne ; 

• de l'utilisation de Lespacement dans WRITE CL [k] : 3 , ' ' ) ; . 

3) Voici le programme avec ses procedures : 

CONST n=10 ; 

TYPE liste=ARRAY[l . .10] OF INTEGER; 

VAR T: liste; 

PROCEDURE gene C VAR L: liste); 

VAR k: INTEGER; 

BEGIN 

FOR k : =1 TO n DO L[k] :=RAND0MCll)-5 ; 

END; 


Remarque - Nous aurions pu, comme a Lexercice 3 etablir 
une recurrence : 

v 2n+l 

Pn(x) = P n . l(t) + (-1)" 


Posant u n = (- 1 )" 


xxx 

2n(2n + 1) 


(2n + 1)! 


(2 n + 1)! 

■ on obtient 


Mn-i ■ 


PROCEDURE aff CL : liste) ; 

VAR k: INTEGER; 

BEGIN 

WRITELN; {retour a la ligne} 

FOR k : =1 TO n DO WRITE CL [k] : 3 , ’ ’); 
WRITELN ; 

END; 
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FUNCTION Nbnegatif (L : liste) : INTEGER; 

VAR j ,nb: INTEGER; 

BEGIN 
nb : =0 ; 

FOR j : =1 TO n DO IF L[j]<=0 THEN nb:=nb+l; 
Nbnegatif :=nb; 

END; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

gene(T) ; 
aff (T) ; 

WRITELNC ’Nombres negatifs : Nbnegatif (T)) ; 

READLN ; 

END. 


20.19 


L" utilisation de procedures est adaptee : 

a) la premiere operation consiste a creer une liste ; 

b) la deuxieme consiste a retouner plusieurs informations sur 
cette liste. 

c) Voici le programme avec ses procedures : 

CONST n=12 ;m=20; 

TYPE liste=ARRAY[l . .n] OF INTEGER; 

VAR L: liste; 

six , max , p , d : INTEGER ; 


PROCEDURE Gene (VAR T: liste); 
VAR k: INTEGER; 

BEGIN 

WRITELNC ’La liste est ’); 
FOR k : =1 to n DO 


Infos (L , six , max , p , d) ; 

WRITELN ; 

WRITELNC ’place du premier 6 = ’,six); 
WRITELN (’ maximum de la liste = ’ ,max) ; 
WRITELNC ’premier maximum en = ’,p); 
WRITELNC ’dernier maximum en = ’,d); 
READLN; 

END. 

Exemple de simulation : 

5,10,7,5,6,15,19,10,17,8,19,15 

• place du premier 6 : 5 

• maximum de la liste : 19 

• premier maximum en : 7 

• dernier maximum en : 1 1 


20.2 0 


1) La fonction de repartition associee est donnee par : 


i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Ft 

0,15 

0,3 

0,4 

0,45 

0,65 

1 


L'idee est d’associer a un nombre p 6 [f’;- 1 ,F,[ le resultat i 
(avec la convention Fq = 0). 

2) Voici le programme avec la fonction Depipe : 

VAR k,n,x: INTEGER; 

F : ARRAY [ 1 . .6] OF REAL; 

FUNCTION Depipe : INTEGER ; 

VAR p : REAL ; 

r: INTEGER; 

BEGIN 
p : =RAND0M ; 


BEGIN 

T[k] : =RAND0M(m)+l ; 

WRITE (T[k] ; 3 , ’ ’); 

END; 

END; 

PROCEDURE Infos CT: liste; VAR six ,max ,p , d: INTEGER) 
VAR k: INTEGER; 

BEGIN 

six:=n+l; 

max:=-l; 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 

IF (six=n+l) AND (T[k]=6) THEN six:=k; 

IF max<T [k] THEN 
BEGIN 
p:=k; 

max : =T [k] ; 

END; 

IF max=T [k] THEN d:=k; 

END; 

END; 


BEGIN 
RANDOMIZE; 
Gene(L) ; 


IF p <0.15 THEN r : =1 ; 

IF (p >=0.15) AND (p<0 . 3) THEN r:=2; 

IF (p >=0.3) AND (p<0 . 4) THEN r:=3; 

IF (p >=0.4) AND (p<0 .45) THEN r:=4; 

IF (p >=0.45) AND (p<0 . 65) THEN r:=5; 

IF p>=0 . 65 THEN r:=6; 

Depipe :=r; 

END; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITELN ( ’ Donner le nombre de lancer : n = ’ ) ; 
READLN (n) ; 

WRITELN ; 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 
x:=Depipe; 

F[x] :=F[x] + l; 

END; 

FOR k : =1 TO 6 DO 
BEGIN 

F [k] :=F[k]/n; 

WRITEC’ F' ,k, ’ = ’ ,F[k] :0 :2) ; 

END; 

READLN; 

END. 
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A titre d'exemple, voici les resultats obtenus lors d’une simu- 
lation (a 1CT 2 pres) : 


i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Ft [n = 10) 

0.1 

0.1 

0.1 

0 

0.5 

0.2 

F, in = 10000) 

0.15 

0.15 

0.1 

0.05 

0.2 

0.35 


A titre d'exemple, voici un extrait de quelques simulations : 
X 30, i), Y -+ Pi 5), m = 20, n 2 = 100000, 


k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 • • • 

PiX = k) im) 

0.00 

o 

O 

Ul 

0, 10 

0. 20 

0. 20 

0, 10 

0 , 10 

0 , lO --- 

P(.Y = k) im) 

© 

o 

o 

0,02 

0,07 

0, 14 

0,19 

0,19 

0 , 16 

0, 1 1 • • • 

P(F = k) 

0,01 

0,03 

oo 

o 

o ' 

0, 14 

0,18 

0, 18 

0 , 15 

0 . 10 -" 


Ceci illustre la loi faible des grands nombres : les frequences 
empiriques tendend vers la loi de probability. 


25.21 


25.22 


PROGRAM SomBDes; 

VAR i,neuf,dix,s: INTEGER; 


1) Precisons qu'une variable aleatoire de loi 'Bin. p) prend ses 
valeurs dans [[ 0, n || . Voir la fonction B. 

2) Pour donner la loi de Poisson, nous aurons besoin de la 
fonction factorielle. 

CONST n=30;p=5/n; 

TYPE simul=ARRAY [0 . . n] OF REAL; 

VAR nb , k , r : INTEGER ; S : simul ; 

FUNCTION B: INTEGER; 

VAR j , succes : INTEGER ; 

BEGIN 
succes :=©; 

FOR j :=1 TO n DO 

IF RAND0M<=p THEN succes : =succes+l ; 
B:=succes; 

END; 

FUNCTION fact (k : INTEGER) : REAL ; 

VAR j : INTEGER; r: REAL; 

BEGIN 
r : = 1 ; 

FOR j:=l TO k DO r:=r*j; 
fact:=r; 

END; 

{ LoiP : loi de Poisson} 

FUNCTION LoiP (k : INTEGER) : REAL ; 

BEGIN 

LoiP : =EXP (k*LN (n*p) -n*p) /fact (k) ; 

END; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITEC’Nombre de simulations : nb = ’); 
READLN(nb) ; 

FOR k:=0 TO n DO S[k] :=0; 

FOR k : =1 TO nb DO 
BEGIN 
r :=B; 

S[r]:=S[r] + l; 


FUNCTION De6: INTEGER; { simulation d’un de } 
BEGIN 


De6 : =RAND0M(6)+1 ; 

END; 

FUNCTION Som3De6: INTEGER; 
BEGIN 

Som3De6 : =De6+De6+De6 ; 
END; 


BEGIN 
RANDOMIZE ; 
neuf :=0;dix:=0; 

FOR i : =1 TO 20000 DO 
BEGIN 

s:=Som3De6; 

IF s=9 THEN neuf :=neuf+l; 

IF s=10 THEN dix :=dix+l ; 

END; 

WRITELN ( ’ Nombre de neuf : ’ , neuf) ; 
WRITELN ( ’ Nombre de dix : ’,dix); 
READLN ; 

END. 


Les decompositions sont : 

9 = 1+2+6 = 1+3+5 = 1+4+4 = 2+2+5 = 2+3+4 = 3+3+3 

10 = 1+3+6 = 1+4+5 = 2+2+6 = 2+3+5 = 2+4+4 = 3+3+4 
En considerant les des differentiables, la sortie d’un 9 corres- 
pond a un anagramme d’une de ses decompositions. Nombre 
de configuration possible : 

pour 9 : 3! +3! + 3 + 3 + 3! + 1 =25 
pour 10 : 3! + 3! + 3 + 3! + 3 + 3 = 27 
En situation d’equiprobabilite ; cela donne : 


25 25 77 

P(X = 9) =^ = 2l6 etP( ^ 10) =2l6- 


26.23 


VAR n,k,lancer,nbP: INTEGER; 


END; 

FOR k:=0 TO n DO S[k] :=S[k]/nb; 

WRITELNC’Freq empiriques / Loi de Poisson’); 

FOR k:=0TOn DO WRITELN (k , S [k] : 5 : 2 , LoiP (k) : 5 : 3) ; 
READLN; 

END. 


BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITEC’Nombre de lancers : n = ’); 
READLN (n) ; 
k:=0; 
nbP : =0 ; 
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REPEAT 
k : =k+l ; 

IF RAND0M(2)=1 THEN nbP:=nbP+l; 
UNTIL (nbP=2) OR (k=n) ; 

IF nbP=2 THEN WRITE (k) 

ELSE WRITE (8); 

READLN ; 

END. 


25.24 


VAR tl,t2,n: INTEGER; 

FUNCTION Boule 1 (n : INTEGER) : INTEGER ; 
BEGIN 

Boul e 1 : = RANDOM (n) + 1 ; 

END; 

FUNCTION Boule2 (n,bl : INTEGER) : INTEGER; 
VAR b: INTEGER; 

BEGIN 

b : =RANDOM (n- 1) + 1 ; 

IF b<bl THEN Boule2:=b 
ELSE Boule2:=b+l; 


L:=8; {Initialiser le nombre de tirage} 

REPEAT 

L:=L+1; {Comptabiliser le nombre de tirage} 
alea :=l+RANDOM(b+n+r) ; 

IF (l<=alea) AND (alea<=b) THEN x:=’B’ ; 

IF (b+l<=alea) AND (alea<=b+n) THEN x:=’N’ ; 
IF (b+n+l<=alea) THEN 
BEGIN 
x: = 'R' ; 

r:=r-l; {Tirage sans remise} 

END; UNTIL (xo’R’); 

IF (x=’n’) THEN WRITE (’perdu’) 

ELSE WRITE(’gagne’) ; 

WRITELN ( ’ et en ’ , L , ’ coups . ' ) ; 

READLN; 

END. 

Comme le tirage est sans remise, il est normal de diminuer le 
nombre de boules rouges lorsqu’une telle boule sort. En re- 
vanche, si c'est une boule noire ou blanche qui sort alors la 
partie s’arrete ; il est done inutile de gerer le nombre de boules 
blanches ou noires. 


END; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITE ( ’ Entrez n ’ ) ; 

READLN (n) ; 
tl:=Boulel(n) ; 
t2 :=Boule2(n,tl) ; 

WRITELN ( ’Tirage avec ordre : ’ , tl : 3 , t2 : S) ; 

IF tl<t2 THEN 

WRITELNC ’Tirage sans ordre : ’,tl:3,t2:3) 
ELSE WRITELNC ’Tirage sans ordre : ’ , t2 : 3 , tl : 3) ; 
READLN; 

END. 

La difference entre un tirage avec ordre ou sans ordre corres- 
pond a la problematique de l’anagramme. Le tirage programme 
est ordonne : done le premier affichage donne des numeros or- 
donnes, il y a resultats possibles. Pour enlever l’ordre il 
suffit de considerer un representant unique a toutes les permu- 
tations possibles : pour cela on affiche les resultats par ordre 

croissant, i I y a ( ” ) resultats possibles. 


25.25 


Le programme propose d’utiliser une variable de 
type CHAR, e’est-a-dire un caractere, pour materialiser la cou- 
leur de la boule dree : par exemple, x= ’ N ’ si la boule tiree est 
noire ... 


PROGRAM ESCP2886 ; 

VAR b, n, r, L , alea: INTEGER; x:CHAR; 

BEGIN 

RANDOMIZE; 

WRITELN ("Nbde boules blanches, noires et rouges : ’) 
READLN (b,n,r) ; 


25.26 


Cette situation releve d'un espace probabilise in- 
fini. Il n'est pas impossible que F experience ne s’arrete pas, 
mais on peut montrer que cet evenement est negligeable. Ainsi, 
on ne s’inquiete pas de savoir si le programme va s’arreter en 
temps fini. 


A une etape donnee, il suffit de connaitre le resultat du prece- 
dent tirage pour pouvoir conclure, ainsi on ne gardera pas en 
memoire tous les tirages. 


Les boules ont toutes la meme probability de sortir ; on mode- 
lise le tirage par une loi uniforme sur |[0, 3J, le resultat 0 etant 
associe a la boule blanche. 


La variable b compte le nombre de boules blanches consecu- 
tives qui viennent de sortir. La variable n compte le nombre de 
tirages. 

VAR b,n: INTEGER; 


BEGIN 
RANDOMIZE ; 
n:=8; 
b : =8 ; 

REPEAT 

n:=n+l; 

IF RANDOM (4) =8 THEN b:=b+l 
ELSE b : =8 ; 

UNTIL b=2 ; 

WRITELNf’le rang est ’ ,n) ; 
READLN; 

END. 


25.27 


On complete successivement les quatre lignes par : 
Tant qu’il y a des boules dans l’urne : b>=l 
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• Choisir un numero au hasard sur [[1,5]] par 1' instruction 
numero : =RANDOM (b) + 1 ; 

• Nombre de boules restant dans l’ume : numero- 1. En efFet, 
on retire toutes les boules dont le numero est superieur ou egal 
au numero obtenu. 

• On comptabilise un tirage de plus : tirages : =tirages+l ; 


20.29 


l.a) II convient d’ecrire la partie declarative et de proposer un 
moyen pour determiner la valeur de la variable m : on peut la 
demander a l’utilisateur ou la definir comme une constante. 

VAR N,m,X,i: INTEGER; 


PROGRAM ESC1999 ; 

VAR b, tirages, numero: INTEGER; 

BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITEC’Entrez le nombre initial de boules ’); 
READLN(b) ; 
tirages :=©; 

WHILE b>=l DO 
BEGIN 

numero : =RANDOM (b) + 1 ; 
b:=numero-l; 
tirages : =tirages+l ; 

END; 

WRITEC’L urne est videe en tirages,’ tirages’); 
READLN ; 

END. 


20.20 


Ne pas oublier a la fin de charger le resultat dans 
la variable de meme nom que la fonction. 


FUNCTION SimulYCn: INTEGER; pl,p2:REAL): INTEGER; 
VAR x,y , k,u: INTEGER; 


BEGIN 

x : =0 ; 

FOR k : =1 TO n DO 
BEGIN 
u : =RANDOM ; 

IF u<pl THEN x : =x+l ; 

END; 

y : =0 ; 

FOR k : =1 TO x DO 
BEGIN 
u : =RAND0M ; 

IF u<p2 THEN y:=y+l; 

END; 

SimulY:=y ; 

END; 

Determinons le nombre moyen d’appels de la fonction 
RANDOM : dans la premiere partie, il y a n appels ; dans la 
deuxieme il y a en X. Done le nombre cherche est : n + E(A') 
= n + npi = n(p\ + 1). 


BEGIN 
RANDOMIZE ; 

WRITE (’ Donner (le nombre d essais) m : m =’); 
READLN (m) ; 

N : =RAND0M (m) + 1 ; 

X:=0; 

FOR i : =1 TO N DO X:=X+RAND0M(2) ; 

WRITELN(N, ’ ’ ,X) ; 

READLN; 

END. 

l.b) X correspond a une somrne de N variables independantes 
de Bernoulli de parametre \ : la loi de X sachant [N = k] est 
une loi binomiale de parametres (k, Pour IV = 4, les valeurs 
possibles sont 0, 1, 2, 3, 4. 

2) RANDOM (m) sirnule une loi uniforme sur |[0,m - 1] done N 

ffl + 1 

suit une loi uniforme sur [[ I , m]] , son esperance est et sa 

m 2 - 1 

variance est . 

12 

3) X est le nombre de succes lors d'une repetition de variables 
de Bernoulli mutuellement independantes ou le nombre de re- 
petitions peut varier entre 1 et m. Done X(£i) = [0, mj. 

Comme la loi de X sachant [N = k\ est S (k, avec k 6 [[ I , m |] , 
il vient : pour tout (i, k) 6 [0, mj x || I , m || , 


P (X = i n N = k) = P(N = k)P JV= A-P(X = 0 
f 0 si i > k 


m2 k V i J 


La notion de loi marginale donne (e’est en fait la formule 
des probabilites totales appliquee au systeme complet d’eve- 
nements associe a la variable aleatoire N) : 

Pour i 6 || I , m ]] , 

m . 

1 ^ 1 1 / 1 \ 

etP(X = 0)=- V- = - 1-— . 

m 2 k m \ 2"' / 

k= 1 ' ' 

m - /« i k / j\ 

1=0 k= 1 i= 1 ' ' 




m + 1 


4 
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A 


B 


Absurde, 33 

Accroissements finis egalite, 423, 424 
Adherence, 363 
Affectation, 737, 740 
Alembert-Gauss, 102 
Algebre d’evenements, 594 

associee a une variable aleatoire, 622 
engendree par une partie, 595 
cr-algebre, 657 

engendree par une famille, 657 
Algorithme, 735 
AND, 739, 753 

Analyse-synthese, 28, 37, 56, 57 
Application & fonction, 42 
Application, 14 
bijective, 46 
injective, 45 
lineaire, 4 1 
surjective, 45 
Approximation 
7T, 742 
exp, 744 

loi de Poisson, 691 
Nombre d’or, 742 
affine, 417 

par une loi de Poisson, 753 
rationnelle, 305 
Arbre de probabilite 

formule de Bayes, 602 
formule des probabilites composees, 599 
probabilite conditionnelle, 598 
Arc tangente, 402 
Argument (nombre complexe), 65 
ARRAY, 745 
Associativite, 12 
Asymptote, 377, 378 
© Automorphisme, 41 


Base, 25 

canonique, 25 
BEGIN . . . END, 739 
Bijection (theoreme), 400, 420 
Binome 

de Newton, 10, 51 
negatif (formule), 509 
BOOLEAN, 737, 739 
Borne 

d’un ensemble, 302 
d’une fonction, 394 
Boucle 

FOR ... TO ... DO, 740 
FOR ... DOWN ... DO, 741 
REPEAT . . .UNTIL , 741 
WHILE ... DO, 741 
Boule ouverte ou fermee, 532 
Branche parabolique, 379 


Caracterisation sequentielle, 369 
Cardinal, 555 

Cauchy-Schwarz (inegalite), 531 
Changement 
d’indice, 4 
de variable, 460 
Classe modale, 585 
Coefficient binomial, 560, 563, 736 
complementaire, 561 
double produit binomial, 562 
formule de Pascal, 561 
generalisee, 562 
identite de Van der Monde, 561 
notation 



triangle de Pascal, 562 
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Coefficient 

dominant, 88 
polynome, 85 
Coefficients (matrice), 95 
Combinaison lineaire, 5, 14, 15, 19, 22, 25 
Commutativite, 12 
Comparaison, 739 

Comparaison (theoreme), 301, 374, 505 
Complexe, 62 
Composee, 44 
Composition a 
droite, 375, 376 
gauche, 540 
Conjonction, 739 
Conjugue, 64 
Connecteur logique, 739 
Constante, 737, 745 
Continuity 

composition, 397 
composition a gauche, 536 
des fonctions usuelles, 366, 397 
operations algebriques, 536 
operations algebriques, 397 
par morceaux, 453 
sur un segment, 400 
Contraposition, 33 
Convergente absolue (serie), 506 
Coordonnees, 115, 116 
Courbes de niveau, 535 
Covariance, 711 

formule de Huygens, 712 
Croissance comparee 

des fonctions usuelles, 375 
des suites usuelles, 347 

D 

Decile, 589 
Degre, 88 
Derivabilite 

en un point R, 416 
operations algebriques, 419 
sur un intervalle de R, 420 
Derivees 

directionnelles, 542 
partielles, 538 
successives, 428 
Developpement limite a 
l’ordre 0, 366 
l’ordre 1,417, 540 
l’ordre n en 0, 483 
l’ordre n en xq, 487 


l’ordre partie reguliere, 483 
Developpements limites usuels, 484 
Diagramme en batons, 583 
Dichotomie, 291, 742, 743, 752 
Dimension, 73, 75 
Disjonction, 34, 739 
Distance euclidienne, 531 
Division euclidienne, 92 
Droite, 529 
Droite vectorielle, 74 

E 

Ecart 

moyen, 586 

quadratique moyen, 586, 686 
Ecart-type, 629, 686 
empirique, 589 
Echelonnee, 105 
Effectif, 582 
Egalite, 740 

Encadrement (theoreme), 295, 374 
Endomorphisme, 41, 42, 50 
Ensemble-image, 44 
Ensembles disjoints, 40 
Equation de compatibility;, 4, 5 
Equivalents usuels pour 
les fonctions, 377 
les suites, 351 
Espace 

probabilisable, 594, 657 
probabilise, 595, 658 
vectoriel, 12, 13, 16, 18 
Esperance, 626 

loi binomiale, 630, 636 

loi de Bernoulli, 635 

loi de Poisson, 693 

loi geometrique, 689 

loi hypergeometrique, 640, 642 

loi uniforme, 633 

paradoxe de Saint Petersbourg, 684 
theoreme de transfert, 628, 684, 709 
variable discrete, 683 
Euler (formule), 68 
Evaluation, 746 
Evenement 
certain, 593 
contraire, 593 
impossible, 593 
negligeable, 662 
presque certain, 663 


766 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit 


Index 


incompatibles, 593 
systeme complet d’evenements, 595 
3,31 

Extremum, 421 

F 

Factorielle, 7, 559, 736 
Factorisation, 100 
Famille 

echelonnee, 24 
generatrice, 20, 22 
libre, 22, 24, 74 
Fibonacci, 742 
Fonction, 743, 745, 747 

convexite ou concavite, 430 
convexe ou concave, 430 
ne s’annulant pas, 393 
non nulle, 393 
usuelle, 738 

affine de deux variables, 535 
affine tangente, 541 
atteignant ses bornes, 399 
bornee, 394 
caracteristique, 43, 555 
constante, 425 
de deux variables, 534 
de repartition, 586, 625, 682 
en escalier, 449 
identite, 43 
injective, 45 
monotone, 395, 425 
negligeable devant une autre, 374 
paire ou impaire, 393 
periodique, 394 

polynomiale de deux variables, 536 
positive ou negative, 392 
rationnelle de deux variables, 537 
surjective, 46 
equivalente, 376 
V, 31 
Forme 

algebrique, 62 
lineaire, 41 
lineaire, 82 
lineaire, 48 
trigonometrique, 67 
Formule de Bayes, 602, 667 
paradoxe de Bayes, 602 
Formule de Huygens 
covariance, 712 
© variance, 630, 687 


Formule de Pascal, 9, 561 
generalisee, 562 
Formule des probabilities 
composees, 599, 664 
totales, 600, 665 
Formule du binome 
endomorphismes, 5 1 
Formule du crible 

denombrement, 555, 556 
methode du crible, 558 
probability, 597, 661 
Frequence, 582 
cumulee, 582 
empirique, 747 
FUNCTION, 743 

G 

Gradient, 539 
Graphe, 534 
Grassmann, 78 

H 

Horner, 746 
Histogramme, 583 
Homothetie, 42, 259, 261 
Horner, 101,746 
Hyperplan, 83 

I 

Identite de Van der Monde, 561 
Image, 44, 45, 46, 47 

d’une application lineaire, 45 
directe, 43 
Images, 54 
Implication, 30 

Inegalite de Bienayme-Tchebychev, 632, 687 
Inconnue, 1 
principale, 4 
secondaire, 4, 119 
Independance, 603, 667 

couple de variables independantes, 708 
independance mutuelle, 708 
independance mutuelle, 603, 667 
tribus independantes, 668 
variables discretes, 683 
variables finies, 625 
Indicatrice, 43 
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Inegalite 

de Taylor-Lagrange, 510 
de la moyenne, 45 1 
de Taylor-Lagrange, 48 1 
triangulaire, 14, 65, 532 
Integrate 

d’une fonction continue, 450 
d’une fonction continue par morceaux, 453 
d’une fonction en escalier, 449 
fonction de ses bornes, 456 
proprietes elementaires, 45 1 
INTEGER, 737 
Integration 

par parties, 459 
theoreme fondamental, 455 
Intervalle ouvert ou ferme, 537 
Inversible, 115, 118 
Isomorphisme, 41, 51, 52, 54 
espaces isomorphes, 5 1 

L 

Leibniz (formule), 429 
Libre, 25, 54, 75 
Liee, 22 
Limite 

a gauche au a droite, 366 
compatibilite avec la relation d’ordre, 294 
composition, 294, 301, 372 
d’une fonction en un point, 364 
d’une suite, 298 
d’une suite, 291 
monotone (theoreme), 296 
monotone (theoreme), 396 
operations algebriques, 299 
operations algebriques, 293 
par valeurs superieures ou inferieures, 370 
par valeurs superieures/inferieures, 293 
unicite, 292 
Linearisation, 68 
Logique, 29 

Loi usuelle, 644, 695, 748 
Binomiale, 635, 748 
De Bernoulli, 634, 748 
de Poisson, 691 
Geometrique, 688, 748 
Hypergeometrique, 637, 749 
Uniforme, 632, 748 
Loi d’une variable aleatoire 
loi conditionnelle, 708 
loi conjointe, 706 
loi marginale, 706 


somme, 714 
variable discrete, 68 1 
variable hnie, 623 
Loi 

faible des grands nombres, 716, 748 
sans memoire, 690 

M 

Matrice, 95, 746 

antisymetrique, 103 
de passage, 1 14, 1 15 
du systeme lineaire, 118 
inversible, 108, 109 
symetrique, 103 
colonne, 96, 115, 116 
ligne, 96 
produit, 101 
unite, 96 
Maximum, 303 
local, 421 
Mediane, 586 
Minimum, 303 
local, 421 
Mode, 585 

Module (nombre complexe), 64 
Moivre (formule), 67 
Moment d’ordre n, 685 
Moyenne, 585 
empirique, 716 

N 

Negation, 739, 741 
Norme euclidienne, 530 
NOT, 739 

Noyau, 44, 45, 47 

o 

Operateur booleen, 739, 753 
Operations, 738 
algebriques, 37 1 
elementaire, 2 
OR, 739 

Ordre de multiplicite, 97 

P 

p-listes, 559 

sans repetition, 560 
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Paradoxe 

de Bayes, 602 
de Saint Petersbourg, 684 
Parametre, 743, 744, 747 
Partie 

bornee, 53 1 
convexe, 529 

entiere d’un nombre reel, 302 
fermee, 533 
imaginaire, 63 
ouverte, 533 
reelle, 63 
Passage, 745 

En valeur, 743, 744 
En variable, 744 
Permutation, 558 

Pivot de Gauss, 1,5, 111, 113, 265 
Plan affine, 534 
tangent, 541 
vectoriel, 74 
Point d’inflexion, 432 
Point-virgule, 737, 740 
Polynome, 13, 75, 85, 746 
d’endomorphisme, 51 
irreductible, 94 
unitaire, 88 
Primitive, 454 
Privot de Gauss, 6 
Probabilite, 747 

ensemble fini, 595 
ensemble quelconque, 658 
probabilite conditionnelle, 598, 664 
uniforme, 596 

Probleme du chevalier de Mere, 591 
Procedure, 744 
PROCEDURE, 744 
Processus de Bernoulli, 635, 656 
Produit 
77, 740 
scalaire, 530 
Programme, 735 
Projecteur, 56 
Projection, 54, 59, 260, 262 
Prolongement 

d’une derivee, 426 
par continuity, 368 
Propriety 

vraie presque surement, 663 
vraie a partir d’un certain rang, 291 
© Puissance, 7, 738, 743 


Q 

Quantificateurs, 3 1 
Quartile, 589 
Quotient, 92 


R 

Racine, 97 
carree, 7 1 
rc-ieme, 70, 71 
RANDOM, 747 
Rang, 81, 104, 265 
READLN, 737 
REAL, 737 
Reciproque, 5 1 

(d’une bijection), 47, 420 
Recurrence, 34 

REPEAT . . . UNTIL . . .,741 

Reste, 92 

Rolle (theoreme), 422 


s 

cr-addivite, 658 
Schema de Bernoulli, 635 
Second membre, 1 
Segment, 399, 529 
Serie, 744, 751 

a termes positifs, 504 
convergente, 502 
exponentielle, 509 
geometrique et ses derivees, 507 
de Riemann, 511 
convergente, 507 
harmonique, 504 
geometrique, 507 
somme partielle, 501 
Somme 

de sous-espaces vectoriels, 26 
de variables aleatoires 

variables de Poisson, 714 
directe sous-espaces vectoriels, 26 

E - 1 
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Sommes de Riemann, 452, 752 
Sous-espace 
propre, 259 
vectoriel, 14 
Spectre, 258 
Statistiques 

caracteristique de dispersion 
decile, 589 

ecart-type empirique, 589 
quartile, 589 
variance corrigee, 590 
variance empirique, 589 
caracteristique de position 
classe modale, 585 
mediane, 586 
mode, 585 
moyenne, 585 
ecart moyen, 586 
ecart quadratique moyen, 586 
effectif, 582 

fonction de repartition, 586 
frequence, 582 
frequence cumulee, 582 
representation graphique 

diagramme en batons, 583 
histogramme, 583 
Structure 

Conditionnelle, 739 
Repetitive, 740, 746 
Sequentielle, 738 
Suite 

adjacente, 296, 743, 752 
arithmetique, 289 
arithmetique, 17 
bornee, 290 
convergente, 29 1 
equivalente, 348 
fixe, 325 

geometrique, 18, 289 
monotone, 289, 327 
negligeable devant une autre, 345 
recurrence d’ordre 2, 323 
recurrente, 325, 741, 742, 751 
recurrente lineaire d’ordre 2, 742 
reelle, 287 

Symetrie, 58, 60, 61, 260, 262 
Systeme complet d’evenements, 595, 658 
associe a une variable aleatoire, 622 
Systeme (s), 741 
de Cramer, 118 
echelonne, 3 


equivalent, 2, 6 
homogene, 2, 118, 119 
impossible, 2 
indetermine, 2 
lineaire, 1, 2 

T 

Tableau, 745 
Taylor (formule), 96 

avec reste integral, 480 
Lagrange, 48 1 
Young, 482 
Terme dominant, 88 
Theoreme de transfert, 628, 684, 709 
Tirage 

avec remise, 559 
p-listes, 559 
loi binomiale, 635 
processus de Bernoulli, 635 
schema de Bernoulli, 635 
sans remise, 560 

p-listes sans repetition, 560 
loi hypergeometrique, 637 
simultane, 560 

coefficient binomial, 560 
Triangle de Pascal, 9, 562 
Tribu, 657 

engendree par une partie, 657 
independance, 668 
grossiere, 657 
triviale, 657 
Trigonometric, 69 
TYPE, 737, 745 

U 

Unicite de la limite, 365 

V 

Valeur, 737 
absolue, 13 

moyenne d’une fonction, 450 
propre, 258 

Valeurs intermediates (theoreme), 398 
VAR, 737, 744 
Variable, 737, 744 

Auxiliaire, 739, 741-743 
Globale, 745 
Locale, 745 
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Variable aleatoire 

ecart type, 629, 686 
esperance, 626, 683 
fonction de repartition, 625, 682 
independance, 625, 683 
loi, 623,681 
moment d’ordre n, 685 
variable discrete, 680 
variable finie, 622 
variance, 629, 686 
Variance, 629, 686 

formule de Huygens, 630, 687 

loi binomiale, 630, 636 

loi de Bernoulli, 635 

loi de Poisson, 693 

loi geometrique, 689 

loi hypergeometrique, 640 

loi uniforme, 633 


variance corrigee, 590 
variance d’une somme, 715 
variance empirique, 589 
Vecteur, 13 
nul, 13, 22 
propre, 258 
unitaire, 542 

lineairement dependant, 22 
lineairement independant, 22 
propres, 262 
Voisinage, 363 


W 

WHILE ... DO . . ., 741 
WRITELN, 737 
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